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Séance 11-1-1 : Dérivabilité d'une fonction numérique - Partie 1 (Cours)
Professeur : Mr CHEDDADI Haitam
Sommaire
I- Dérivabilité d’une fonction en un point
1-1/ Nombre dérivé en un point
1-2/ Approximation affine d'une fonction dérivable
II- Dérivabilité a droite - Dérivabilité a gauche
2-1/ Définitions et notations

2-2/ Interprétation géométrique (demi-tangente en un point d'une
courbe)

III- Dérivabilité d’une fonction sur un intervalle
3-1/ Fonction dérivé

3-2/ Opérations sur les fonctions dérivables

I- Dérivabilité d’une fonction en un point

1-1/ Nombre dérivé en un point
Définition

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert I et a un élément de I.

flath)~f(@) _ |

On dit que f est dérivable en a s'il existe un réel 1 tel que : lim 5

h—0

Le nombre | est appelé le nombre dérivé de la fonction f en a. Il est noté f (a).

On écrit }Llil(l) 7f(a+h})1_f(a) = f’(a) ou encore lim f(m;:(]:(a) = f'(a).
Remarques

- Dans le taux de variation

f(mi:ic(a), x — a représente une variation de z et f(z) — f(a) la

variation correspondante de y.

Quand les accroissements de x et y deviennent petits, le taux d'accroissement tend vers

f (a).

C'est pour cette raison qu'on trouve parfois, notamment en physique, la notation 4 (a) pour

dx
le nombre dérivé de f en a.



- La notion de dérivabilité, étant définie a l'aide d'une limite, est une notion locale.

Applications

1. Etudier la dérivabilité de la fonction f au point a dans chacun des cas suivants :

1] f(z) =3z2 +2z —leta =2 [4] f(z) = \/]z + 3] eta=—3
2] f (z) = |2® — 2z| eta =0 [5] f(xz) =sinzeta=0
f(m):f_r;eta:% 6] f (z) =coszeta= 7

1-2/ Approximation affine d'une fonction dérivable

Définition

Soit f une fonction dérivable en a.

La droite (T') d'équation y = f’(a) (z — a) + f(a) est appelée la tangente a la courbe € de
la fonction f au point d'abscisse a.

La fonction z — f’(a) (x — a) + f (a) s'appelle 'approximation affine de f au voisinage de a.
On écrit alors : f(z) = f’(a) (z — a) + f(a) au voisinage de a ou f (h) = hf’(a) + f(a) au

voisinage de 0.

|

ol = a

Remarques

- On a déja vu dans les activités les approximations suivantes, valables pour h voisin de 0 :
VIthm1l4 45 so~l1-h; (L+h)*~1+2h; (1+h)°~1+3h

- L'approximation affine locale consiste donc a assimiler € a (T') pour h proche de 0 (et

donc pour z proche de a).

Applications

1. Donner des valeurs approchées des nombres suivants :
(0,998)° ; (2,00578)* ; (1,04958)°
1

1
VI,00791 5 s

2. Déterminer une équation cartésienne de la tangente a la courbe €% de la fonction f au

(0,999)*

pointé d'abscisse a, dans chacun des cas suivants :
1] f(z) =222 +z—leta=1
2] f(z) =322 +2eta=—1
Bl f(z) = —12® + 2% eta=2
[4] f (z) = zi; eta=1




II- Dérivabilité a droite - Dérivabilité a gauche

2-1/ Définitions et notations
Définition

- Soit f une fonction définie sur un intervalle du type [a,a + r[ ou r € R*.

On dit que f est dérivable a droite de a s'il existe un réel 1; tel que : lim 2 @ _ 5

h—0*
Le nombre 1; est appelé le nombre dérivé de la fonction f a droite en a. Il est noté f’;(a).
f@)-fla) _ o flath)—f@) — Pu(a)

rma h—0" R

On écrit : lim
rz—at

- Soit f une fonction définie sur un intervalle du type |a —r;a] ou r € R

flath) (@) _ 1

On dit que f est dérivable a gauche de a s'il existe un réel 1z tel que : lim -

h—0~

Le nombre 1 est appelé le nombre dérivé de la fonction f a gauche en a. Il est noté f’4 (a).

On écrit : lim W = lim —(Hhh = fy(a)
z—a” h—0"
Applications

1. Etudier la dérivabilité de la fonction f & droite et & gauche au point a dans chacun des

cas suivants :

1] f(z)=|z*— 1| eta=—1
2] f(z) = |2* + 3z| et a = -3
fz)=xz3+1;2<1

{ ) - eta=

flz)=2"+2—-—;2>1

{f(ac — V¥ > -1

Proposition

Soit f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I, n un entier naturel non nul et
aeR.

On a alors les propriétés suivantes :

-(f+9)=F+g; (af)=af; (f.9=F.9+f9; (f*Y=nf.fr!
1 g f f.9-f.g

! /
- Si la fonction g ne s’annule pas sur I, alors : (—) =—=cet (—) = -
g g g g

- Enfin, si f est strictement positive sur I, alors : (ﬁ) 5 \/?

Applications

1. Etudier la dérivabilité de la fonction f & droite et & gauche au point a dans chacun des

cas suivants :



[1] f (z) = |2* — 3z| et a =3

flx)=2%; 2> -1

fx)=zyz;2>0 _
{f(w)=w2;w< e
flz)=a}—2z;2>1 B
{f<x>—§m2—§;x =

2-2/ Interprétation géométrique (demi-tangente en un point d'une
courbe)

- Si f est une fonction dérivable a droite au point a, alors sa courbe représentative ¢ admet
une demi-tangente (71) au point A (a; f (a)) de coefficient directeur f’; (a).

L'équation de la demi-tangente (T7) est donnée par :

{ny’d(a)(fB—a)+f(a)

T >a
A
. A
fla}-i-
(a) N
- E 4
(@] iz 7] i

- Si f est une fonction dérivable a gauche au point a, alors sa courbe représentative €%

admet une demi-tangente (T») au point A (a; f (a)) de coefficient directeur f’, (a).

L'équation de la demi-tangente (T%) est donnée par :

{ny’g(a)(w—a)+f(a)

z<a
F 3
fla)----s A
Ce——" |
_‘JL i
I EodEnag
@ A a =

- Si f est une fonction dérivable a gauche et a droite en a telle que f’4(a) # f’4(a), alors f

n'est dérivable en a.

On dit que A (a; f (a)) est un point anguleux de €.
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Remarques
- Si f’4(a) =0 (resp. f’,(a) = 0), alors la demi-tangente (T3) (resp. (T)) est horizontale,

c'est-a-dire, parallele a 1'axe des abscisses.

flat+h)—f(a) flat+h)—f(a)

A = 400 ou lim A

h—0~

- Si lim

= *o00, alors la courbe représentative € admet
h—0"

une demi-tangente verticale au point A (a; f (a)) (parallele a 1'axe des ordonnées).
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Of 7 - a - 2, B T 3

lim 2L _ lim 2L _

h—0" h—0~

lim f(ﬂﬁ):f(a) _ lim f(af):f(a) _

z—at TTO z—a- O
Applications

1. Dans chacun des cas suivants, étudier la dérivabilité de la fonction f a droite et a
gauche au point a, puis définir les demi-tangentes de la courbe €% de la fonction f au
point A (a; f(a)) :

[1]f(z)=|z®+z|eta=0
2] f(z) =z|z — 2| eta =2

flz)=a—2;2< -1
f@)y=2*4z; 2> -1

)= —x3+3z; ¢z < -2
/(@) N eta=—2
fle)=v4d—2%; —2<z<2

eta=-—1

III- Dérivabilité d’une fonction sur un intervalle

3-1/ Fonction dérivé

Définition

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I.

On dit que f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point x de I.

On note f’ la fonction qui, a a chaque = € I, associe le nombre dérivée de f en x.



On l'appelle la fonction dérivée de f, ou plus simplement la dérivée de f.
, . . df

On écrit aussi : f' = -

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle [a; b)].

On dit que f est dérivable sur [a;b] si elle est dérivable sur l'intervalle ouvert |a; [ et

dérivable a droite en a et a gauche en b.

Applications
1. Dans chacun des cas suivants, étudier la dérivabilité de la fonction f sur l'intervalle I,

puis définir sa fonction dérivée f’ sur l'intervalle I :
1] f(z)=22+3z—1letI =R [4] f (z) = VT — 2% et I = [0;1]
2]f(z)=+v2x —1etl= [%;—I—oo[ 5] f(z) = (2> —z)y/z—TetI=[1;+00]
[38] f(z) =2cosz+1etI =R @f(m):m29”_4etI:]—oo;—2[

Tableau des dérivées usuelles

La fonction f La fonction [’ { Domaine de dérivabilité
x—=a (aek) x>0 | ®
xirax+d (acRethe ,] Xt a '
x> x° (.lr e M’ ) x>t !
1 1
¥ — X = —— R
X X
1
X 3 o X X —=
2x
X sinx X cosx
X COsX X —sinx R
| ; 1 | 1 = T
X tanx | XxPrl+tan” ¥ =—s— —+hkm,—+kn| (keZ)
[ cos’ x ‘ J 2 2

II- Dérivabilité a droite - Dérivabilité a gauche

3-2/ Opérations sur les fonctions dérivables

Proposition

Soit f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I, n un entier naturel non nul et
acR.

On a alors les propriétés suivantes :

-(ftg) =F+g;i @) =af; (f9) =Fg+fg; () =np.

- Si la fonction g ne s’annule pas sur I, alors : (é)l = —j—; et (5), = —%

! )
- Enfin, si f est strictement positive sur I, alors : (ﬁ) = 2%/?

III- Dérivabilité d’une fonction sur un intervalle

Toute fonction polynomiale est dérivable sur R.



Toute fonction rationnelle est dérivable sur son ensemble de définition.

II- Dérivabilité a droite - Dérivabilité a gauche
Applications

1. Dans chacun des cas suivants, déterminer le domaine de définition des fonctions f et f,

puis définir la fonction dérivée f’ :

f(il?) =43 — 522+ Tx — 3 .f _ w\/fj—;l
f(ac):—2m5+3:c2—2w—1 (2+m)5
Bfla) =24 ve @f WS
.f 1) [10] f (z) —5c0s x — Tsin’z
.f _ cosziimw f($) _ (1 _m2) tan z
@f(x)z o [12]f(z) = VaT+ 22+ 1
Proposition

Soit w une fonction dérivable sur un intervalle I, et a et b deux nombres réels avec a # 0.
Soit J l'ensemble des réels z tels que (az + b) € I. Alors :
La fonction f définie par f(z) = u (azx + b) est dérivable sur l'intervalle J, et de plus :

(Vz e J) f (z) = av’ (az +b)

Applications

1. Définir la fonction dérivée de la fonction f dans chacun des cas suivants :
[1] f (z) = cos (7x) — 1 [4] f(z) = 7rx—|—2)
2] f(z) = 111(433—1—3) [5] f(z) = (3z—1)

[3] f (z) = tan (2z) [6] f (z) = cos 2m) sin (3z)



