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Mathématiques : 1Bac SM

Séance 10-2-1 : Limite d'une fonction numérique - Partie 2 (Cours)
Professeur : Mr CHEDDADI Haitam
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VI- Opérations sur les limites

6-1/ Opérations sur les limites finies
Proposition
Soit f et g deux fonctions numériques et a € R.

Si alclg}zf(x) =let glgr‘llg(zv) =1, alors :

m(f ) @) =141 5 Im(f.g) (@) =1 ; lm [() @) =
Bt T 1 _1 : f _ 1

-Sil %Oalors.zlvlgtll(g)(m)—retigg(;)(w)—l—,

—SikERalorsziigllz(kf)(m):kl

—Sil>0alors:£i£>r}1,/f(m):\/1

Remarques

Ces propriétés restent aussi valables quand « tend vers a a droite ou a gauche ou 400 ou

—00.
On peut démontrer ces propriétés en utilisant la définition de la limite finie en un point.

Applications



On considére la fonction f: x +— 3 + 22 + ;fl — 2427 — 1.

1. Calculer lim f(z) et lim2f(ac).
T——

z—1t

2. Calculer les limites suivantes :

D (2 3) (5 1)
lim <7r— %) (% +2w)

rz—1"

lim 51

z——+o0 3T*+4

. 3
lim ( m;.cosz + 2z tan az)
7r smaox
T

6-2/ Limites finies et ordre

Proposition

Soit f, g et h trois fonctions définies sur un ensemble de la forme I =]a — r;a + r[— {a} ou
a€cRetrelRy.

- Si }E}lf(m) =1let f est positive sur I, alors : 1> 0

- Si :lbil)rtllf(m):let glﬁig(llg(a:):l’ et f<gsurl, alors:1 <D

-Silimg(z) =1let limh(z)=1let g< f <hsur I, alors : lim f(z) =1

T—a T—a T—a
Remarque

Ces propriétés restent aussi valables quand x tend vers a a droite ou a gauche ou 400 ou
—00.
Applications

z+1
v14+a? )

1. Montrer que pour tout z € R* : 1 < f(z) <1+ %, puis en déduire la limite : lim f(x)

Tr—+00

On considere la fonction f: z +—

2. Calculer les limites suivantes :

lim <= lim :2?1

z——+oo T+1 T—+00

. r+sinz . 3
xl_lffoo x24-cos @ ml_l}gloo 2—cosz

. 2x+cos T . T+cosx
xl_lf_il:loo 3z+sinx xl_lf_{loo 3—cosx

. 2—cosx E(yz)
4| lim Ii

6-3/ Opérations sur les limites infinies

Limite d'une somme de deux fonctions



. : ]
1\_‘?:.!{‘ {‘”) f f f +0 | ;| e
_ L
ims®) | ¢ | v | = | = | = | = |
— S B | —
im(f+g)(x) | ¢+¢ 400 o oo " i F.I i
Limite d'un produit de deux fonctions
Iiil:r}f{.l'} f £50 | £<0] €50 | £<0 | 40 | —0 | —o0 | 4o ou —o
ll_ii.l;t £(x) ¢ | 4 40 | —o —n | +oo | —oo | 4 0
! -
'|II-!:I_'.I{_,'->-:;: H-‘j £ . o0 —an w0 |+ 4o to0 0 I F.l
[ —_— S S | i)
Limite d’un quotient de deux fonctions
L“:';'f (-") f f +00 | =0 ‘ +00 ) +o0 ou -0
; | +20 ou >0 (>0 [ f<Oou | f<0Oon |
limg(x}) £ =0 | [ +0 ou —e0 |
i -0 ou 0° ou 07 0 0 |
lim(i]{x) L 0 +o0 i | < +60 F. l
wal g f ‘
Limite de l'inverse d’une fonction
lim £ (x) £#0 0' 0 +o0 U —0

xX—»a

]im[%](x) . U 0

X=3a

Applications

1. Calculer les limites suivantes :

: 2 im 2=
wlﬁn}rloo (\/5_{—1: ) lim 3—z

z—3"
lim (w3—w2+m—|—1)
z——00 L z—1 (1-z)*
4= A 22018
z1—1>I—|I—loo $2+I2 wl—lg—loo 2+1
. 2 : 1 (9 __
@ 2 S Lo m

2z+1

On considere la fonction f définie sur R — {0;1} par : f(z) = - Py

2. Calculer les limites suivantes :

lim f(z); lim f(z)

r—+00
lim f(z) ; lim f(x)
z—07" z—0"

lim f(z) ; lim f(z);

Remarques



L'obtention d'une forme indéterminée « F .I » signifie que la méthode mise en place pour
calculer la limite de la fonction trébuche. Cela ne signifie en aucun cas que la fonction n'a

pas de limite.

Des méthodes seront présentées au fur et a mesure, pour lever les indéterminations les plus

classiques.

Parmi ces méthodes, on peut citer jusqu'a présent les techniques suivantes :

- Factoriser par le (les) terme(s) de plus haut degré si un terme est prépondérant.

- Factoriser par  — a si a est racine d'un polynéme P : P (z) = (x — a)P’ ()

- Multiplier par l'expression conjuguée : (a: — \/,77) (ac + \/y) =z —y

- Encadrement, majoration, minoration,

Les tableaux précédents donnent les résultats les plus classiques des limites rencontrées.
Voici trois conseils pour bien manipuler ces tableaux :

- Par exemple, on retiendra que diviser par 07, c'est multiplier par +oo ;

- Il est souhaitable de comprendre ces tableaux au lieu de les apprendre par cceur.

- Une maniere de lire ces tableaux est la suivante, mais attention NE JAMAIS L'ECRIRE
SUR SA COPIE :

+oo—(—00)=40; —0+1l=—-00; —00 X (—00) =+00
%20; ;—jz—oo; —B;:OZ—{—OO

VII- Quelques méthodes pour lever une indétermination

7-1/ Limites d'une fonction polyndéme ou rationnelle en +o0o et —oo
Proposition
Soit P et @ deux fonctions polynomes définies par :

P(z) = apz™ + ap_12" '+.... +a1z + ap

Q (z) = bpa? + by_12P 1+, ... +biz + by
ol Gy, ...,a1,00,bp,...,b1,bg des réels tels que a,, # 0 et b, # 0.
- La limite d’une fonction polyndéme en +o0o et —oo est la limite du mondéme de plus haut
degré :

lim P(z)= lim azz" et lim P(z)= lim apz"
T—+00 T—+00 T——00 T——00

- La limite d’une fonction rationnelle +00 et —oo est la limite du quotient des mondémes de

plus haut degré :

. P(z) .. anx" . P(z) .. apx™
mgI—&I-loo Q(z) azl—>+oo bya? et w1—1>IPoo Q(z) m1—1>IPoo byz?
Applications
1. Calculer les limites suivantes :
I lim (—3a2 1 5] lim Z%
xiToo ( AT ) wiIilw 29c22+1
lim (—223+ 522 + 2 +1) [6] lim —*-"

T——00 z—+o0 TH2z+1



lim i+l
T——00 343

4,2
li z +x+1
:E*];{Il*loo z—1

lim (3 — 4z)*(5z + 1)
T—+00
lim 3z+5

z——oc0 T+l

Proposition

Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle de la forme [4;+oco[ ou 4 € R.

Si ml_l}Iiloof($) = 400, alors ml_l}I_’I_loo Vf(z) = +oo.
Remarque

Ces propriétés restent aussi valables quand « tend vers —oo ou vers a a droite ou a gauche.

7-2/ Limites du type liLn 1@ avec f(a)=g(a)=0

g(z)
Applications

1. Calculer les limites suivantes :

. —’+z+6 )
1] hm - l hm
2__ _
e n e
hm v vt Vai-z
. .y 5 32 . hm =

B 1 m

2. Calculer les limites suivantes :

z+1

z—0"

. 11 Vai—2z+6—+/22+2x—6

z—3 z3-27
Vze+2—y/1+2z
7 i 6] lim
z—1" - z
i 2 7] tim e
z+1
22 T—+/TF2 z——1"
N2 VrFI—z?+z+4
. lim rz+vVaeite . 11
=0+ Vaitz+l-1 z—3 Vr+1-v3z+1

7-3/ Limites du type lim

T—+00

(\/aac2+bx+c+aa:+ﬁ)

1. Calculer les limites suivantes :

[1] lim <\/2ac2—|—1—\/ac2—w—2)

T—+00

[2] lim (\/mg +322+4— 22+ 2)
r—-+00
lim («/_2731: —6a:—1+2:v—5>
r——00
lim (\/m2+m+1—a:—3>
|| =00

lim (\/1—w3+:1:—1>

T——00

2. Calculer suivant les valeurs du parametre réel m, la limite suivante :

lim (\/9:2 +z+1+ mm)

T—-+00



Soit a, b et c trois réels non nuis tels que a > 0.

3. Calculer suivant les valeurs de a la limite suivante :

lim (\/aa:2 +bxr+c+ w)

7-4/ Limites de fonctions trigonométriques

Proposition

Soit aun réel non nul.

On a:
lim Siz‘r =1; lim ta% =1; lim —Sina(;z) =1
z—0 z—0 z—0
:lrli% tar;(;w) —1 , igo lf;c;sac . %
Applications

1. Calculer les limites suivantes :

lim s?n(Bm) @ lim tan(z— 1)

z—0 sin(4z) a:—)l
. 1—cos(6z) tan(m(
QIEIL% sin(4w)tan(3x) . g];ﬁl -
sin® 2:0) sinz—cosz
1 1
3] 8] —
11111 sm(2:1:) lim sinz— \/gcosz
z—0 T @
m—)— 3
lim cos /z—1
5] lim —%—

z—0"



