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Séance 6-1 : Le barycentre dans le plan (Cours)
Professeur : Mr CHEDDADI Haitam
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ITI- Barycentre de quatre points pondérés

I- Barycentre de deux points pondérés

1-1/ Point pondéré
Définition
Soit A un point du plan et o un nombre réel.

Le couple (4; a) s’appelle un point pondéré ou massif. Le réel a s’appelle le poids ou la

masse de A.

On dit aussi que le point A est affecté du coefficient a ou de la masse algébrique a.
1-2/ Barycentre de deux points pondérés
Soit (A4;a) et (B;B) deux points pondérés du plan tels que : a+ =0

3 L, — — —
Il existe un unique point G vérifiant 1’égalité : aGA + SGB = 0



Le point G est appelé le barycentre des points pondérés (4; ) et (B; ).
On dit aussi que G est le barycentre du systéme pondéré {(A4;a); (B;F)}.
Remarques
Sia#0et =0, alors G = A.
Si les points A et B sont confondus, alors G = A = B.
Si a+ B =0, alors il n'existe pas de barycentre pour les points pondérés (4;a) et (B;B).
Si G est le barycentre du systeme pondéré {(4;a); (B;B)}, alors G est le point de la droite
— = =
(AB) tel que : AG = — AB et BG = — AB
a+pB a+p
En effet, il suffit d'utiliser la relation de Chasles :

— - = — s — —
aGA+ﬂGB:0<:>aGA+ﬁ(GA+AB):0(:>AG:—AB

Ry B T4 . o . .
La relation AG = a—HBAB assure l’existence, 'unicité et la construction du point G.

Applications
—_— - =
Soit A, B et C trois points du plan tels que : 2CA +3BC = 0

1. Montrer que le point B est le barycentre des deux points A et C' en précisant leur poids.

\

Soit A et B deux points distincts du plan et G le point tel que GA+2GB = %AB, .

2. Montrer que G est le barycentre des points (A4;1) et (B; ) ou S est un réel a

déterminer.
Soit A et B deux points distincts du plan et M un point de la droite (AB).
e
On pose : AM =tAB
4. Montrer que M est le barycentre du systéme pondéré {(4;1 — t); (B;t)}.
5. Montrer que si t = %, alors M est aussi le barycentre du systeme pondéré
{(4;5); (B;v)} ou y est un réel a déterminer.
6. Montrer que G est le barycentre des points pondérés (A4;x) et (B;y) ou z et y sont des

réels & déterminer dans chacun des cas suivants :

— = = :

[1]GA —-2GB= 0 [3]GA+ GB = 2BA
— — — — =

2] 2AG = ;GB [4]9AG +84B = 0

1-3/ Homogénéité du barycentre
Proposition

Si G est le barycentre du systeme pondéré {(A4; a); (B;f)}, alors G est aussi le barycentre du
systeme pondéré {(4; ka); (B; kB)} pour tout réel k non nul.

En d'autres termes : Le barycentre de deux points pondérés ne change pas si on multiplie ou

on divise ses coefficients par un méme nombre réel non nul.

Cette propriété s'appelle « homogénéité du barycentre »



Remarques

- Si I est barycentre des points pondérés (A;a) et (B;a) (méme poids), alors I est le milieu
du segment [AB]|

On dit aussi que I est le centre de gravité des points A et B.

- Si G est le barycentre du systéme pondéré {(A4;a); (B;B)}, alors G est aussi le barycentre

: i ._a V. (g A I A une &
du systéme pondéré {(A, a+,3)’ (B, a+,3)} avec + oif = 1, donc, lors d'une étude de

barycentre de deux points pondérés, on peut supposer que la somme de leurs poids égale a 1

et considérer les poids t et 1 —t avec t € R.
A titre d'exemple, le barycentre H des points pondérée (4;5) et (B; —2) est le méme que

celui des points pondérés (A; %) et <B; —%)

1-4/ Position du barycentre

Proposition

Soit G est le barycentre du systeme pondéré {(4; a); (B;B)} avec af # 0.
- SiaB >0, alors G € [AB].

-Siaf <0et |a| > |F|, alors G € [AB] et G € [BA).

-Siaf <0et |a| <|F|, alors G ¢ [AB] et G € [AB).

Applications

1. Parmi les points E, F' et G suivants, déterminer ceux qui appartiennent a la droite
(AB) et n’appartiennent pas au segment [AB] :

a) E est le barycentre du systeme pondéré {(A4; —3); (B; —5)}

b) 2FA +7FB = 1 AB
c) A est le barycentre du systeme pondéré {(B;2); (G; —5)}.

1-5/ Propriété caractéristique du barycentre
Proposition
Soit (A4;a) et (B;B) deux points pondérés du plan tels que a + 8 # 0.

Le point G est le barycentre du systéme pondéré {(4; a); (B;B)} si, et seulement si, pour
tout point M du plan &2 :

aMA+ BMB = (a+ MG
| \ . a ﬁ
C'est-a-dire : MG = —MA+ —MB
a+f a+f
Remarques
Une conséquence immédiate de la proposition précédente est la suivante :

Le point I est le milieu du segment [AB] si, et seulement si, pour tout point M du plan & :

MA + MB = 2MI




—  — —

Si 1'égalité aNA + BNB = (a + B)NG est valable pour un point N du plan, alors G est le
barycentre du systeme pondéré {(A4; a); (B; )}, et la relation aMA + SMB = (a + B)MG
est valable pour tout point M du plan Z.

Applications

Soit A et B deux points distincts du plan .

1. Déterminer 1'ensemble des points M de & tels que :

1] ||7MA 3MB|| = 3AB
2] ||2MA MB|| = MA
3] ||5MA 7BM|| < ||MA+MB||

Soit ABC un triangle.
On consideére le point G barycentre des points pondérés (4;2) et (B;3).

. . . . . (e . H H \ .
2. Construire le point G puis simplifier la somme vectorielle 2M A + 3M B ou M un point
du plan Z.

— - —
3. Déterminer et tracer 1'ensemble (D) des points M tels que 2M A + 3M B et AC soient

colinéaires.
Soit ABCD un carré de coté a.

4. Déterminer et construire chacun des ensembles suivants :
—  —
{M € P/ ||-5bMA+2MB|| = 2a}
— —
{M € P/ ||MA+3MB| < 2a}
{Me P /a<|[3MA— MB]| §2a}
— — —  —
{Me P/ ||MC—2MD|| < ||2MC’—3MD||}

{M € P/2MA+3MB est colz’néairedMC+MD}

1-6/ Coordonnées du barycentre

Proposition

. — = .
Soit (O, i, ] ) un repere du plan.

— —
Si G est le barycentre du systéme pondéré {(A4;a); (B;B)}, alors : OG = OA + @O
Si A(za;y4) et B(zp;yn), alors le couple de coordonnées de G est : G (amﬁﬂmB, ayjigy’g)

Applications
— =
Dans le repere <O, i, ), on considere les points B (2;5) et C (5;2).

Soit H le barycentre des points pondérés (B;2) et (C;1).

1. Déterminer les coordonnées du point H.



Soit G le point du plan tel que H soit le barycentre des points pondérés (G;2) et (O;1).
2. Déterminer les coordonnées du point G.

Soit ABCD un parallélogramme et E le barycentre du systéme pondérés {(B;2); (D; —1)}.

— —
3. Déterminer les coordonnées du point E dans le repéere (B; BA; BC).

II- Barycentre de trois points pondérés
2-1/ Barycentre de trois points pondérés
Définition

Soit (A4;a), (B;B) et (C;~) trois points pondérés du plan tels que o + 8+ v # 0.

; ; T
Il existe un unique point G vérifiant I’égalité : aGA + BGB +~vGC = 0
Le point G est appelé le barycentre des points pondérés (4; ), (B;fB) et (C;7).
On dit aussi que G est le barycentre du systéme pondéré {(A4;a); (B;B); (C;~v)}-

Applications

> - > =
Soit A, B et C trois points du plan tels que : 7TBD +4AB — 5AC = 0
1. Montrer que le point D est le barycentre des points A, B et C' en déterminant le poids

de chacun d'eux.

On considere 1'égalité vectorielle : 3GA + 2GB + 5GC = %AB/’ + BC

2. Montrer que le point G est le barycentre des points pondérés (A4;1), (B;B) et (C;7y) ou

B et v sont des réels a déterminer.
Soit ABC un triangle et I le milieu du segment [AB].
Soit G le barycentre des points pondérés (4;2), (B;2) et (C; —1).
3. Montrer que : G € (IC)

Soit ABC un triangle et G le point figuré dans le dessin suivant :

‘B’- g o A a " t :
4. Montrer que G est le barycentre du systeme pondéré {(4;3); (B;2);(C;1)}.

2-2/ Homogénéité du barycentre
Proposition

Si G est le barycentre du systeme pondéré {(4;a); (B;B); (C;v)}, alors G est aussi le
barycentre du systéme pondéré {(4; ka); (B; kB); (C; kvy)} pour tout réel k non nul.

En d'autres termes : le barycentre de trois points pondérés ne change pas si on multiplie ou

on divise ses coefficients par un méme nombre réel non nul.



Cette propriété s'appelle « homogénéité du barycentre » .

Remarques

Si G est barycentre des points pondérés (4;a), (B;a) et (C;a) (méme poids), alors G est le
centre de gravité du triangle ABC.

Si G est le barycentre du systéme pondéré {(A4; a); (B;B); (C;v)}, alors G est aussi le
barycentre du systéme pondéré {(A; ﬁﬁﬂ)’ (B; M’%ﬂ), (C’; ﬁ)} avec

«a B Y .
a+pB+y + a+pB+y + at+Bt+y L.

Donc, lors d'une étude de barycentre de trois points pondérés, on peut supposer que la

somme de leurs poids égale a 1 et considérer les poids o, 8’ et 1 —a’ — B avec (a’; ) € R2.
2-3/ Propriété caractéristique du barycentre

Proposition

Soit (A4;a), (B;B) et (C;~) trois points pondérés du plan tels que o + 8+ v # 0.

Le point G est le barycentre du systéeme pondéré {(4;a); (B;B); (C;v)} si, et seulement si,
pour tout point M du plan &2 : aMfi + ﬁMl%%— YMC = (a + 5%—’)/)M_G>

Q' 3-di . _ a B Y
est-a-dire : MG = a+ﬂ+vMA+ WMB—F a+ﬂ+7Mc
Ce résultat traduit : « la propriété caractéristique du barycentre »
Remarques
. A 1 Y
- En considérant M = A, on trouve : AG = T BAB + ~AC

: -
- Si 'égalité aNA + BNB + yNC = (a+ B+ v)NG est valable pour un point N du plan,
alors G est le barycentre du systeme pondéré {(4; ); (B; 8); (C;7v)}.

- La propriété caractéristique du barycentre est parfois utilisée pour la recherche des points

e . = pq A — —
P du plan vérifiant une relation du genre aPA + PB4+ yPC = v aveca+ +~v# 0 et v

un vecteur donné.
2-4/ Associativité du barycentre

Proposition

Soit (A4; ), (B;B) et (C;~) trois points pondérés du plan tels que a +8+v#0et a+ B #0

Si G est le barycentre du systeme pondéré {(A4;a); (B;f); (C;v)}, alors G est aussi le
barycentre du systéme pondéré {(H;a + 8); (C;v)}, ou H est le barycentre du systéme
pondéré {(4; a); (B; B)}-

En d'autres termes : Le barycentre de trois points pondérés ne change pas si on remplace
deux d'entre eux par leur barycentre partiel (s'il existe) affecté de la somme des deux poids.
Applications

Soit ABC un triangle et G le barycentre des points pondérés (A4;3), (B;7) et (G; —4).

. . — 3 =2
Soit K le point du plan tel que BK = —$BC.



1. Montrer que G est le milieu du segment [AK].
Soit ABC un triangle et L un point extérieur au triangle ABC' et appartenant a la demi-
droite [CA).
H H /7 . . .
On pose AL = —tAC avec un nombre réel strictement positif.

La droite passant par A et paralléle a la droite (BC) coupe la droite (BL) en G :

C
2. Montrer que G est barycentre des points A, B et C' en déterminant le poids de chacun
de ces points.

3. Montrer que (CG) coupe le segment [AB] au point H barycentre des points pondérés
(A;1+1) et (B;t).

Soit ABC un triangle et P le point du plan tel que : AP = AB + AC
Soit I le point d'intersection de (AP) et (BC) et G le barycentre du systéme
{(4;1); (B; =3); (P 1)}
- -
4. Construire le point P, puis calculer IG en fonction de IB.

5. Construire le point G, puis prouver que B est le centre de gravité du triangle GAP.

> > — —
Soit (A) l'ensemble des points M du plan tels que : ||MA+ MP —3MB|| = ||2MI — MC||
6. Prouver que le point O milieu du segment [BG] appartient a l'ensemble (A).

2-5/ Coordonnées du barycentre

Proposition

— =
Soit <O, i, j) un repere du plan.

Si G est le barycentre du systéme pondéré {(4;a); (B; 8); (C;v)}, alors :

— 0" g == vy =
OG = 5=0A + —£—0B + 7 —0C

Si A(za;y4), B(zp;yp) et C(xc;yc), alors le couple de coordonnées de G est :

G azs+Bzp+yzo | ays+Bys+yyc
atfty 7 atfty

Application

. - =7 . . 5 3
Dans le repere | O, i, j |, on considere les points A (—1;2), B <5; 7) et C (5; 5).

Soit G le point du plan tel que A soit le barycentre du systeme pondéré
{(B;—-1); (C;1);(G; -3)}-

1. Déterminer les coordonnées du point G.



ITI- Barycentre de quatre points pondérés

De la méme maniére, on étend a quatre points et plus les définitions et les propriétés vues

pour le barycentre d'un systéme pondérés a trois points pondérés.

Soit (A4; ), (B;B), (C;7) et (D;d) quatre points pondérés du plan tels que o + 8+ v+ # 0.

- —
Il existe un unique point G vérifiant 1'égalité : aGA + BGB +YGC + 6GD = 0
Le point G est appelé le barycentre des points pondérés (4; ), (B;B), (C;v) et (D;0).
Dans le cas ou les poids sont égaux, on parle alors d'isobarycentre.

Les propriétés d'homogénéité, de caractérisation et d'associativité du barycentre de trois

points pondérés sont généralisables au barycentre de quatre points pondérés. Ainsi :

; ; : : —
- Pour tout point M du plan : aMA + BMB + yMC + 6MD = (a+ B +v+0) MG
- Le barycentre de quatre points pondérés ne change pas si on remplace deux ou trois d'entre
eux par leur barycentre partiel (s'il existe) affecté de la somme de leurs poids.

- Le couple de coordonnées du barycentre G est donné par :

Ie. azrs+Brp+yzro+dp | aya+Bys+yyc+dyp
a+pf+y+o ’ at+pB+y+d




