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I- Généralités sur les suites numériques

1-1/ Définitions et notations

Définition

On appelle suite numérique toute fonction u de N (ou une partie I de N) a valeurs dans R.
L'image d'un entier n de N (ou de I) par la suite u est notée u,,.

Le nombre u,, s'appelle le terme général de la suite u, c'est aussi le terme de rang n de la
suite u.

Remarques

La notation wu,, se lit aussi : « v indice n ».

Il ne faut pas confondre la suite (u,) et son terme général u,, terme d'indice n de la suite
Les suites rencontrées en pratique sont souvent définies sur N ou N*. On peut toujours

ramener 1'étude d'une suite (u,,) a une suite (x,), .y, indexée par N en posant :

n>ng

(Vn e N) z, = Upp,

1-2/ Modes usuels de génération d'une suite numérique



Une suite (uy,) peut étre définie :
- Par une formulation explicite de son terme général u,, :
En particulier u, = f(n), ou f est une fonction numérique donnée.

- Par la donnée de son premier terme (ou de ses premiers termes) et une relation de

récurrence :

{uoeR {UO,UIGR
ou ...etc.

Unp+1 = f(un) Uptr2 = f(un’un-l—l)
Application

. . s o 1 n+1
Soit (up),~; la suite numérique définie par u; = 3 et up1 = ~I,Un Dour tout n € N*,

1. Calculer us, ug, ug et us.

IT- Suite majorée - suite minorée - suite bornée
Définition

On dit que la suite (uy,) est majorée s'il existe un réel M tel que : (Vn € I)u, <M

n>ng

On dit que la suite (uy) est minorée s'il existe un réel m tel que : (Vn € I) u, > m

n>ng

On dit que la suite (uy) est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

n>ng
Remarques

- On prendra garde au fait que, dans la définition, les réels M et m sont des constantes et

dépendent pas de l'indice de la suite.
Par exemple, la suite (u,) définie par u, = /n vérifie 'iné-galité u,, < n pour tout n € N,
mais n'est pas une suite majorée.

- S'il existe un réel S € RT tel que pour tout n € N, on a |u,| < S, alors la suite (uy,) est

bornée.
Applications

. . ;. s s 2n+5
Soit (an) la suite numérique définie par : a, = <—

1. Montrer que la suite (a,) est majorée par 5 et minorée par 2.

Soit (uy) la suite numérique définie par ug =1 et w41 = ?;ZL"—J:F; pour tout n € N.
2. Montrer que : (Vn € N) 1 < wu, <2

Soit (vy,) la suite numérique définie par vg = 2 et vp+1 = /6 + v, pour tout n € N.
3. Montrer que : (Yn € N) 1 < v, <3

5"+3"

Soit (wn),,, la suite numérique définie par : wn, = F———

3 . L1 .
—, puis en déduire que la suite

4. Vérifier que pour tout entiers n > 2 : w, =1+
(wn),>o est bornée.

ITII- Monotonie d'une suite numérique

Définition



On dit que la suite (un),,>,, est croissante si : (V(n;m) € I?) (m > n = up > up)

On dit que la suite (uy) est décroissante si : (V(n;m) € I?) (m > n = um < up)

n>ng
Remarques

- Si la suite (uy) est croissante alors : (Vn € I) up > Uy,

n>ng

- Si la suite (up) est décroissante alors : (Vn € I) u, < up,

n>n,
- On définit de méme une suite strictement croissante et strictement décroissante. Il suffit de
remplacer dans la définition précédente, les symboles « < » et « > » par les symboles

« < »et « > ».

Proposition

La suite (uy,) est croissante si, et seulement si : (Vn € I) upi1 — up >0

n>ng

La suite (un),,, est strictement croissante si, et seulement si : (Vn € I) up41 —up >0
La suite (up),,, est décroissante si, et seulement si : (Vn € I) up1 —u, <0

La suite (un),,>,, est strictement croissante si, et seulement si : (Vn € I) up41 — up <0
La suite (un),,, est constante si, et seulement si : (Vn € I) uni1 = un

La suite (un)nZn0 est monotone si, et seulement si, elle est croissante ou décroissante.
Remarques

Soit (un),>,, une suite numérique telle que : (Vn € I) u, > 0

On a pour tout n € I : le signe de u, 11 — u, est celui donc de % -1
Un+1
Upt+1 — Un = Up ( Uy 1)]

Un+1 1 .
on peut comparer - et 1l et ona:

Ainsi, pour étudier la monotonie de la suite (un),>,,;

- La suite (uy,) est croissante si, et seulement si : (Vn € I) 22 > 1

n>nyg Un
- La suite (uy),,,, est décroissante si, et seulement si : (Vn € I) U'ZII <1
Applications
2n+1

1. Etudier la monotonie des suites (u,) et (v,) définies par u, = et v, = 3271,

3n+1
On consideére la suite numérique (wy,) définie par wyg = 6 et w,41 =4 — wi pour tout n € N.
2. Montrer par récurrence que : (Vn € N) w, > 3
3. Montrer que la suite (wy) est décroissante, puis en déduire que : (Vn € N) 3 < w, <6

Soient (a,) et (b,) les deux suites numériques définies par ag = 4 et by = 1, et pour tout
neN:

an+b,
an+l1 = —5 et bn+1 =V apby,.

4. Montrer par récurrence que pour tout n € N : a, > b,

5. Montrer que la suite (b,) est croissante et que la suite (a,) est décroissante.
Soit () une suite réelle vérifiant pour tout n € N: 0 <t, <1et (1 —t,)tpt1 > %.

6. Prouver que la suite (¢,) est strictement croissante.



On consideére la suite (uy,) définie par ug = 1 et up41 = % (un + /Un + 2) pour tout n € N.
7. Montrer que : (Yn € N) 1 <wu, <4
8. Montrer que (Vn € N) upy1 — u, = % (2 - ﬁ) (1 - \/u_n), puis déduire la monotonie de
(un).
9. Montrer que : (Vn € N) 4 — up 1 < % (4 —up)

n
10. En déduire par récurrence que : (Vn € N) 4 — u,, < 3(%)

IV- Suite arithmétique - suite géométrique

4-1/ Suite arithmétique
Définition

On dit que la suite (uy) est arithmétique s'il existe un réel r (indépendant de n) tel que :

n>ng
(Ynel)ups —up=r

Le nombre r est appelé la raison de la suite (us),,,, -

Applications
Soit (wy,) la suite numérique définie par : w, = —+/3n + %
1. Montrer que la suite (wy,) est arithmétique et déterminer sa raison r.

: : - L s 2u,—1
Soit (up) la suite numérique définie par ugp =5 et up+1 = uu—n pour tout n € N.

_1
Uup,—1

On pose pour tout n € N : v, =
2. Montrer que la suite (vy,) est arithmétique et déterminer sa raison .
Soit (by) la suite numérique définie par : (Vn € N) by + by+. ... +b, = 4n> — 3n
3. Montrer que la suite (by,) est arithmétique dont on déterminera la raison et le premier
terme.

Proposition

Pour que la suite (u,) soit arithmétique, il faut et il suffit que :

n>ng
(Vn > ng) 2upi1 = Up + U2

Remarque

Pour que trois réels z, y et z, choisis dans cet ordre, soient des termes consécutifs d'une suite

arithmétique, il faut et il suffit que : x 4+ z = 2y

Proposition

Si (up) est une suite arithmétique de raison r, alors pour tout (n;p) € I? :

n>n,
Un = up + (n —p)r

Remarques

Si la suite (uy,) est arithmétique de raison r, alors : (Vn € N) u,, = uyg + nr

Si la suite (uy),; est arithmétique de raison r, alors : (Vn € N) u, = u1 + (n — 1)r

Soit (up,) une suite arithmétique de raison r.

n>n,



- Sir > 0, alors la suite (up),~

- est strictement croissante.

- Sir <0, alors la suite (uy),

o est strictement décroissante.

Applications
ug —ug = 6

Soit (uy) une suite arithmétique de raison r telle que : {
2ug +ug = 3

1. Déterminer ug, ug et r.

2. Déterminer 1'expression de u, en fonction de n, puis en déduire uiqgg.
vy +v3+v4=15

Soit (vy,) une suite arithmétique de raison r telle que : { 50
Ve =

3. Déterminer vy et r, puis en déduire l'expression du terme général v, en fonction de n.

5w,

Soit (wy) la suite numérique définie par wo = 1 et wp1 = 5,75

On pose : (Vn € N) ¢, = —

Wn,

4. Calculer wy et wy.

5. Vérifier que la suite (t,) est arithmétique dont on déterminera la raison et le premier

terme.

6. Exprimer t, et w, en fonction de n.

4-2/ Somme de termes consécutifs d'une suite arithmétique
Proposition

Soit (up,) une suite arithmétique.

n>n,

On pose Sy, = up + up_1+....+u, ot (n;p) € N2 et n > p > ny.
—p+1
Alors : S, = % (up + up)

Remarques
< 1z . . . o n
- La somme S, = u, + up_1+....+u, peut aussi s'écrire simplement : S,, = Zk:p m

Cette somme contient (n —p + 1) termes.

- Dans le cas ou p = 0, on obtient : S, =Y 7 up = nTH (uo + up)

n

- Dans le cas ot p = 1, on obtient : S, = Y7/ up = 5 (u1 + up)

- De fagon générale, la somme de termes successifs d'une suite arithmétique est égale au

nombre de termes multiplié par la moyenne arithmétique des termes extrémes.

n—p+1)(u,+u,
Up + Up—1F.... TU, = %

(nombre de termes) x (ler terme + dernier terme)
- 2

Applications
1. Calculer la somme : S, = =3+ 1+5+....+ (4n+ 1)
Soit (uy,) une suite arithmétique de raison r telle que :
Ul + us+. ... +ugg = 1144 et ugg = 94

2. Calculer u; et r, puis exprimer u,, en fonction de n.



Soit (a;b) € R* xR.
On consideére la suite numérique (u,) définie par : (Vn € N) u, =an+b
3. Montrer que la suite (u,) est arithmétique puis exprimer en fonction de n la somme :
Sn =D p_o Uk
On consideére la suite (u,) définie par ug =1 et uy 1 = up, + 2n — 2 pour tout n € N.
On pose pour tout n € N : v, = w1 —u,

4. Vérifier que la suite (vy,) est arithmétique dont on déterminera la raison et le premier

terme.
5. Calculer la somme S,, = Y}, v en fonction de n.

6. En déduire 1'expression de u, en fonction de n.

4-3/ Suite géométrique
Définition

On dit que la suite (uy,) est géométrique s'il existe un réel ¢ (indépendant de n) tel que :

n>ng
(Vn € I) upt1 = quy

Le nombre g est appelé la raison de la suite (uz),>, -

Applications
Soient (a,) et (b,) deux suites numériques définies par a, = <\/§ - 1) et b, =3 x

1. Montrer que (a,) et (b,) sont géométriques.

<1 . s e 9un
On consideére la suite (u,) définie par ug = % et uni1 = g, pour tout n € N.

2. Montrer par récurrence que : (Vn € N) u, # 0

Pour tout n € N, on pose : v, =2 — ui

3. Montrer que la suite (v,) est géométrique dont on déterminera la raison et le premier

terme.

10+mn

3

Soit (z,,) la suite numérique définie par xop = 2 et z,41 = pour tout n € N.
Pour tout n € N, on pose : y, =z, — 5
4. Montrer que la suite (y,) est géométrique dont on déterminera la raison et le premier
terme.
Proposition

Pour que la suite (uy,) soit géométrique, il faut et il suffit que :

n>ng
(Vn > ng) u?ni1 = Un X Upi2
Remarque

Pour que trois réels z, y et z, choisis dans cet ordre, soient des termes consécutifs d'une suite

géométrique, il faut et il suffit que : z. z = y?

Remarques

Si la suite (uy,) est arithmétique de raison g, alors : (Vn € N) u, = ug. ¢"



Si la suite (un),; est arithmétique de raison g, alors : (Vn € N) u, = ug.¢"

Soit (up,) une suite arithmétique de raison gq.

n>ng

- Si up, > 0 et ¢ > 1, alors la suite (uy) est strictement croissante.

n>ng

- Siup, > 0et 0 < g <1, alors la suite (u,) est strictement décroissante.

n>ng
Applications
Soit (u,) une suite géométrique a termes positifs tels que ugy = 0,84 et ug = 5, 25.

1. Calculer la raison g de cette suite et le premier terme uyg.

2. Exprimer u, en fonction de n.

3. Préciser la monotonie de la suite (uy,).
On consideére la suite numérique (u,) définie par uy = % et up11 = 2u, — 3 pour tout n € N.
On pose pour tout n € N : v, = u, — 3

4. Montrer que la suite (v,) est géométrique dont on déterminera la raison et le premier

terme.

5. Exprimer v, et u, en fonction de n.
a+b+c=36,75

Soit a, b et ¢ trois termes consécutifs d'une suite géométrique tels que : { be — 343
abc =

6. Déterminer a, b et c.
Soit (uy,) la suite numérique définie par ug =0 et ug =1 et uy9 = % (Tun+1 — 2uy,) pour tout
n € N.
Pour tout n € N, on pose vy 11 = Upt1 — 2Up €6 Wpir1 = Upt1 — %un

7. Calculer vy et wy.

8. Montrer que les suites (vy), ., et (wy),~, sont géométriques.

9. Exprimer u, en fonction de n.

4-4/ Somme de termes consécutifs d’une suite géométrique

Proposition
Soit (un),s,, une suite géométrique de raison g # 1.
On pose S, = up + up—1+....+u, ou (n;p) € N? et n > p > ny.
. . 1iqn—p+1
Alors : Sn = Uqu
Remarques
N . n l_qn+1
- Dans le cas ou p = 0, on obtient S,, = Zk:o U = up X et
-1 1-q"
Sn—l = Z:O U = Ug X g
N . 1-q"
- Dans le cas ou p = 1, on obtient : S, = ZZ:1 (O

Si (up)

n>n, €St une suite géométrique de raison g =1, alors : 351 up = (n —p+ 1)y,

De facon générale, la somme de termes successifs d'une suite géométrique peut étre retenue

par :



lfq"’”l
Up + ’U/p71‘|‘. oo tUn, = UPT

1— q nombre de termes

= 1% terme de la somme X =

IV- Suite arithmétique - suite géométriqueq # 1
Applications
Soit (uy) la suite numérique définie par ug = 2 et up+1 = %un + % pour tout n € N.
1. Montrer que la suite (v,,) définie pour tout n € N par v, = up11 — u, est géométrique.

2. Calculer en fonction de n la somme S,, = ZZ:O Vg, puis en déduire 1'expression de u, en

fonction de n.
Soit (up) une suite géométrique de raison .
On pose pour tout n € N* : S, =37 up
3. Montrer que : (Vn € N) S, (S3n, — Son) = (S2n — Sn)2
4. Montrer que :

Vutuz + /ugtst. ..+, [Ugp—1U2n = /Ut T uzF. .. FUum—1 X VU2 +ugt. . tug,



