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|- Application d'un ensemble vers un autre

1-1/ Applications
Définition
Soit F/ et F' deux ensembles non vides.

On appelle application de FE vers F' toute relation f qui, a tout élément x de E
associe un unique élément y de F'.

On écrit alors : y = f (z)
L'application f est souvent notée de la maniére suivante: f : E — F
z — f(z)
Remarque
On peut reformuler la définition d'une application comme suit :
(f est une application de E vers F)& [(Vx € E)(3ly € F) ; y = f(x)]



Définition

Soit f une application d'un ensemble E vers un ensemble F.

L'ensemble E est appelé ensemble de départ de I'application f.

L'ensemble F' est appelé ensemble d'arrivée de I'application f.

Pour tout € FE, I'unique élément y de F' tel que y = f () est appelé image de
x par f.

Pour tout y € F, tout élément x de E tel que y = f (x) (il peut ne pas exister,
en exister un, en exister plus d'un) est appelé un antécédent de y par f.

On appelle graphe de I'application f I'ensemble des couples (z; f (z)) lorsque x
décrit F.

Onle note G (f).Onaalors: G(f) = {(z;y) € Ex F/y= f(x)}
Applications
On considére I'application f définie par: f : N2 - N
(z;y) =z +y
1. Déterminer les antécédents de 0 par f.
2. Déterminer I'ensemble des antécédents des éléments 2 et 3.
3. L'implication suivante est-elle vraie : f(a;b) = f(c;d) = (a;b) = (¢;d) ?
Justifier la réponse.
On considére les ensembles E = {—\/5; —/2; —1;1/2; \/5} et F = {1;2;5}.

4. Définir une application de E vers F'.

5. Définir une application de F' vers F.

1-2/ Egalité de deux applications

Définition

Soit f une application d'un ensemble E vers un ensemble F' et g une application
d'un ensemble E’ vers un ensemble F”.

On dit que les applications f et g sont égales et on écrit f = g si elles ont le
méme ensemble de départ (E = E’), le méme ensemble d'arrivée (F = F’) et

si(Vx € E) f(z) = g(x).
Applications
Dans chacun des cas suivants, montrer que les applications / et g sont égales :

lercas:
f:R—=R
zr—>1—cosboz—sin®z et g: R>R
x — 3cos’ x.sin’ z

2éme cas :



T — —
1+tan®x

3eme cas:
f:]0;w[— R
sinz . .
x%m etg.]O,w[—>R
T +—

l—cosz
sin x

1-3/ Image directe et image réciproque d’une partie

Définition

Soit f une application d'un ensemble E vers un ensemble F.

Pour toute partie A de E, on définit I'image directe de A par f, notée f (A) par:

F(A) ={f(z)/= € A}

Onadonc:ye€ f(A) & [(Fxc A); y=f(x)]

Applications

On considére 'application: f : RT™ — R
r—x—4,/r+1

1. Déterminer f ([0;4]).

2. Montrer que : f (]1;4+00[) = [—3; +o0

On considére I'application: g : R - R
T +— cosx +sinx

3. Justifier que pour tout z € R : (cos z + sin :1c)2 =1+ 2sinz.coszx
4. En déduire que : g(R) C [_\/§; \/5}

Proposition

Soit f une application d'un ensemble E vers un ensemble F, et A et B deux
parties de F.

Alors :
1l 7(4) c
2]4A=0< f(A ):(Z)
BlAcB= f(4) C f(B)
[4] f(AUB) = f(A) U f(B)
5] f (AN B) C f(A)n f(B)
Remarques

Attention, on n'a pas, en général f (AN B) = f(A) N f(B).

On peut par exemple examiner :



f:R—=>R

> rlet A=[-2;—1] et B=1;2]
Ontrouve: f(ANB)=f(0)=0et f(A)N f(B) =[1;4]N[1;4] = [1;4]
Définition
Soit f une application d'un ensemble E vers un ensemble F.
Pour toute partie B de F', on définit I'image réciproque de B par f, notée
f1(B) par:

f1(B)={z € E/f(z) € B}

Onadonc:z € f1(B) < f(z) € B
Remarques

Soit f une application d'un ensemble E vers un ensemble F', et B une partie de
F.

-Onafl1(@)=0etf ! (F)=E.

-Pourtouty € F: f1({y}) ={z € E/f(z) =y}
- L'égalité f~1 (B) = 0 ne signifie pas que B = {).
Proposition

Soit f une application d'un ensemble E vers un ensemble F', et A et B une
partie de F.

Alors :
[f 14 cE
IAcB:Sf (A) c f1(B)
Bl (AuB) = (A)Uf(B)
[4f1(AnB)=f1(A)Nf1(B)

Applications

On considére l'application: f : R — R
T — x? + 2z

1. Déterminer f~1 ([—1;0]) et £ ([3; +o00]).
On con5|dere I'application : g : R* — R
1 + =

2. Determlner g1 (]1;2] U [5; +00])
lI- Restriction et prolongement d’une application

2-1/ Restriction d’une application

Définition

Soit f : E — F une application et A une partie de F.

On appelle restriction de f a la partie , I'application g définiepar:g : A — F

z— f(x)



Onaalors AC Eetg(z) = f(x) pourtoutx € A.
Applications
On considére l'application g définie de R vers R par: g(z) = 2z — |z| + 3
1. Déterminer la restriction de I'application g a l'intervalle ]—oo; O].
Soit f I'application définie de R vers R par : f(a:) = 22 -2z
2. A-t-on l'implication (V (a;b) € R?) : f(a) = f(b) = a = b ? Justifier votre
réponse.

3. Montrer que la restriction de a l'intervalle [1; +o0o| vérifie I'implication
précédente.

2-2/ Prolongement d'une application
Définition
Soit f : E — F' une application et G un ensemble tel que E C G.

On appelle prolongement de f a la partie G, toute application g définie de G
vers F' telle que :

(Vz € G) : g(z) = f ()
Remarque

La restriction d'une application a une partie est unique mais on a en général
plusieurs prolongements possibles d'une application a un méme ensemble.

lll- Injectivité - Surjectivité - Bijectivité

3-1/ Application injective

Définition

Soit f une application d'un ensemble E vers un ensemble F.

On dit que I'application f est injective (on dit aussi que c'est une injection) si tout
élément de F' a au plus un antécédent dans E par I'application f.

Autrement dit, pour tout y € F', I'équation y = f(x) admet au plus une solution
x dans E.

Celas'écrit: (V(z;z) € E?) : f(z)=f(z)) >z =2a
Applications
1. Dans chacun des cas suivants, montrer que l'application f est injective :

if: R—>R

X
T 2018+ a|

2]f: R—>R

mH\/mfﬁ
f:}—oo;l]—HR

33'—>CI?2—£E




3-2/ Application surjective
Définition
Soit f une application d'un ensemble E vers un ensemble F.

On dit que I'application f est surjective (on dit aussi que c'est une surjection) si
tout élément de F' a au moins un antécédent dans E par I'application f.

Autrement dit, pour tout y € F, I'équation y = f(x) admet au moins une
solution z dans E.

Celasécrit: (Vye F)(dz € E) : y= f(x)
Proposition
Soit f une application d'un ensemble E vers un ensemble F'. Alors :
(f est surjective)< f(E) = F
Applications
1. Dans chacun des cas suivants, montrer que I'application f est surjective :
[1] f : ] —oo;3[—> ] —00;2[
T 2;cj31
2] f : [1;+oo[—> R+
T Vr2—zx
@ 2] -] - 15v7]
B

v+l

T
Soit g I'application : g : N* — N
n—nd—n
2. Montrer que g est injective.
3. Montrer que pour tout n € N*, g (n) est paire.
4. En déduire que g n'est pas surjective.

Soit h I'application: A : R — F
z— 22 —6zx+5

5. Déterminer F' pour que h soit surjective.

3-3/ Application bijective
Définition
Soit f une application d'un ensemble E vers un ensemble F.

On dit que I'application f est bijective (on dit aussi que c'est une bijection) si
tout élément de F' admet exactement un antécédent dans E par I'application f.

Autrement dit, pour tout y € F', I'équation y = f(x) admet une solution unique x
dans E.

Cela peut s'écrire: (Vy € F) (Jlz € E) : y= f(x)



Remarque
Si on veut étre précis en termes de vocabulaire, on doit dire :

e f est une application de E vers F.
e f est une injection de E vers F'.

e f est une surjection de E vers F'
e f est une bijective de E vers F.

Néanmoins, dans la pratique, on n'est pas aussi méticuleux et on dit que f est
une application, une injection, une surjection, une bijection de F vers F' ou de F/
dans F'

Proposition
Soit f une application d'un ensemble E vers un ensemble F'. Alors :

f est bijective si, et seulement si, f est injective et surjective
Applications
Soit f I'application définie de R dans |—1;1] par: f(z) =

€T

1+|z|
1. Montrer que f est injective.
2. Montrer que f est surjective.
3. En déduire que f est bijective.
21
Soit g I'application définie de R* dans R par : = =
oit g I'application définie de ans R par: g(x) N

4. Montrer que g est injective et surjective.
5. Que peut-en conclure de |'application g ?

3-4/ L'application réciproque d'une bijection
Définition
Soit f une application bijective d'un ensemble E vers un ensemble F'.

En associant a tout élément y € F son unique antécédent par f, on définit une
application de F' dans E.

Cette application est appelée application réciproque de I'application f (ou
simplement la réciproque de f) et notée f 1.

Elle est caractérisée par I'équivalence suivante :
~1
= €T Tr —=
{ y=Ff=) _z=f"@
zc F ye F
Applications
On considere I'application : g : [1; 400 {—> [\/5, —|—oo[
T T2+ T
1. Montrer que l'application g est bijective.

2. Déterminer son application réciproque g_l.



IV- Composition des applications
Définition
Soit f une application de E vers F', et g une application de F'dans G.

L'application h définie de E dans G par h () = g (f (x)) est appelée composée
des applications f et g dans cet ordre

Elle est notée g o f (se lit: g rond f).

Onaalors: (Vz € E)go f(z) =g (f(z))
gof

Remarque

Attention ! il se peut que I'on puisse définir I'application g o f mais que I'on ne
puisse pas définir I'application f o g.

Si I'on peut définir f o g et g o f, ces deux applications ne sont pas forcément
égales, donc la composition des applications n'est pas une opération
commutative.

Par contre, la composition des applications est une opération associative, c'est-a-
dire : pour trois applications f : FE —~ F,g : F —+Geth : G— H,ona:
ho(gof)=(hog)of
Applications
On considére les applications f : R — R
z>+4 .
r— s oetg: R=R
T — %w + 2
1. Déterminer fog,go f, fo fetgog.
On considére les applications f : R — R™
r—x?+2etg: R >R
r—3+,/z
2. Déterminer fog,go fet fo f.
On considere les translations du plan t7 et tﬁ.

3. Déterminer I'application t7 @ t7 (On rappelle que

% %
t,(M)=M & MM =)

Proposition
Soit f une application de E vers F', et g une application de F'dans G.

1- Si les applications f et g sont injectives, alors I'application g o f est injective
de FE dans G.



2- Si les applications f et g sont surjectives, alors I'application g o f est
surjective de F dans G.

3- Si les applications f et g sont bijectives, alors I'application g o f est bijective
de Fdans G, etona:

(gof) '=ftog
4- Si I'application f est bijective, alors :
Ve E) flof(zx)=zet(Nz e F) fofl(z)==2x
Remarque
Si f est une application bijective de FE vers F' et f_1 son application réciproque,
alors :
flof=Idgetfof'!=Idp
oU Idg est I'application identique de E et Idr est I'application identique de F
définies par :

Idg : E— FE
x—zetldp : F— F
T T

Applications
Soit £ un ensemble non vide.
On considére I'application f définie de & (E) dans & (E) par: f(A) = A
1. Montrer que I'application f est injective.
2. Montrer que l'application f est surjective
3. En déduire que I'application f est bijective, puis déterminer sa bijection
réciproque.
On considere l'application g définie de [O; ﬂ dans [0; ﬂ par : g(a:) =T — \/E
4. Montrer que l'application g est bijective et déterminer sa bijection
réciproque.
On considére l'application : f : [1;+o0o[— R
z—x—1—2yzr—1
. Déterminer f~1 ({—%})
6. L'application f est-elle injective ? Justifier votre réponse.
. Montrer que f ([1; +o0[) = [0; +o0].
8. L'application f est-elle surjective ? Justifier votre réponse.

(9)

~

On consideére I'application : g : [0; +o00[—] — 1;400]
Tz — 2z
9. Déterminer une application h telle que f = g o h.

10. Montrer que les applications g et h sont surjectives et en déduire que f est
surjective.



valt+z+1
vri—z+1

11. Montrer que l'application h est bijective et donner sa bijection réciproque.

Soit h I'application définie de |1; +o0] dans } 1; \/5{ par: h(z) =



