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I- Exercice 1

On rappelle que (C; +; x) est un corps commutatif, que (My (R); +;.) est un espace vectoriel

réel et que (M (R); +; x) est un anneau unitaire, non commutatif et non integre.

I=<(1) (1));J=((1) _03);M(w;y)=<z _jy> ((z;9) € R?)

E = {M (z;y)/ (z;9) € R*}
1. Montrer que E est un sous espace vectoriel de (My (R); +;.), de dimension 2

2. Montrer que E est stable dans (Mj (R); x).

On pose :

3. Montrer que (E,+, X) est un anneau unitaire et commutatif.
On pose E* = E — {M (0,0)}, et on consideére I'application ¢ de C* vers E* définie par :
V(z;y) € R?; ¢ (x +1iy) = M(:c,%)
4. Montrer que ¢ est un isomorphisme de (C*, x) sur (E*, x).
5. En déduire que (E*, x) est un groupe commutatif.
6. Montrer que J?7 = ¢ (31008\/52'), puis déterminer I'inverse de la matrice J?°'7 dans
(E*, x).

7. Montrer que (E,+, X) est un corps commutatif.

II- Exercice 2
On considere dans Z x Z 'équation (D) : 7x3 — 13y =5
Soit (z,y) € Z x Z une solution de I’équation (D)

1. Montrer que z et 13 sont premiers entre eux.

2. En déduire que z'2 =1 [13].

3. Montrer que z* = 10 [13].

4. En déduire que z'2 = 3 [13].
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. Déduire des questions précédentes, que ’équation (D) n’admet pas de solution dans
7 x 7.

III- Exercice 3
Les parties A, B et C sont indépendantes.

Partie A



Soit E l'ensemble des fonctions f définie sur R par :
(V(z;y) € R?) f(z) + f(y) = 2f (%“’)

1. Montrer que (E,+, ) est un espace vectoriel réel.
Soit &7 I’ensemble des fonctions affines définies de R dans R.

2. Montrer que &/ C E et que (&, +, ®) est un espace vectoriel réel.
Partie B
Pour tout (a;b) € R2, on pose :

(V (a3 8) € R?) fiap) (x) = ce® cos (ax) + Be” sin (bx)
On considéere 1'ensemble suivant :
Eap) = { fiap)/ (05 B) € R?}
1. Montrer que (E(a;b), +, o) est un espace vectoriel réel.
2. Déterminer selon les valeurs des réels a et b, la dimension de 'espace vectoriel B,y .

Partie C
Dans cette partie, (ﬂ (Rj), +, 0) désigne 1'espace vectoriel des fonctions numériques définies
sur RY.
Pour tout (a;b) € R?, et pour tout = € R*, on pose :
flap) (@) = 2" et Py (2) = In (flayp) (2))

On considere l'ensemble : &£ = {1/ (a;b) € R?}

1. Montrer que (.Z;+) est un sous-groupe du groupe (57 (Rj‘r), +)

2. Vérifier que pour tout @) € £ et pour tout A€ R : Aoy € Z
3. En déduire que (&, +, e) est un espace vectoriel réel.
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. Montrer que (cp(l;o); 90(0;1)) est une base de ’espace vectoriel .Z, puis déterminer sa

dimension.



