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ITI- Continuité d'une fonction numérique

3-1/ Continuité d'une fonction en un point
Définition 2
Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert centré en un point x.

On dit que la fonction f est continue au point zg si a}l_)llg‘bl f(x) = f(=z)
0
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Remarque

si f est définie au point zy et n'admet pas de limite en xy ou sa limite est infinie en x(, on

dit que f est discontinue au point ;.
f est continue en g si :
(Ve > 0) (3 > 0) (Vo € Dy) (0 < |z —mo| <= |f(z) — ()| <)
Applications
Soit f la fonction numérique définie par :
_ —2z?—z+1
{f@»~f;r—w#—n
f(=1)=1
1. Etudier la continuité de la fonction f au point zg = —1.

Soit g la fonction numérique définie par :
z+tan(2z)

9(@) = ey (@#0)
9(0)=1

2. La fonction g est-elle continue au point zog = 0 7 Justifier la réponse.

3-2/ Continuité a droite - Continuité a gauche
Définition 3
1- Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [zg, 2o + o[ on a € RT*.

On dit que f est continue a droite en g si lim f(z) = f(2o).
Tz

2- Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme|x0 - or,x0] ot or e R * .

On dit que f est continue a gauche en zg si lim f(x) = f(xo).
Ty

Proposition 4

Une fonction numérique f est continue au point x, si et seulement si elle est continue a

droite et a gauche au point x.
En d’autres termes :

(f est continue au point z9)< lim f(z) = lim f(z) = f(xo)

z—zo" z—zy
Applications
Soit f la fonction numérique définie par :
f@) =7 (<0)
{fmwzi;<w>m




1. Etudier la continuité de la fonction f en 0.

Soit g la fonction numérique définie par :
{g(m):m2—|—2m (x<1)
asin(z—1)
g(z)=—7" (z>1)
2. Déterminer la valeur du réel a pour que la fonction g soit continue au point g = 1.

On considere la fonction h définie par :

hie)= 2 (1)
(7)= 4

3. Montrer que la fonction h n’est pas continue au point zo = 7.

3-3/ Prolongement par continuité en un point
Définition 4

Soit f une fonction numérique non définie en un point x (wo S Df) et admettant une limite
finie 1 au point zg : mlgra:lo f(z)=1
f (z) = f(z) (z € Dy)

f (zo) =1

est continue au point zg , et est appelée le prolongement par continuité de f au point xg .

La fonction f définie sur Df =Dy U{zo} par {

Applications

Pour chacun des cas suivants, montrer que la fonction f admet un prolongement par

continuité au point xg puis donner ce prolongement :

1 f(x) _ m372z3++13m+6 (xO _ _1)
2 f(z) =225 (z0=0)

3 flz) = 2 (g = —3)

4 f(z) = (z — 1)sin (L) (zo = 1)

z—1

3-4/ Continuité d'une fonction sur un intervalle
Définition 5

1- Une fonction f est continue sur un intervalle ouvert I si elle est continue en tout point de
1.

En particulier : f est continue sur |a, b[ si elle est continue en tout point de |a, b|.

2- Une fonction f est continue sur [a,b] si elle est continue sur ]a, b| et continue a droite en a

et a gauche en b.

3- Une fonction f est continue sur [a, b[ si elle est continue sur |a, b] et continue & droite en a

4- Une fonction f est continue sur |a, ] si elle est continue sur |a, b] et continue & gauche en
b.

Application



Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par : f(z) =z — E ()
1. Montrer que la fonction f est continue sur 'intervalle [1, 2].

2. Montrer que pour tout k € Z, la fonction est continue sur l'intervalle [k, k + 1][.

3-5/ Opérations sur les fonctions continues

Proposition 5

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et k un nombre réel.
Alors :

(1) Les fonctions f+ g, k. f et f. g sont continues sur I.

(2) Pour tout n € N*| la fonction f : z + (f(z))" est continue sur I.

(3) Si la fonction g ne s'annule pas sur I, alors % et % sont continues sur I.
(4) La fonction |f| est continue sur I.

(5

) Si f est positive sur I, alors \/? est continue sur I.

Applications

1. Dans chacun des cas suivants, montrer que la fonction f est continue sur son domaine

de définition :

1 f(z) = 256ing

z2+3
— |22 — _zhl
2 f(z) =2z 3|+z2+m+1
3 f(z) =22 —tanz — 1
V=2

Soit g la fonction numérique définie par : g (z) = < —
2. Montrer que g est continue sur U'intervalle [2;4].

3. Etudier la continuité de la fonction z — xE (z) sur Iintervalle [0;2].

3-6/ Continuité de la composée de deux fonctions
Proposition 6

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et g une fonction définie sur un intervalle J tel

que f(I) C J, et soit xp un élément de I.

Si f est continue au point zj et g est continue au point f(z), alors la fonction go f est
continue en x;.

Corollaire

Si f est continue sur un intervalle I et g est continue sur un intervalle J tel que f(I) C J,

alors la fonction go f est continue sur l'intervalle I.

Applications

Dans chacun des cas suivants, étudier la continuité de la fonction f sur les intervalles de Dy



1 f(a) = sin (34)
2 fa)= /5
3 f(z) = cos (ﬁm)
4 f(z) =+v1-sinz

5 f(z) = cos (tan® z)

3-7/ Composée d'une fonction continue et d'une fonction admettant une
limite
Proposition 7

Soit f une fonction définie sur 'ensemble |zg — 7,z + r[ (r > 0) et g la fonction définie sur

un intervalle ouvert J centré en 1 tel que f(I) C J.

Si lim f(z) =1et g est continue en 1 alors : lim go f(z) =g(1)

T—>xo T—T)
Remarque
La proposition 7 reste valable en zy a droite ou zy & gauche ou en +00 ou en —oo a
condition de remplacer 'intervalle I par un intervalle convenable.
Applications

Calculer les limites suivantes :

1 lim (z—2y7+ %)

T—+00
2 lim tan (752 )
x—0 T
) 1
3 lim cos <i>
2——00 x+2
. .1
4 lim cos (sin (=
lim_cos sin (%))

IV- Image d'un intervalle par une fonction continue

4-1/ Image d'un segment par une fonction continue
Proposition 8
L'image d'un segment par une fonction continue est un segment.
Autrement dit :

(f continue sur [a,b]) = f([a,b]) = [m, M |
Remarque

Si f est continue sur un segment [a, b, alors M = f(a) est le ntaximum de f sur [a,b] et

m = f(B) est le minimum de f sur [a, b].

On a alors : f([a,b]) = [m, M|



Proposition 9

L'image d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Remarque

La continuité d'une fonction est une condition suffisante pour que 1'image d'un intervalle soit
un intervalle, mais cette condition n'est pas évidemment nécessaire.

En effet, il se peut que 1'image d'un intervalle par une fonction discontinue soit un intervalle

comme le montre I'exemple suivant :

Considérons la fonction f définie sur [—1;2] par :
f(z) =2z sizec[-1;1]
{f(m) =z —1siz€|l;2]
L'image de l'intervalle [—1;2] par la fonction f est l'intervalle [—2;2] bien que la fonction f

ne soit pas continue sur [—1;2].

A

2
V.
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Les intervalles I et f(I) ne sont pas toujours de méme nature. A titre d'exemple, l'image de

l'intervalle semi-ouvert |— 1;2] par la fonction z ~ z2 est le segment [0; 4].

Applications
Pour chacun des cas suivants, montrer que la fonction f est continue sur 'intervalle I, puis
déterminer f(I) :
1 f(z)=2*+2;1=[-13]
—4
2 f(z)=5;I=[58]
3 f(z)=2zvx+1;1=]3;5]
z)=xz+3six <2
4{f() -5 I=1[-3;5]
fx)=z*+1siz>2



4-2/ Image d'un intervalle par une fonction continue et strictement
monotone

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I.

On a alors les résultats suivants :

L'image de I'intervalle / par la fonction f
L'intervalle / | f strictement croissantesur/ | f strictement décroissante sur /
(4] [7(a).1(5)] [7(b).1(a)] |
Jaut] Jtim 7 x), im 7 ()] Jtim 7 (x). im 1 ()]
[a.8] | £ (a).tim 1 (=) Jiim £(x).7(a)]
.a] Jlim 7(x).1 (a)| [7(@). im 7 ()
Ja s Jim 7)o hmrG| Jtim s (o). tim  (of
2 i (. lm 7G| Jtim /o). im 7o)

Soit f la fonction numérique définie sur R par : f(z) = z? — 2z + 3
Déterminer les images des intervalles suivants par la fonction f :

I:] —oo;O] _J=[12 - K:] —5;—1[ - [ﬁ;+oo[

4-3/ Théoreme des valeurs intermédiaires

Proposition 10

Si f une fonction continue sur un intervalle [a, b] alors, pour tout réel A compris entre f(a)

et f(b) il existe au moins un réel ¢ appartenant a l'intervalle [a, b] tel que f(c) = A.

En d'autres termes : 1'équation f(z) = A d'inconnue  admet au moins une solution dans

[a, b], pour tout A compris entre f(a) et f(b).
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Corollaire

Si la fonction f est continue sur [a,b] tel que f(a). f(b) < 0 alors 1'équation f(z) =0 admet
au

moins une solution dans l'intervalle [a, b].

Si de plus, la fonction f est strictement monotone, cette solution est unique.

Remarque



On peut interpréter le résultat du corollaire précédent comme suit :

Si la fonction f est continue sur [a,b] et si f(a) et f(b) sont de signes contraires, alors le

graphe coupe l'axe des abscisses, au moins une fois, en un point dont 1'abscisse appartient a
[a,b].
A

L
a/\ /i
f(a)r--/ ]

Applications

1. Montrer que chacune des équations suivantes admet au moins une solution dans
l'intervalle I :
1zt +22+42-1=0; I=[0;1]
2 2cosz—x=0; I=][0;n]
31+sine=4z; [ = [0 2]
4 tanx+22=2;1 ]4,3[
2. Montrer que 1'équation z3 — 622 + 6 = 0 admet une solution unique dans l'intervalle
[—2;0].
Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R telle que : (Vz € I) f(x) # 0

3. Montrer par 1'absurde que la fonction f garde un signe constant sur U'intervalle I.

4-4/ Principe de la méthode de dichotomie

Soit f une fonction continue sur un segment [a, b telle que 1'équation f(z) = 0 admet une

solution unique « dans [a, b].

Pour déterminer un encadrement du nombre a, on démarre donc en ayant localisé la racine
a entre a et b (a < a < b) ; et on sait par exemple que sur cet intervalle, la fonction f
(continue) est strictement croissante.

On calcule alors le centre m du segment [a, b] (& savoir m = aTer), puis son image par f :
f(m), et on la compare a 0.

Deux cas peuvent alors se produire :



4 fl=)

 J(x)

Jim)

ZRE

J(m}

Cuaoit f(m) <0

On a alors m < a < b. On reprend

la bissection de U'intervalle en posant :
a=m e b=b

puis on continue comme précédemment...

Cas oit f(m) >0
Onaalorsa < a<m. Onreprend
la bissection de l'intervalle en posant :

a= et b=m
puis on continue comme précédemment...



