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 ( ن 2,5 ):   التمرين الأول 

∎ 1 

 :ٖٓ ٓؼط٤بد اُزغشثخ اُؼشٞائ٤خ ٗغز٘زظ شغشح الإؽزٔبلاد اُزب٤ُخ 

1
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𝐵 

𝑅 
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ُْ ٗلؼَ 

 ش٤ئب ثؼذ

ٗغؾت 

اٌُشح 

 الأ٠ُٝ

ٗغؾت 

اٌُشح 

 اُضب٤ٗخ
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1
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1
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𝑃 𝑅 ∩ 𝑅 =
1

2
×

1

2
=

1

4
 :ُذ٣٘ب ؽغت اُشغشح  

𝑃 𝐵 :ُذ٣٘ب ؽغت اُشغشح  ∩ 𝐵 =
1

2
×

9

22
=

9

44
 

∎ 2 

 :ُذ٣٘ب ؽغت اُشغشح 

∎ 3 

∎ 4 

∎ 1 

 ( ن 3,0 ):   التمرين الثاني 

   𝐸  ؽَ خبص ُِٔؼبدُخ  1,1 ٗلاؽع ك٢ اُجذا٣خ إٔ 

 ٌٖ٤ُ 𝑥, 𝑦  اُؾَ اُؼبّ ُِٔؼبدُخ  𝐸 .  

3𝑥:   ارٕ  − 2𝑦 = 1   

 : ٗؾظَ ػ٠ِ  ∗∗  ٝ  ∗ ٗ٘غض ػ٤ِٔخ اُلشم ث٤ٖ أُزغب٣ٝز٤ٖ 

 ٚ٘ٓ ٝ   :3 𝑥 − 1 = 2 𝑦 − 3:      ارٕ   1 ∕ 2 𝑦 − 1   

3:   ٝ ثٔب إٔ  ∧ 2 = 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠 :  3   كبٗٚ ؽغت  1 ∕  𝑦 − 1    

;   ℞𝑘𝜖∃ :    ارٕ    𝑦 = 3𝑘 + 1   

𝑥 3:  ٗؾظَ ػ٠ِ ⨂ ثو٤ٔزٚ ك٢ أُزغب٣ٝخ 𝑦ٗؼٞع  − 1 = 2 3𝑘    

𝑥:   ٣ؼ٢٘  = 2𝑘 + 1   

2𝑘 3ُذ٣٘ب   : ػٌغ٤ب  + 1 − 2 3𝑘 + 1 = 1  

 :ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ أُؼبدُخ  رٌزت ػ٠ِ اُشٌَ :ٝ ثبُزب٢ُ 

3 𝑥 − 1 − 2 𝑦 − 1 = 0 

𝒮 =   2𝑘 + 1 ; 3𝑘 + 1     ∕      𝑘𝜖℞  

⨂ 

3:   لإٔ  × 1 − 2 × 1 = 1   ∗  

 ∗∗  

 أ 2 ∎

 :ُذ٣٘ب 

14𝑛 ارٕ   + 3 ; 21𝑛 +   . 𝐸    ؽَ ُِٔؼبدُخ  4

3 14𝑛 + 3 − 2 21𝑛 + 4 = 42𝑛 + 9 − 42𝑛 − 8 = 1 

 ب 2 ∎

3 14𝑛 + 3 − 2 21𝑛 + 4 =  :ثٔب إٔ  1

𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡 :   14𝑛 كبٗٚ ؽغت  + 3 ∧  21𝑛 + 4 = 1 

      ٌٖ٤ُ 21𝑛 + 4 ∧  2𝑛 + 1 = 𝑑  

 3 أ ∎

 :ثبعزؼٔبٍ خٞاسص٤ٓخ اه٤ِذط ٗؾظَ ػ٠ِ 

 21𝑛 + 4   2𝑛 + 1  

 𝑛 − 6  
10 

 2𝑛 + 1   𝑛 − 6  

13 
2 

 :ٖٓ ٛبر٤ٖ الإه٤ِذ٣ز٤ٖ ٗغز٘زظ إٔ 

 21𝑛 + 4 ∧  2𝑛 + 1 =  2𝑛 + 1 ∧  𝑛 − 6  

=  𝑛 − 6 ∧ 13 

𝑃 ٖ٤ُٖٗٞ ٓخزِل٤ = 𝑃 𝐵 ∩ 𝑅 + 𝑃 𝑅 ∩ 𝐵  

=
1

2
×

13

22
+

1

2
×

1

2
 

=
6

11
 

𝑝𝐵2
 𝐵1 =

𝑝 𝐵1 ∩ 𝐵2 

𝑝 𝐵2 
=

1
2 ×

9
22

1
2 ×

9
22 +

1
2 ×

1
2

=
1

2
 

 :ٗغزؼَٔ الاؽزٔبٍ اُششؽ٢ اُزب٢ُ 
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1 

𝑑:     ارٕ  =  𝑛 − 6 ∧ 13 

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑑 ∕ 13 

𝑑:  ػذد أ٢ُٝ ارٕ 13ٝ ٗؼِْ إٔ  = 𝑑 أٝ 13 = 1  

∎ 

 أ

 ب 3

𝑑ارا ًبٕ  =   : ⋆   كبٗٚ ؽغت  13

𝑛  ٝ 13 هبعْ ٓشزشى ُـ 𝑑لإٔ  )  − 6  ) 

13:   أ١  ∕  𝑛 − 6  ٚ٘ٓ ٝ      :𝑛 ≡ 6 13     

∎ 

 ب

4 

𝐴:    ٗؼغ  = 𝑃 𝑛 = 21𝑛2 − 17𝑛 − 4  

 ٝ   :𝐵 = 𝑄 𝑛 = 28𝑛3 − 8𝑛2 − 17𝑛 − 3  

= 𝑃 1:   ُذ٣٘ب  𝑄 1 = 0   

  .℞ ك٢  𝑃 𝑛  ٝ 𝑄 𝑛 عزس ُِؾذٝد٣ز٤ٖ 1: ارٕ 

 ٚ٘ٓ ٝ :𝑃 𝑛  ٝ 𝑄 𝑛  روجلإ اُوغٔخ ػ٠ِ  : 𝑛 − 1   

∎ 4 

 :ثبلاعزؼبٗخ ثبُوغٔخ الأه٤ِذ٣خ ٗؾظَ ػ٠ِ 

28𝑛2 ثؼذ رؼ٤َٔ صلاص٤خ اُؾذٝد   + 20𝑛 +  :  ٗؾظَ ػ٠ِ  3

 :رز٤ًش ثخبط٤خ ٜٓٔخ 

 ٌٖ٤ُ  : 21𝑛 + 4 ∧  2𝑛 + 1  14𝑛 + 3 = 𝑑   

14𝑛 ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ            + 3 ∧  21𝑛 + 4 = 1  

 :ارٕ ؽغت اُخبط٤خ أُزًٞسح 

 ٚ٘ٓ ٝ   : 21𝑛 + 4 ∧  2𝑛 + 1 = 𝑑  

𝑑          ارٕ ؽغت اُغئاٍ   = 𝑑   أٝ   13 = 1  

𝑑ارا ًبٕ  : انحانح الأونى = 13.  

𝑛        :      ارٕ ؽغت اُغئاٍ  ≡ 6 13    

21𝑛 :    ٝ ُذ٣٘ب  + 4 ∧  2𝑛 + 1  14𝑛 + 3 = 13   

 𝑛 − 1  21𝑛 + 4 ∧  𝑛 − 1  2𝑛 + 1  14𝑛 + 3 = 13 𝑛 − 1   

 ٚ٘ٓ ٝ   :𝐴 ∧ 𝐵 = 13 𝑛 − 1    

𝑑 ارا ًبٕ      :انحانح انثاوٍح = 𝑛 :      كبٕ  1 ≢ 6 13    

21𝑛 :  ٝ ُذ٣٘ب  + 4 ∧  2𝑛 + 1  14𝑛 + 3 = 1   

 𝑛 − 1  21𝑛 + 4 ∧  𝑛 − 1  2𝑛 + 1  14𝑛 + 3 =  𝑛 − 1   

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝐴 ∧ 𝐵 =  𝑛 − 1   

  :خلاصح

𝑐 ∧ 𝑎 = 1  ⟹    ∀𝑏𝜖℞   ;   𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎 ∧  𝑏𝑐  

𝐴 =  𝑛 − 1  21𝑛 + 4  

𝐵 =  𝑛 − 1  28𝑛2 + 20𝑛 + 3  

 ∀𝑛 ≥ 2   ;   𝐴 ∧ 𝐵 =  
13 𝑛 − 1  ;    𝑠𝑖    𝑛 ≡ 6 13 

 𝑛 − 1   ;      𝑠𝑖    𝑛 ≢ 6 13   
  

𝐵 =  𝑛 − 1  2𝑛 + 1  14𝑛 + 3  

 21𝑛 + 4 ∧  2𝑛 + 1 =  21𝑛 + 4 ∧  2𝑛 + 1  14𝑛 + 3  

 :٣ؼ٢٘ 

 ب 2

 أ 3

 ب 3

 ( ن 4,0 ):   التمرين الثالث 

 ∎ أ

𝑧:    ٗؼغ  = 𝑥 + 𝑖𝑦  

𝑧2:    ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  − 𝑧 2 = 𝕒2 − 𝕒 2  

⟺    𝑧 − 𝑧   𝑧 + 𝑧  =  𝕒 − 𝕒   𝕒 + 𝕒   

⟺    2𝑖𝑦  2𝑥 =  2𝑖𝛽  2𝛼  

⟺    𝑥𝑦 = 𝛼𝛽 

𝑦 :    ٛزٍُٞ ٓؼبدُزٚ  ℋ ٝ ٓ٘ٚ أُغٔٞػخ  =
𝛼𝛽

𝑥
 

 1 ∎ ب

𝕒ك٢ ؽبُخ  =  1 + 𝑖  ُذ٣٘ب  ℋ  ٚٛزٍُٞ ٓؼبدُز : 𝑦 =
1

𝑥
 

𝓞 𝓲 

𝓳 

 ⋆  

 :     ٣ؼ٢٘ 

 𝑑 ∕  𝑛 − 6   
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C         

C         

 ∎ أ 2
 ٌٖ٤ُ    :𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦   

𝑧 :  ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  − 𝕒  𝑧 − 𝕒  = 4𝕒𝕒   

,𝐶 𝛼    دائشح ٓشًضٛب اُ٘وطخ       :  ارٕ  𝛽    شؼبػٜب ٝ  𝑟 = 2 𝕒   

⟺     𝑧𝑧 −  𝑧𝕒 + 𝕒𝑧  + 𝕒𝕒 = 4𝕒𝕒  

⟺     𝑥2 + 𝑦2 −  2𝛼𝑥 + 2𝛽𝑦 + 𝛼2 + 𝛽2 =  2 𝕒  2 

⟺     𝑥2 − 2𝛼𝑥 + 𝛼2 +  𝑦2 − 2𝛽𝑦+𝛽2 =  2 𝕒  2 

⟺     𝑥 − 𝛼 2 +  𝑦 − 𝛽 2 =  2 𝕒  2 

 ∎ أ 2

𝕒ك٢ ؽبُخ   =  1 + 𝑖   ُذ٣٘ب         دائشح ٓشًضٛب  𝐶 1,1   2 2  ٝ شؼبػٜب   

𝓞 𝓲 

𝓳 

C         

 

 3 ∎ أ

𝑢:   ُذ٣٘ب  = 𝑧 − 𝕒 ٕار      :𝑢 = 𝑧 − 𝕒    

  : ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ 
𝑧2 − 𝑧 2 = 𝕒2 − 𝕒 2     
 𝑧 − 𝕒  𝑧 − 𝕒  = 4𝕒𝕒 

  

⟺      
𝑧2 − 𝕒2 = 𝑧 2 − 𝕒 2     
 𝑧 − 𝕒  𝑧 − 𝕒  = 4𝕒𝕒 

  

⟺      
 𝑧 − 𝕒  𝑧 + 𝕒 =  𝑧 − 𝕒   𝑧 + 𝕒       
𝑢𝑢 = 4𝕒𝕒                                              

  

⟺      
𝑢 𝑢 + 2𝕒 = 𝑢  𝑢 + 2𝕒       
𝑢𝑢 = 4𝕒𝕒                                

  

=  𝑢    :ُذ٣٘ب ؽغت أُؼبدُخ اُضب٤ٗخ 
4𝕒𝕒 

𝑢
 

 : ثو٤ٔزٚ ك٢ أُؼبدُخ الأ٠ُٝ ٗؾظَ ػ٠ِ       ٗؼٞع 

⟺      𝑢 𝑢 + 2𝕒 =
4𝕒𝕒 

𝑢
 

4𝕒𝕒 

𝑢
+ 2𝕒       

𝑢𝑢 = 4𝕒𝕒                                           

  

⟺      𝑢
2 + 2𝕒𝑢 −  

4𝕒𝕒 

𝑢
 

2

− 2𝕒  
4𝕒𝕒 

𝑢
 = 0   

𝑢𝑢 = 4𝕒𝕒                                                      

  

⟺      𝑢4 + 2𝕒𝑢3 − 16𝕒2𝕒 2 − 8𝕒𝕒 2𝑢 = 0   
𝑢𝑢 = 4𝕒𝕒                                                      

  

⟺      
 𝑢4 − 8𝕒𝕒 2𝑢 +  2𝕒𝑢3 − 16𝕒2𝕒 2 = 0   
𝑢𝑢 = 4𝕒𝕒                                                      

  

⟺      𝑢
 𝑢3 − 8𝕒𝕒 2 + 2𝕒 𝑢3 − 8𝕒𝕒 2 = 0   

𝑢𝑢 = 4𝕒𝕒                                                      
  

⟺   𝒮′     
 𝑢 + 2𝕒  𝑢3 − 8𝕒𝕒 2 = 0   
𝑢𝑢 = 4𝕒𝕒                                

  

 ب 3 ∎

   : ′𝒮 ُذ٣٘ب ؽغت أُؼبدُخ اُضب٤ٗخ ٖٓ اُ٘ظٔخ  

𝕒:  ثؾ٤ش  ′𝒮 ُ٘ؾَ اُ٘ظٔخ  = 𝑟𝑒𝑖𝜃      

 𝑢 + 2𝕒  𝑢3 − 8𝕒𝕒 2 = 0 

⟺       𝑢 + 2𝕒 = 𝑢3         أٝ      0 − 8𝕒𝕒 2 = 0 

⟺       𝑢 = −2𝑟𝑒𝑖𝜃 𝑢3        أٝ       = 8𝑟3𝑒𝑖𝜃  

 :ٝ ُذ٣٘ب 

𝑢3:   ؽٍِٞ أُؼبدُخ  = 8r3e−iθ ٢ٛ اُغزٝس ا٤ُٗٞ٘خ ٖٓ اُذسعخ  

:    ٝ اُز٢ رٌزت ثظلخ ػبٓخ ػ٠ِ شٌَ 8𝑟3𝑒−𝑖𝜃اُضبُضخ ُِؼذد ُِؼوذ١  

𝑢𝑘 =   8𝑟33
 ,   

−𝜃

3
+

2𝑘𝜋

3
   𝑘 0,1,2ٓغ    .  

𝑢  

𝑢0 =  2𝑟   ;   
−𝜃

3
 = 2𝑟𝑒

−𝜃
3  

𝑢1 =  2𝑟   ;   
−𝜃

3
+

2𝜋

3
 = 2𝑟𝑒

−𝜃
3

+
2𝜋
3  

𝑢2 =  2𝑟   ;   
−𝜃

3
+

4𝜋

3
 = 2𝑟𝑒

−𝜃
3

+
4𝜋
3  

 :ارٕ ؽٍِٞ اُ٘ظٔخ ٢ٛ 
−2𝑟𝑒−𝑖𝜃  2𝑟𝑒

−𝜃
3  

2𝑟𝑒
−𝜃
3

+
2𝜋
3  2𝑟𝑒

−𝜃
3

+
4𝜋
3  



 

  
 : ٝ ٗؼِْ إٔ 
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 ج 3 ∎

    𝑧0 𝐴   ٝ  𝑧1 𝐵   ٝ  𝑧2 𝐶:  ٗؼغ 

 . ٓزغب١ٝ الأػلاع 𝐴𝐵𝐶ٗش٣ذ إٔ ٗجشٖٛ ػ٠ِ إٔ أُضِش 

 :ُذ٣٘ب 

𝑧2 − 𝑧0

𝑧1 − 𝑧0
=

2𝑟 − 2𝑟𝑗

2𝑟𝑗 − 2𝑟𝑗
=

1 − 𝑗

𝑗 − 𝑗
=

1 − 𝑗

− 3𝑖
=

 3

2
−

𝑖

2
= 𝑒

−𝑖𝜋
3  

𝑎𝑟𝑔 :ارٕ   
𝑧2 − 𝑧0

𝑧1 − 𝑧0
 ≡

−𝜋

3
 2𝜋   

𝑧2 − 𝑧0

𝑧1 − 𝑧0
 ≡ 1 ٝ 

 ٚ٘ٓ ٝ: 

 𝑧𝐶 − 𝑧𝐴 =  𝑧𝐵 − 𝑧𝐴  ٝ  𝐴𝐵      , 𝐴𝐶               
 ≡

−𝜋

3
 2𝜋  

 (ؿ٤ش ٓجبشش) ٓضِش ٓزغب١ٝ الأػلاع ABC: ٝ ثبُزب٢ُ 

 الجزء الأول
 (ن 10 ) :   الرابعالتمرين 

 ∎ أ 1

 ب ∎ 1

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→−∞
 4𝑒−𝑥𝑙𝑛 2 −

2

𝑥
 = +∞ 

𝑦كبٕ أُغزو٤ْ رٝ أُؼبدُخ   =   ∞+  ٓوبسة أكو٢ ثغٞاس 2−

         C ٣وجَ كشػب شِغ٤ٔب ك٢ ارغبٙ ٓؾٞس الأسار٤ت :كبٕ 

lim :ٝ ثٔب إٔ 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −2 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :   ُذ٣٘ب    4𝑒−𝑥𝑙𝑛 2 > 0  

1   ٓزؼِوخ كوؾ ثبشبسح   𝑓′ 𝑥ارٕ اشبسح   − 𝑥𝑙𝑛2    

 :  ًٔب ٢ِ٣ 𝑓ٗغز٘زظ ارٕ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

𝑥 :كبٕ  :ارا ًبٕ  >
1

𝑙𝑛2
 𝑓 ′ 𝑥 < 0 

𝑥 =
1

𝑙𝑛2
𝑓 :كبٕ  :ارا ًبٕ   ′ 𝑥 = 0 

𝑥 :كبٕ  :ارا ًبٕ  <
1

𝑙𝑛2
 𝑓 ′ 𝑥 > 0 

𝑓 :ٝ ُذ٣٘ب   
1

𝑙𝑛2
 =

4

𝑒𝑙𝑛2
− 2 

1

𝑙𝑛2
 𝑥 

4

𝑒𝑙𝑛 2
−2 

−∞ +∞ 

−2 −∞ 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 0 − 

  :𝑓ُذ٣٘ب ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

  ك٢ أُغبٍ 𝑓 ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا ٝؽ٤ذا ثبُزوبثَ 0ارٕ 

= 𝑓 1:   ٝ ُذ٣٘ب  4𝑒−𝑙𝑛2 − 2 = 0  

 𝑓    داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ   −∞,
1

𝑙𝑛2
  

,∞−   روبثَ ٖٓ أُغبٍ 𝑓ارٕ  ٗؾٞ أُغبٍ
1

𝑙𝑛2
  𝑓   −∞,

1

𝑙𝑛2
   

𝑓 :ٝ ُذ٣٘ب    −∞,
1

𝑙𝑛2
  =  −∞,

4

𝑒𝑙𝑛2
− 2 ≈  −∞,

1

10
  

𝜖 0 :ٝ ثٔب إٔ   −∞,
1

10
  

 −∞,
1

𝑙𝑛2
  

ٝ 1 𝜖  −∞,
1

𝑙𝑛2
  

 2 ج ∎

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= +∞ lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) =  :ثٔب إٔ  ٝ ∞−

𝑓 ′ 𝑥 = 4 1 − 𝑥𝑙𝑛2 𝑒−𝑥𝑙𝑛 2 

 ب ∎ أ 2

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

 4𝑥𝑒−𝑥𝑙𝑛 2 − 2  

= lim
𝑥→−∞

 

 
 

 
4

𝑙𝑛2
 

1

 
𝑒𝑥𝑙𝑛 2

𝑥𝑙𝑛2
 

− 2

 

 
 

 

=  
4

𝑙𝑛2
  

1

0−
 − 2 = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

 

 
 

 
4

𝑙𝑛2
 

1

 
𝑒𝑥𝑙𝑛 2

𝑥𝑙𝑛2
 

− 2

 

 
 

 

=  
4

𝑙𝑛2
  

1

+∞
 − 2 = −2 

 :ارٕ اُو٤ْ اُز٢ ٣ؤخزٛب     ٢ٛ 

𝑧 = 𝑢 + 𝕒 

𝑧 

−𝑟𝑒−𝑖𝜃  

2𝑟𝑒
−𝜃
3

+
2𝜋
3 + 𝑟𝑒𝑖𝜃  

2𝑟𝑒
−𝜃
3 + 𝑟𝑒𝑖𝜃  

2𝑟𝑒
−𝜃
3

+
4𝜋
3 + 𝑟𝑒𝑖𝜃  
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 الجزء الثاني

C         

  𝑓ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

= 𝑓 𝑥 ٛٔب اُؾلإ اُٞؽ٤ذإ ُِٔؼبدُخ 2 ٝ 1اُؼذدإ  :  خلاصح 0  

  ٗؾٞ طٞسرٚ  روبثَ 𝑓ٖٓارٕ 
1

𝑙𝑛2
, +∞   −2 ,

1

10
  

 :ٓغ 
4

𝑒𝑙𝑛2
− 2 ≈

1

10
 

, 𝜖  −2 0 :ٝ ثٔب إٔ 
1

10
  

   ك٢ أُغبٍ 𝑓كبٕ اُظلش ٣ٔزِي عبثوب ٝؽ٤ذا ثبُزوبثَ 
1

𝑙𝑛2
, +∞  

= 𝑓 2  :ُٝذ٣٘ب  :ٝ ُذ٣٘ب  0  2 𝜖  
1

𝑙𝑛2
, +∞  

,0  داُخ ٓؼشكخ ػ٠ِ أُغبٍ 𝑔ُذ٣٘ب  +∞   

   𝒯 ارٕ  ٓؾٞس الأسار٤ت ٓوبسة ػٔٞد١ ُـ  

   ∞+ ثغٞاس  𝒯 ارٕ  ٓؾٞس الأكبط٤َ ٓوبسة أكو٢ ُـ 

= 𝒈:  𝑔 𝑥دساسح انذانح 
𝑙𝑛 2𝑥 

𝑥
 

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 
𝑙𝑛 2𝑥 

𝑥
 = 0 

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→0+

𝑔 𝑥 = lim
𝑥→0+

 
𝑙𝑛 2𝑥 

𝑥
 = −∞ 

𝑔′ 𝑥 =
1 − 𝑙𝑛 2𝑥 

𝑥2
 

 :ارا ًبٕ 

 :ارا ًبٕ 

 :ارا ًبٕ 

 :كبٕ 

 :كبٕ 

 :كبٕ 

𝑥 =
𝑒

2
 

𝑥 >
𝑒

2
 

𝑥 <
𝑒

2
 

𝑔′ 𝑥 = 0 

𝑔′ 𝑥 < 0 

𝑔′ 𝑥 > 0 

𝑔 :ٝ ُذ٣٘ب   
𝑒

2
 =

2

𝑒
 

 :ٝ ِٗخض اُ٘زبئظ ك٢ اُغذٍٝ اُزب٢ُ 

𝑒

2
 𝑥 

2

𝑒
 

0 +∞ 

0 −∞ 

𝑔 

+ 𝑔′(𝑥) 0 − 

 ٓغ ٓؾٞس الأكبط٤َ  𝒯  أػ٤ق ٗوطخ روبؽغ  𝒯 هجَ سعْ 

= 𝑔 𝑥ٝ اُز٢ ٣ؾون أكظُٜٞب أُؼبدُخ  0  

 أ ∎ 3

 ∎ 3 ب

= 𝑔 𝑥: ُ٘ؾَ أُؼبدُخ  0  

⟺    
𝑙𝑛 2𝑥 

𝑥
= 0 

⟺     𝑙𝑛 2𝑥 = 𝑙𝑛 1  

⟺     𝑥 =
1

2
 

𝓞 𝟏 

𝟏 

𝟐 

 𝒯  

−𝟐 

 1 أ ∎

  ٓوؼش 𝒯 : ٝ ُذ٣٘ب ؽغت اُشعْ أُج٤ب٢ٗ 

∶ 𝐷 ارٕ ًَ ٓغزو٤ْ  𝑦 = 𝑘 ٖٓؾٞس الأكبط٤َ  ∆  ٓزٞاعذ ث٤ ٝ 

  ك٢ ٗوطز٤ٖ 𝒯 ٣وطغ 

′𝑔 :ُذ٣٘ب   
𝑒

2
 = 0 

 Ω  ٣وجَ ٓٔبعب أكو٤ب ك٢ اُ٘وطخ 𝒯 ارٕ 
𝑒

2
;
2

𝑒
  

: Ω  Δ  ك٢ ٗوطخ ٝاؽذح ٝ ٢ٛ          ٣وطغ                         ٝ ٓ٘ٚ أُغزو٤ْ  𝑦 =
2

𝑒
 

= 𝑔 𝑥أُؼبدُخ : ٝ ثبُزب٢ُ  𝑘 ٖروجَ ؽ٤ِ 𝛼 ٝ 𝛽 ٓخزِل٤ٖ ثششؽ 

0 :  إٔ ٣ٌٕٞ  < 𝑘 <
2

𝑒
 

𝑔:  ثٔب إٔ   
1

2
 = 0 ٝ  α ٝ β ٓخزِل٤ٖ كبٕ أؽذٛٔب أطـش 

 ٖٓ ا٥خش ٝ ٗؼغ 
1

2
< 𝛼 < 𝛽 

 𝑓 ٍداُخ ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغب   
1

𝑙𝑛2
, +∞  

 𝒯  



 

  

 ٌٖ٤ُ𝛼 ٝ 𝛽 ؽلا أُؼبدُخ 𝑓 𝑥 = 0  
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 ب 1 ∎

𝛽 :  كبٗٚ ؽغت اُغئاٍ               ٖٓ اُغضء الأٍٝ = 2  ٝ 𝛼 = 1  

 :ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ          ٖٓ اُغضء اُضب٢ٗ 

 𝛼 ٝ 𝛽  ٛٔب ؽلا أُؼبدُخ 𝑔 𝑥 = 𝑘   

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑔 1 = 𝑘  ٝ  𝑔 2 = 𝑘   

𝑙𝑛2:    أ١  = 𝑘   ٝ   𝑙𝑛4 = 2𝑘    

𝑘:   ٝ ثبُزب٢ُ  = 𝑙𝑛2    

 :ثٔب إٔ 
1

2
< 𝛼 < 𝛽 

 ج 2

 أ 1

 أ ∎ 2
 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ ػ٘ظشا ℝ  

𝑓𝑘
′ 𝑥 = 4 𝑒−𝑘𝑥 − 𝑘𝑥𝑒−𝑘𝑥  = 4 1 − 𝑘𝑥 𝑒−𝑘𝑥  

 ب ∎ 2

1

𝑘
 𝑥 

4

𝑘𝑒
−2 

−∞ +∞ 

−2 −∞ 

𝑓𝑘  

+ 𝑓𝑘
′(𝑥) 0 − 

 3 أ ∎

  :𝑓kُذ٣٘ب ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

 𝑓𝑘  ٖٓ َروبث  −∞;
1

𝑘
;∞−   ٗؾٞ   

4

𝑘𝑒
−   لأٜٗب ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب  2

. 

;∞−  𝜖 0:     ٝ ُذ٣٘ب 
4

𝑘𝑒
− 2    

 :لإٔ 

 :ُذ٣٘ب 

 :ارٕ 

 ٚ٘ٓ ٝ: 

 :أ١ 

;∞−  ك٢ أُغبٍ  𝑎 ٣ٔزِي عبثوب ٝؽ٤ذا 0ارٕ 
1

𝑘
  𝑓𝑘  ثبُزوبثَ  

  روبثَ ٖٓ  𝑓𝑘ٝ ث٘لظ اُطش٣وخ ُذ٣٘ب 
1

𝑘
; ; 2−   ٗؾٞ   ∞+

4

𝑘𝑒
− 2   

 لأٜٗب ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ  
1

𝑘
 ;  +∞ .   

 ; 𝜖  −2 0ثٔب إٔ  
4

𝑘𝑒
−  𝑏  كبٕ اُظلش ٣ٔزِي عبثوب ٝؽ٤ذا  2

 ٖٓ أُغبٍ 
1

𝑘
 ;   𝑓𝑘 ثبُزوبثَ  ∞+ 

= 𝑓𝑘 𝑏:  ٣ؼ٢٘  0   ٝ   𝑏 >
1

𝑘
   

= 𝑓𝑘 𝑥أُؼبدُخ  : ٝ ثبُزب٢ُ    روجَ ثبُؼجؾ ؽ٤ِٖ ٓخزِل٤ٖ 0

𝑎 ٝ 𝑏  ثؾ٤ش 𝑎 <
1

𝑘
< 𝑏  

0 < 𝑘 <
2

𝑒
 

1

𝑘
>

𝑒

2
 

4

𝑘𝑒
> 2 

4

𝑘𝑒
− 2 > 0 

 3 ب ∎

= 𝑓 𝑥ٝ ٗؼِْ إٔ أُؼبدُخ     2 ٝ 1  روجَ ؽ٤ِٖ ٝؽ٤ذ٣ٖ ٝ ٛٔب 0

  2 ٝ 1  روجَ ًزُي ؽ٤ِٖ ٝؽ٤ذ٣ٖ كوؾ ٝ ٛٔب                   ارٕ أُؼبدُخ  

= 𝑓𝑘 𝑥ٝ ُذ٣٘ب أُؼبدُخ    𝑎 ٝ 𝑏  روجَ ثبُؼجؾ ؽ٤ِٖ 0

٤ً0لٔب ًبٕ    < 𝑘 <
2

𝑒
  

𝑎ارٕ ُذ٣٘ب ثبُؼشٝسح   = 1  ٝ  𝑏 =  . ٝؽ٤ذ𝑎 ٝ 𝑏ٖ٣  لإٔ 2

 4 أ ∎

 𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥
𝑡

0

=  
𝑥𝑒−𝑘𝑥

−𝑘
 

0

𝑡

−   
𝑒−𝑘𝑥

−𝑘
 

𝑡

0

𝑑𝑥 

⟺    𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥
𝑡

0

=  
𝑥𝑒−𝑘𝑥

−𝑘
 

0

𝑡

+
1

𝑘
 
𝑒−𝑘𝑥

−𝑘
 

0

𝑡

 

⟺    𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥
𝑡

0

=  
𝑡𝑒−𝑘𝑡

−𝑘
 +

1

𝑘
 
𝑒−𝑘𝑡

−𝑘
 +

1

𝑘
 

1

𝑘
  

⟺    𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥
𝑡

0

=
1

𝑘2  1 − 𝑘𝑡𝑒−𝑘𝑡 − 𝑒−𝑘𝑡  

 4 ب ∎

𝐼𝑘 =  𝑓𝑘 𝑥 𝑑𝑥
𝛽

𝛼

=   4𝑥𝑒−𝑘𝑥 − 2 𝑑𝑥
𝛽

𝛼

= 4   𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥
𝛽

𝛼

 − 2 𝛽 − 𝛼  

 :ُذ٣٘ب 

𝑓ln 2 𝑥 = 0 

ٗلاؽع إٔ  

            

            

            

           

𝑓ln 2 𝑥 = 𝑓 𝑥  
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=
1

𝑘2  1 − 𝑘𝛽𝑒−𝑘𝛽 − 𝑒−𝑘𝛽 − 1 + 𝑘𝛼𝑒−𝑘𝛼 + 𝑒−𝑘𝛼   

=
1

𝑘2  𝑘𝛼𝑒−𝑘𝛼 + 𝑒−𝑘𝛼 − 𝑘𝛽𝑒−𝑘𝛽 − 𝑒−𝑘𝛽   

 𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥
𝛽

𝛼

=  𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥
𝛽

0

−  𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥
𝛼

0

 :ُذ٣٘ب  

= 𝑓𝑘 𝛼:  ٝ ٗؼِْ إٔ  0   ٝ   𝑓𝑘 𝛽 = 0   

4𝛼𝑒−𝑘𝛼:    ارٕ  − 2 = 0   ٝ   4𝛽𝑒−𝑘𝛽 − 2 = 0    

𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥  :ٗؾظَ ػ٠ِ 
𝛽

𝛼

=
1

𝑘2
 
𝑘𝛼

2𝛼
+

1

2𝛼
−

𝑘𝛽

2𝛽
−

1

2𝛽
  

⟺      𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥
𝛽

𝛼

=
1

𝑘2
 

1

2𝛼
−

1

2𝛽
  

⟺      𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥
𝛽

𝛼

=
 𝛽 − 𝛼 

2𝛼𝛽𝑘2
 

 ٚ٘ٓ ٝ   :2𝛼 = 𝑒𝛼𝑘     ٝ    2𝛽 = 𝑒𝛽𝑘   

 1   2  

𝑥𝑒−𝑘𝑥𝑑𝑥  ثبُشعٞع ا٠ُ اُزؼج٤ش الأخ٤ش ُِزٌبَٓ   
𝛽

𝛼

 

 : ٗؾظَ ػ٠ِ         ٝ ثبُزب٢ُ ثبُشعٞع ا٠ُ رؼج٤ش اُزٌبَٓ 

𝐼𝑘 =  𝑓𝑘 𝑥 𝑑𝑥
𝛽

𝛼

= 4    𝑥𝑒−𝑘𝑥  𝑑𝑥
𝛽

𝛼

 − 2 𝛽 − 𝛼  

⟺    𝐼𝑘 =
4 𝛽 − 𝛼 

2𝛼𝛽𝑘2
− 2 𝛽 − 𝛼  

⟺    𝐼𝑘 = 2 𝛽 − 𝛼  
1

𝛼𝛽𝑘2
− 1  

⟺    𝐼𝑘 =
2 𝛽 − 𝛼 

𝛼𝛽𝑘2
 1 − 𝛼𝛽𝑘2  

 ج 4 ∎

 . ٤ًٔخ ٓٞعجخ𝐼𝑘 ٣و٤ظ ٓغبؽخ  ٝ ٓ٘ٚ 𝐼𝑘كبٕ اُزٌبَٓ 

1 :   ارٕ  − 𝛼𝛽𝑘2 ≥ 0  

 : ٗغز٘زظ ٜٓ٘ٔب  2  ٝ  1 ثبعزؼٔبٍ اُؼلاهز٤ٖ 

 : ٗؾظَ ػ٠ِ  ⋆ ٝ ثبُزب٢ُ ثبُشعٞع ا٠ُ 

  ػذدإ ؽو٤و٤بٕ ٓٞعجبٕ هطؼب α ٝ βٝثٔب إٔ 
1

2
< 𝛼 < 𝛽 

 𝛼𝑘 = 𝑙𝑛 2𝛼   𝛽𝑘 = 𝑙𝑛 2𝛽  ٝ 

≥ 𝛼𝑘  𝛽𝑘 :   ٣ؼ٢٘  1   ⋆  

𝑙𝑛 2𝛼 ∙ 𝑙𝑛 2𝛽 ≤ 1 

5 ∎ 

 ٌٖ٤ُ𝑢 ٝ 𝑣 ػذدإ ؽو٤و٤بٕ ٓخزِلبٕ ٝ ٓٞعجبٕ هطؼب ثؾ٤ش : 

𝑙𝑛 𝑢 

𝑢
=

𝑙𝑛 𝑣 

𝑣
 

⟺     
𝑙𝑛  2

𝑢
2 

2  
𝑢
2
 

=
𝑙𝑛  2

𝑣
2 

2  
𝑣
2
 

 

⟺     
𝑙𝑛  2

𝑢
2
 

 
𝑢
2
 

=
𝑙𝑛  2

𝑣
2
 

 
𝑣
2
 

 

      :ٗؼغ 
𝑙𝑛  2

𝑢
2 

 
𝑢
2
 

=
𝑙𝑛  2

𝑣
2 

 
𝑣
2
 

= 𝑘 

أٝ ثزؼج٤ش آخش  
𝑢

2
 ٝ 

𝑣

2
= 𝑔 𝑥:   ٛٔب ؽ٤ِٖ ُِٔؼبدُخ  𝑘  

  :𝑔ُذ٣٘ب ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ  

 
2

𝑒
;0  ػ٠ِ أُغبٍ  𝑔 ه٤ٔخ هظ٣ٞخ ُِذاُخ  +∞    

 ٚ٘ٓ ٝ  :0 ≤ 𝑘 ≤
2

𝑒
   

 ٝ      ُذ٣٘ب ارٕ 
𝑣

2
= 𝑔 𝑥:  ٛٔب ؽلا أُؼبدُخ  𝑘   0  ثؾ٤ش ≤ 𝑘 ≤

2

𝑒
   

 ٝ     ارٕ اُؼذدإ 
𝑣

2
      : ٛٔب ؽ٤ِٖ ُِٔؼبدُخ 

𝑙𝑛 2𝑥 

𝑥
= 𝑘 

;𝑥 𝜖  0∀ :ارٕ  +∞    ;    0 ≤
𝑙𝑛 2𝑥 

𝑥
≤

2

𝑒
 

 4 ج ٝ ثبُزب٢ُ ٣ٌٔ٘٘ب رطج٤ن ٗزبئظ اُزٔش٣ٖ ٝ خظٞطب ٗز٤غخ اُغئاٍ

𝑙𝑛 :ارٕ   2.
𝑢

2
 ∙ 𝑙𝑛  2.

𝑣

2
 ≤ 1 

∙ 𝑙𝑛 𝑢 :ٝ ثبُزب٢ُ  𝑙𝑛 𝑣 ≤ 1 

𝐼𝑘  

𝑢

2
 

𝑢

2
 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين




