Correction de I'épreuve de Mathématiques G2E 2011

Probléme 1

1. Pour n =0, 0n a lim fo(z) =0 et fo(0) = \? > 0.
z—0~
La fonction fy n’est donc par continue sur R, et donc pas de classe C! sur R.

Pour n = 1, on remarque que

wzo et que Vit >0,

t)— f1(0 t) — f1(0
On a donc lim M:Oet lim M:)\Q%O.
t—0- t—0 t—04 t—20
f1 n’est donc pas dérivable en 0 et donc pas de classe C! sur R.

ft) = £10) _ o oxe

YVt <0
’ t—0

Soit alors n > 2. f,, est de classe C! sur R*, comme fonction constante sur R* et comme produit
de composée de fonctions C! sur leur domaine respectif sur R?.
Comme n > 1, on remarque que l(i)m fu= l(i)m fn = fa(0) =0 et f, est donc continue sur R.

+ —

On remarque ensuite que
VE <0, fi(t) =0 et Vt>0, f.(t) = \t""(n— M)e ™M
Comme n > 2, on a donc l(i)m I = l(i)m fr=0.
- +

D’apres le théoréme de prolongement de la dérivée, f, est donc de classe C! sur R.

Conclusion | f,, est de classe C! sur R si et seulement si n > 2.

2. Soit n > 0. Comme f, est continue sur [0; +o0o[ et admet une primitive de la forme t — P(t)e=*,

on a

VA >0, / ! fu(t) = [P(t)e‘”}OA = P(A)e™™ — P(0).

Or, d’apres les croissances comparées, et comme A > 0, on a Alim P(A)e”\A =0.
——+00
+oo
Pour tout n € N, I'intégrale fa(t)dt est donc convergente.

0
En utilisant le théoreme de comparaison, admettre la forme de la primitive n’était néanmoins

pas nécessaire.

Soit n € N. Soit A > 0, on effectue une intégration par parties, avec u(t) = e~ et v/(t) = t"

A g+l A A yntl Antl A A
/ (Dt = 22 |y / (—A)e Mt = N2 / o (D)t
0 n+1 0 o n+1 n+1 n+1J/,

Comme d’apres les croissances comparées, lim A"e 4 = 0, on a donc
n

1



3.

4.

D.

+00 1 [T
Vn €N, Fara(t)dt = 25 £.dt.
0 A Jo
+oo
On commence par calculer fo(t)dt = A.
0
too 1 +oo 2 Hoo 3 X2

Ensuite, fi(t)dt = =X =1, puis fa(t)dt = —, et / f3(t)dt = .

0 A 0 A 0 A2

+oo

On montre alors par récurrence que Vn € N, fu(t) = nI AT

0
L’initialisation a été vue dans les calculs ci-dessus, I’hérédité est conséquence de la question 2.
+00

Conclusion : | Vn € N, fo(t)dt = nI A"
0

Comme f; est une fonction positive, continue sur R, d’intégrale 1 sur R (question précédente),

’ f1 est une densité de probabilité. ‘

On remarque que f5 et f3 admettant des intégrales convergentes sur R les variables T; admettent
des moments d’ordre 1 et 2. En effet,

tf(t) = fat) et f(t) = fa(t).

Ces fonctions sont bien intégrables sur R car nulles sur R% et intégrables sur R, d’apres la
question 2. On a de plus

+o0 +oo

Bty = [ o= [ pwa=3 o B = |

0o 0 —00

+oo

£ f(t)dt = / o f3(t)dt

4 2
On a donc, d’apres la formule de Koenig-Huygens, V(T;) = E(T?) — (E(ﬂ))Z = % VRS VL
2

2
Pour i € [1,p], T; admet donc une espérance et une variance et E(7;) = 3 et V(T;) = beR

Le systeme S tombant en panne des qu’un de ces composant tombe en panne, I'instant T ou S
tombe en panne est donc la plus petite durée de vie de ses composants, i.e.

T =min{Ty,...,T,}.

On commence par calculer la fonction de répartition de T;.
Soit t € R, on calcule alors

Fr() =P(T <t)=1-P(T>t)=1-P(Ty > t,...,T, > 1)
=1—-P(Ty >t) x--- x P(T, >t) les variables T; étant indépendantes

=1— (1= Fr,(t)" les variables T} suivant la méme loi

On cherche alors la fonction de répartition de 717 :
comme Vt < 0, f(t) =0,on aVt <0, Fr,(t)=0;

t t
sit>0,ona Fp(t)=P(71 <t)= / f(s)ds = / A2se 5.
0 0

On calcule alors cette intégrale avec une intégration par parties :

t t
/ Mse Mds = [~ Ase ]} — / (=Ne Mds = —Me ™ —[e™]), =1 — (1+ X)e ™
0 0



9.

0 sit <0
1—(1+X)Pe P sit>0
On remarque alors que Fr est continue et dérivable sur R sauf peut-étre en 0. La variable T est
0 sit <0
Nitp(1 + Mt)PlePM '

On adonc| Vt € R, Fr(t) = {

donc une variable a densité et | Vi € R, fr(t) = {

Cette fois, on a W = max(7T},T»), le temps de la panne étant I'instant ou les deux composants
du systemes ont cessé de fonctionner.
Site R,ona

Fw(t)

PW <t)=P(T, <t,Ty < t)
P(Ty <t) xP(Ty, <t) car Ty et T, sont indépendantes
P(Ty <t)* car T} et T, suivent la méme loi

0 sit <0
(1= (14 x)e™)? sit>0

et dérivable sauf peut-étre en 0, W est une variable a densité et une densité de W est

Comme Fy, est continue sur R

On a donc | Vt € R, Fy (t) = {

0 sit<0
VieR, fw(t) =
fr(t) {2A2te—Af(1 —(T4+Xt)e™) sit>0

Soit t € R.

On remarque que si (77 > t), alors le premier composant fonctionne au moins jusqu’au temps ¢
et donc le systeme V' aussi. On a donc (17 > t) C (W > t).

On remarque aussi que si (7' > t), alors le systeme S fonctionne au moins jusqu’au temps ¢, et
donc que tous ses composants fonctionnent au moins jusqu’au temps .

On adonc (T'>t) C (Th > t).

Le méme raisonnement est valable pour le second composant, d’ou

VteR, Vie{l;2}, (T>t)C(T;>t)C (W >1).

On a donc en particulier | Vt € R, Vi € {1;2}, P(T > ) < P(T; > t) < P(W >t).
La probabilité que V' fonctionne au moins jusqu’au temps ¢ est supérieure a celle de S et donc
’ le systeme V est plus fiable que le systeme S. ‘

a. On considere les événements
Vi e [1,p], A;: «'élément tiré au hasard a pour durée de vie T; »
Vi€ [l,q], B; : « 'élément tiré au hasard a pour durée de vie U; ».
Comme on tire un et un seul élément, la famille (A;,..., A,, By,...,B,) est un systeme
complet d’événements. Qui plus est, tous les éléments ayant a priori la méme probabilité
d’étre tiré au hasard, on a, d’apres la formule des probabilités totales,

1

1
Vie [L,p], P(4)= —— et Vje[lq], P(B)=—
[1.p], P(4) e [1.4], P(B;) p——



Soit alors t € R.
p q
P(X<t)=) P(X<tnd)+» PX<tnB)
i=1 j=1

q

S P(X < AA)P(A) + SO P(X < B)P(B,)

J=1

= ot q (;P<Ti <t)+) P St))

J=1

—_

p q
= Fr, (t) +
p+q (0 p+q
La fonction Fx est donc continue sur R et dérivable sauf peut-étre en 0. X est donc une

variable aléatoire a densité et une densité de X est donnée par
0 sit<O0
Py 4 2emt it >0
p+q p+q

. Soit A > 0. On calcule

/tfx I—/ tfr (t df-i‘—/ tfu, (1)

A A
2 2

A—+oo Jg A—+oo Jg

FU1 (t)

Vi€ R, fx(t) =

+oo
L’intégrale / tfx(t)dt est donc convergente.

— 00

2
X admet donc une espérance et E(X) = SN Sy

p+q A ptqg p
. On suit le méme raisonnement pour montrer que X admet une moment d’ordre 2.
Soit A > 0. On calcule

A A A
9 B P 2 q 2
| essar= 2 e 4 [ oar

p+q
Or, on a vu a la question 1.5 que
A A 6

6
: 2 _ : 2
Al_lH_loo i t° fry (t)dt = 32 et que AETM i t° fu, (t)dt = ek

On en déduit donc que X admet un moment centré d’ordre 2 et que

6 6
EXxY) =L x24T 2

p+q X p+q p?

| X admet donc une variance | et

V(X):LX%+LX%_(LXE+LXE)2
pt+q N pt+q p p+q A pt+q




Probléeme 2

1.

a. Montrons que f est linéaire :
Soient u = (z,y) et v = (z/,y') deux vecteurs de R?. On calcule

flutv)=f(@+a"y+y)) =(—y—y,a+2) = (~y.2) + (=y,2") = f(u) + f(v).

f conserve donc 'addition.
Soient u = (z,y) € R* et A € R. On calcule

fQw) = f(Az, dy) = (=Ay, Ar) = A=y, ) = Af(u).

f conserve donc la multiplication par les scalaires.

Comme de plus f est définie et & valeurs dans R?, on a| f est un endomorphisme de R2.
Posons alors vy = (1,0), v1 = (0,1), v3 = (=1,0) et v3 = (0, —1). Alors la famille (vo, vy, va, v3)
est comme désirée. En effet, on peut vérifier que

v = f(vo), w2 = f(v1), wv3=f(va) et wy= f(vs).

Qui plus est, (v, vy, ve,v3) est bien génératrice de R? puisqu’elle contient (vg, v1), la base
canonique de R?.
La famille (v, vq, v9, v3) vérifie les propriétés demandées.

b. Soit (e, es) la base canonique de R?. On a alors | M, ¢,)(f) = ((1) _01> Pour déterminer

les valeurs propres de M, on se donne A € R et on calcule Rg(M — A1) :

-2 —1 1 =
Rg(M—)\IQ):Rg( 1 _)\):Rg(_/\ _1) Ly «— L,

1 —A
:Rg(o _1_)\2) L2<—>L2+)\L1

1 siA=41

2  sinon

On en déduit que Rg(f — Mg) = {

M admet donc ¢ et —i comme valeurs propres ‘

2. On revient ici au cas général (ceci n’est pas précisé par 1'énoncé).

On peut commencer par montrer par récurrence que
Vi € [[O,Tl - 1]], V; = fi(Uo).
L’initialisation est évidente puisque f° = I. L’hérédité vient de ce que vy = f (v3).

Montrons que [ = Ig
On a vy = v, = f™(vg). Alors, sii € [0;n — 1], on a

vi = f'(vo) = f o [ (o) = f"o fi(ve) = f™(vi).

Mais la famille (v;)o<i<n—1 est génératrice de E. On peut donc extraire une base de E constituée
de v; : (v;,v;) puisque E est de dimension 2. On a alors

VA e R, ff(Av; + pvj) = A" (v) + pf"(v) = Av; + pw;



et donc f" = I.
Soit alors 0 < p < n. Montrons par l’absurde que fP # Ig.

Si ¢’était le cas, on aurait v, = fP(vy) = vo mais les (v;)o<i<n—1 sont deux a deux distincts.
Onadonc| f*=1IgetVpe |[l;n—1], fF # Ig.

3. Soit alors A une valeur propre (complexe) de f. Comme f™ = I, on a forcément A" = 1
(en effet, si u est un vecteur propre associé (complexe) associé a A\, onau = Ig(u) = f™(u) = \"u)

et donc : |les valeurs propres (complexes) possibles de f sont les e2rrin p e [0;n —1].

4. Soit ig € [0;n]. Supposons par l’absurde v;, vecteur propre de f. Alors tous les v; sont colinéaires
a v;,, car
Vig+1 = f(UiO), ooV = fn_ZO(UZ‘O), .

et la famille (v;)p<i<n—1 ne peut étre génératrice de E.

Pour tout ¢ € [0;n — 1], v; n’est vecteur propre de f.

5. Soit 7 € [0;n — 1]. Comme v; n’est pas vecteur propre de f, v;11 = f(v;) ne peut étre colinéaire
a v; (aucun des deux ne peut s’annuler sans quoi tous les v; seraient nuls). La famille (v;, v;11)
est donc libre.

Or, (v, v;11) est une famille libre de E constituée de 2 vecteurs et dim F = 2.

Pour tout ¢ € [0;n — 1], (v;, v;11) est donc une base de E. | On calcule alors

fvi) =vig1 =0 x v+ 1 X v
Et comme (v, v;41) est une base de F, le vecteur f(v;;1) s’écrit bien a;v; 4+ bjv;y1.

On a donc | M; = My, 0, )(f) = ((1) ZZ) :

6. Soit i € [0;n —2]. On a
f(vit1) = avi + bivip
d’ou
fit2) = fo f(vir1) = aif (vi) + bif(vit1) = avisr + bivigo
On a alors immédiatement que Vi € [0;n — 2], M; = M;,4.
Par récurrence, on montre alors que toutes les matrices M; sont identiques.
Sii,j € [0;n — 1], alors M; = M;.

Probleme 3

Partie A
1. Soit n € N. De u,, = atp1 + (1 — a)u,—1 on déduit a(upr1 — uy) = (1 — a)(u, — Up—1)
l1—a
On a donc| Vn € N*, v, = Up—1-
a
; N . l—a
La suite (v,)nen est donc géométrique de raison r = .
a

(Un)n est alors constante si et seulement si =1, i.e si et seulement si 1 —a = a, i.e. si et

seulement si a = 1/2.



On a alors, Vn € N, uy11 — Uy = uy — ug = Uy.
La suite (u,), est alors arithmétique de raison u; et donc Vn € N, w,, = ug + nu; = nuy.

(Un)nen est constante si et seulement si a = 1/2. Alors, Vn € N, w,, = nu;.

Les relations demandées sur N* par [’énoncé sont en réalité valables sur N.

. Soit n € N. On a

On a donc

1
un—l—l == 1 X Un+1 +O X un et un+2 fd —(un+1 — (1 — a)un)
a
1 1—a

1 1—a
Unp+2 — - - Unp+1
()= (5 ) ()

La matrice A = (a a ) vérifie Vn € N, U, 11 = AU,.

1 0
(0)-()-0)
=4 a =
1 1 1
Pour tout a €]0; 1[, 1 est valeur propre de A.
Soit A € R. On calcule

1 1—a
SN — 0 —1/a+1+ X a— )\
Rg(A—AL) = Rg <a1 ‘ )zRg (1 /e - /e ) Ly — Li—(1/a—\)L,

. Soit a €]0; 1]. On calcule

Or,ona —1/a+1+Aa—X=—-A—-1)(A+1—-1/a) On a donc

1 siA=1
Rg(A—AIQ): 1 si)\zl/a—l
2 sinon

En particulier, si 1 # 1/a—1, i.e a # 1/2, la matrice A est bien diagonalisable, puisque d’ordre 2
et ayant deux valeurs propres distinctes.

En revanche, si @ = 1/2, la matrice A n’est pas diagonalisable, puisque son seul sous-espace
propre (celui associé a 1) est uniquement de dimension 1.

A est diagonalisable si et seulement si a # ag ou ag = 1/2.

. Soit alors a # 1/2.

1 1
On a vu que A (1) = (1)

On cherche alors un vecteur propre associé a la valeur propre 1/a — 1. On résout donc

(I1—a)y 1-—a

T
T T - = = Z 1—a
A =(1/a—1 ssi a a a ssi x =
<y> 1/ )(y> T 1—a Y

Y

a



1 AN
Le vecteur ( a a) est un vecteur propre associé a 1/a — 1.

1 0 1 1—a
EnposantalorsD—(O 1/@_1> etP—(1 a ),onadoncAP—PD.

La matrice P est inversible car c’est la matrice d'une base de R? (famille de deux vecteurs
propres associés a des valeurs propres distinctes dans R?).

(1 0 (1 1-a) . B .
D_<O 1/@_1) etP—<1 a )verlﬁentA—PDP )

5. On suppose encore que a # 1/2.
On vérifie alors, par récurrence, que Vn € N, U, = AUy, et que Vn € N, A" = PD"P~ %,

. . (1 0
Or, comme D est diagonale, D" = (0 (1/a— 1)n)
De ce que [ " ) =P 1 0 Pt (") on déduit qu'il existe A et B réels tels que
d n 0 (1/a—1)" o d 4

VneN, u, =A+ B(l/a—1)".
De ce que ug =0, on a A+ B =0 et donc

20 — 1
a

uw=A—-—Al/ja—-1)=A2—-1/a)=A

auy . auy n
2a_1.Onad0nc Sia#1/2,¥neN, un:2a_1(1—(1/a—1) ).

Ce résultat aurait pu étre obtenu en utilisant des suites récurrentes linéaires d’ordre 2.

On a donc A =

6. On suppose que ng > 1 vérifie u,, = 1 (et que 'on se trouve toujours dans le cas a # 1/2).
Alors 2au1 . (1-(1/a—1)™) =1.
2a — 1

~a(l=(1/a—1)m)’

On en déduit que | sia # 1/2,Vn € N, u, =

On a donc | uy

1—(1/a—1)"
1—(1/a— 1)’

Si I'on suppose cette fois que I'on est dans la situation out @ = 1/2, on a donc

1 = up, = nouy

et donc | sia=1/2,Vn € N, u, = .
o

Partie B

7. Considérons I'événement U, ;, : « le joueur gagne n euros ».
On pose aussi A; : « le résultat de la premiere expérience est A. ».
On peut décomposer 'événement U, . dans le systéme complet d’événements (A, A;).

P(Un,k) = P(Un,k’Al)P<Al) + P(Un,k‘A_l)P(A_O

Maintenant, d’apres 'énoncé P (U, ;) = ppk-
Par contre, on a P(U,x|A1) = pni+1, car sachant A;, c’est a dire sachant que la premiere



expérience a rapporté 1 euros, on peut supposer que le jeu commence cette fois a la fin de la
premiere expérience mais qu’alors le capital du joueur est k + 1 euros.
De méme, on peut interpréter P(U,, x| A1) comme py, 1.

On a donc |\Vk > 1, pui = appi+1 + (1 — a)pp 1.

Mais en appliquant la formule des probabilités totales a ’événement
Voi © «le joueur finit ruiné » avec le méme systeme complet, on a

P(Vn,k) = P(Vn,k‘Al)P(A1> + P(Vn,k‘A_l)P(A_1>

En suivant des interprétations similaires aux précédentes,
ona| Vk>1, gor = aqui+1 + (1 —a)gni—1-

. On remarque que p, o = 0 et que p,,, = 1. On utilise alors la question 3.6 :
1—(1/a—1)*
1—(1/a—1)"

k
sia=1/2,Vk € [0;n], por = -

sia#1/2,Vk € [0;n], por =

On ne peut néanmoins appliquer la partie A directement a g, j puisque ¢, o =1 et ¢, = 0.
Néanmoins, ¢ vérifiant la méme relation de récurrence s’écrit aussi (on suppose ici a # 1/2)

Vk €N, qur = A+ B(1/a—1)".

De g,o=1,ona A+ B =1 et donc Vk, g, =1 — B+ B(1/a— 1)~

D 0 1=B(1-(1/a—1)") et donc Yk € [0; o L= (a1
e npn=0,0nal=DB(1-(1/a—1)") et donc Vk € [0;n], gns = a1
Dans le cas ot a = 1/2, on a encore (g, x)r arithmétique et donc, Vk, ¢, = Ak + B.
De ce que ¢,p=1et ¢, =0,ona B=1et An+1=0dou A=—1/n.

k
On a donc Vk € [0;n], ¢ur = —— + 1.
n

1—(1/a—1)
1= (1/a—1)"

k
sia = 1/2’ Vk S [[O7n]]7 Qn,k = - +1
n

1

sia#1/2,Vk € [0;n], qur

En conclusion,

. Sia=1/2, on a clairement lim p,; = 0.

n—-+00

Sia>1/2,ona0<1/a<2etdonc—1<1/a—1<1. Onadonc lir+n Pk =1—(1/a— 1)k
Sia<1/2,onal/a>2etdoncl/a—1>1. Onadonc lim p,;=0.

n—+o0o
0 sia<1/2
1—(1/a—1)* sinon '

Si a < 1/2, la probabilité que le joueur puisse atteindre un gain aussi haut que désiré est nulle.
En revanche, si a > 1/2, cette probabilité est non nulle.

En conclusion, | lim py,; =
n—-4oo

. A priori, ces événements ne forment pas un systeme complet d’événement dans la mesure ou le
jeu peut donner lieu a une infinité d’expériences si gains et pertes se compensent.
En revanche, on remarque que (quel que soit a)

Vk € [1;n], pog + ¢ui =1



11.

Dn, i désignant la probabilité de « le joueur gagne n euros » et g, i la probabilité de « le joueur finit
ruiné », et ces deux événements étant incompatibles, p,, , + ¢, désigne en réalité la probabilité
que « la partie se termine. »

« la partie se termine » est un événement presque certain.

a. Pour que le joueur gagne, il faut et il suffit qu’il ait 5 euros. L’expérience doit donc amener
deux fois le résultat A de plus du résultat B.
En notant :
G : « le joueur gagne en moins de 6 coups »,
A; : U'expérience i amene A,
B; : Pexpérience i ameéne B (B; = A;) on trouve alors que

Ge=(A1NA)U(BINANA;NA)U (A NByNA3N Ay)
U(BINANBsNA;NA;NAg) U (B NA N A3 N ByN As N Ag)
U(AINByNBsNA;NAsNAg) U (A N By N A3 N By N A5 N Ag)
U(BiNByNA3N Ay N Az N Ag)

En remarquant qu’il s’agit d’une union d’événements deux a deux incompatibles et en utili-
sant la formule des probabilités composées pour calculer chacun d’entre eux, on a

P(Gg) = a® +2a*(1 — a) + 5a*(1 — a)?.

29
Comme a = 3 la probabilité que le joueur gagne en moins de 6 coups est 61
b. Pour que le joueur perde, il faut qu’il n’ait plus d’argent, I'expérience doit donc amener
trois B de plus que de A. En notant
Fs : «le joueur perd en moins de 6 coups »,
on trouve que

P6:(BlmBszg>U(AlﬂBgmBgmB4mB5>
U(B1NAyNBsNB,NBs)U (BN ByN A3 N ByN Bs)

En suivant le méme raisonnement que dans la question précédente, on a

P(Ps) = (1 —a)®+3a(l —a)*.

7
Comme a = 5 la probabilité que le joueur perde en moins de 6 coups est 33

c. Si on note J; « le joueur joue au moins 7 coups », la famille (Gg, Pg, J7) forme alors un
systeme complet d’événements, et donc

P(J7) = 1~ P(F) ~ P(Gy) = o




