Corrigé G2E 2010

PROBLEME 1

Ce probleme est fortement inspiré d’une partie de I’épreuve ESSEC II 2001 (section ECS).

+ 1
1.1. a) Larelation " " + " (formule de Pascal), est connue de tout bon BCPST.
p +1 p p +1

Elle se démontre sans douleur :

(Zj+(p’-1i-lj: p!(nnip)!-'_(p+1)!(,:1!—p—1)!

:(p+1)!(hn_p)!(P+l+n—p)

(n+1)!
TEDRCEEVESIA

n n n+1
d’ou : + =
(pj {p+1j (p+1j

0+1 0 k=0 (k o (n+1 ker (k )
b) e =1= = z , I’égalité = z est donc vraie
0+1 0 o Lo p +1 K= LD

pour (n, p) =(0,0).

R 1+1 1 1 k=l (k .
De la méme facgon, =2 = + = z , on a donc bien
0+1 0 0 o Lo
+ 1 ksr (k
(n ]: Z[ ]lorsque(n,p)z(l,O).
p

p+1 k=p
) 1+1 1 k= k n+1 ken (k . )
Enfin, =1= = : = z est également vrai pour
1+1 1 | p +1 =y LP
(n,p)=1(11).

¢ ¢  On considere maintenant, comme 1’énoncé le demande, un entier n € [1 tel que:
n+1 ek
vrelonl (PSS (N] o
p+1 Ky \P

Alors pour tout p € [10, n[]:



k=n+1 k k=n k n+1
-2 ()
k=p p k=p P p
n+1 n+1 N
= - d’apres ()
p+1 P
n+ 2 Tapres a)
= apres a) ,
p+1 P
+2 k=n+1 k
on a donc bien [n j: Z ( J
p+1 = \p

e ¢ ¢ On conclut en détaillant la récurrence suggérée :

Hypothese

Pour tout n € [, on définit la propriété # (n) par:

9 (n) & ¥ peo,nll, [”:H:z ("J

P k=p P
Initialisation
) 0+1 0 'k
On a montré que =1= = . On a donc
0+1 0 o L0
0+1 &k
H(0) VpED0,0D,( J:Z(J
p+1) = (p
Hérédité

n+ 1 ' k
Soit n € [] ;supposons # ( n ). Alors pour tout p € []0, n[], ( .\ 1] = > [ ] ; par
p p

n + 2 k=n+1 k
conséquent, d’apres ®® : V p € []0, nD,( ] = Z ( J
p+1 K= p p

) n+ 2 Lk
On a par ailleurs 5= 1= > ,dou H (n+1):
p

n + k=n+1
+2 k=n+1 k
VpeDO,n+1D,(n J: 3 [ ]
p+1 i—p P

Conclusion

9 (0) est vérifiée, et la propriété # est héréditaire, le principe du raisonnement par récurrence

assure donc que pour tout n € [J ,ona # (n) :



Vnel],VpeDO,nD,[n—Fllj:kZ_:n(kj

p+ k=p p

c) e Enchoisissant p = 1 dans la relation précédente, il vient :

k=1 1 k=1 2

. k=n k +1 k=n 1
Vnel , Z{ J:(HZ j,soit S, = Z kzm , ce que le cours

confirme.

) ) k=n (k n+1 R
e ¢ Sil’on prend maintenant p = 2,ontrouve: V n = 2, z ) = 3 ,d’ou
k=2

k=n k(k_l) (n+1)n(n—1) 5. . . PN
z : - < (le terme d’indice 1 ajouté a la somme est nul).
k=1

o (n+1)n(n-1)
On en déduitque | S, = 3 , et ’on remarque que cette formule reste

trivialement valable dans le casou n = 1.
. i ken [k n+1 R
ee e Onchoisitenfin p = 3,etl’'ona: V n 2 3, z 3 = 4 . La encore, on peut
k=3
ajouter les termes d’indice 1 et 2 (nuls) a la somme obtenue, et, en explicitant les coefficients
‘S k(k—-1)(k=2) (n+1)n(n-1)(n-2)

binomiaux, on aboutit a I'égalité »_ = :
k=1 6 24

(n+l)n(n—1)(n—2)
4

dou| §, =

A nouveau, on acheéve en remarquant que le résultat reste correct lorsque n = loun = 2.

1.2. e Soitdonc j € [12, n[] ; I’éveénement ( Y < j ) est réalisé si et seulement le plus grand des deux

numéros tirés est inférieur ou égal a j, donc si et seulement si les numéros tirés sont tous deux

inférieurs ou égaux a j .
j n
lya [ ; J facons de choisir deux numéros distincts entre 1 et j, et au total [ 5 J choix possibles de

deux numéros distincts entre 1 et n ; tous ces choix étant équiprobables, on a bien




Ce résultat reste vrai lorsque j = 1 : puisque 1’on choisit deux numéros distincts entre 1 et n, le plus

grand des deux est au moins égala 2, dou | P(Y <1) =0 = —%£

P(Y=j)=P(Y<j)-P(Y<j-1)

LT

‘apres a) ,

j -1
o . 1 2(j-1) .
etainsi| P(Y = j) = { = . Cette formule reste valable lorsque j = 1, carelle
n}

donne bien P (Y =1) = 0.

1.3. Le raisonnement est analogue a celui que I’on a utilisé dans la question précédente :
e Pourie[]l,n — 1[];’évenement ( X = i) estréalisé si et seulement le plus petit des deux

numéros tirés est supérieur ou égal a i, donc si et seulement si les numéros tirés sont tous deux

supérieurs ou égaux a i.

n—1+1 o . n o
On a ( 5 j choix simultanés de deux numéros entre i et n, et touJours( 5 ] choix simultanés

n—1i+1
. N . 2
de deux numérosentre 1 et n,d’ott | P(X 2i)=~——+%

2




1)
)

impossible que le plus petit des deux numéros choisi soit supérieur ou égal a n .

On remarque, la encore, que cette formule reste valable lorsque i = n : est nul, et il est

e o On déduit ensuite du résultat précédent que pour tout i € [J1,n — 1[]:

P(X=i)=P(X2i)-P(X >2i+1)
(n—zi+1j_(n2—ij
Y

etl'onadonc | P(X =i)=———= |. Cette formule reste valable lorsque i = n, car elle donne

bien P(X =n) =0.

1.4. o Le plus grand des deux numéros obtenu est strictement supérieur au plus petit des deux... le

couple ( X, Y ) estdonc a valeurs dans 'ensemble F = {(i, jyelnnll’ 1i< j}.
Notons que choisir un élément de ¥ revient a choisir deux éléments distincts de []1, n[] (il n’y a ensuite
qu’une seule facon de les ranger dans I’ordre croissant). On en déduit que le cardinal de F est égal
(n
a .
2
Notons de plus que, puisque le tirage est effectué au hasard, tous les couples de jetons ont la méme

probabilité d’étre obtenus. Il en résulte, par symétrie, que pour tout élément (i, j ) de F :
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2(j -1
dou| P(Y =j) =
o | P(Y = j) (1)
oo Pourtouti e [J1,n[l,P(X =i)= Y P(X=iY=j)= Z #,
ji(i.j)eF j:i+ln(n_1)
2(n—1i)

onadoncbien | P(X =i) =

e e o [es variables aléatoires X et Y sont évidemment indépendantes (car certaines) lorsque n = 2.

Pour n > 2, | X et Y ne sont pas indépendantes |, car d’apres ce qui précede, on par exemple

2(n—2) 2
n(n—l) n(n—l)

P(X =2,Y=2)=0,alorsque P(X =2)-P(Y =2)= # 0.
1.5. a) e Puisque X esta valeurs dans |1, n — 1[], la variable aléatoire n + 1 — X est a valeurs dans
En+1—(n—l),n+l—lH=D2,nD.
Pourtout j € [J2,n[l,P(n+1-X =j)=P(X =n+1- j),doudapres 1.3.:

P(HH_X:J_):z(n;EZii)—j)):zgij;:p(y:j):

Les variables aléatoires n + 1 — X et Y suivent la méme loi ‘

On pouvait raisonner de maniere différente, et sans méme connaitre les loisde X et Y:
supposons que le jeton numéroté n sur une face porte, sur I’autre face, un numéro 1°, que le jeton

numéroté n — 1 porte aussi un numéro 2 *, et ainsi de suite : pour tout k € 1, nll, le jeton

*

numéro k porte également le numéro (n + 1 — k) . Considérons alors les variables aléatoires

X " et Y représentant respectivement le plus petit et le plus grand des deux numéros étoilés
obtenus lors du tirage. Il est clair que ¥ suit la méme loi que Y ; d’autre part, on a
Y" =n +1- X (le plus grand des numéros étoilés obtenus est égal & j si et seulement le plus

petit des numéros non étoilés obtenus est égal & n + 1 — j,doncsietseulementsi n + 1 — X est

égal a j). On retrouve ainsi le faitque| n + 1 — X et Y suivent la méme loi

e o Toutes les variables aléatoires mises en jeu ici suivent des lois finies, et admettent de ce fait

une espérance et une variance. Puisque n + 1 — X et Y suivent la méme loi, elles ont méme

espérance et méme variance: | E(n +1 - X)=E(Y) |et | V(n+1-X)=V(Y)
6-




b) e Larelation E(n + 1 — X ) = E (Y ) donne, par linéarité de I’espérance :

E(n+1)-E(X)=E(Y).doa| E(X)=n+1-E(Y)

On sait que pour tous réels a, b,V (a X + b) = a’V ( X ) ; on peut donc déduire de I’égalité

Vin+1-X)=V(Y)que|V(X)=V(Y)

e e  Par définition d’une espérance, E ( z iP( , puis d’apres 1.2.,
E(Y) = (n - 1 Z j(j=1) ﬁsz.owédunalomde 1.1.c) que
2(n+1) . :
E(Y) = — .Larelation E(X ) =n + 1 - E(Y) donne ensuite
n+1
E(X) =
(x) ="

1.6. e D’apres le théoreme de transfert,
E(Y(y -2))= Z j(i=2)P(Y =)
= ~1)(j-2)=
wns D) Z j(J (j-2)

n

(n+1)(n—2)
2

et'onentire d’apres Llc.:| E(Y (Y - 2)) =

(n+1)(n—2)
2

>

e o A nouveau par linéarité de I’espérance, on en déduit que E ( ) -2E(Y) =

4(n+1)+(n+1)(n—2)_(n+1)(3n+2)

puis d’apres 1.5.b):| E ( Y? ) = 3 5 = .

e o ¢ Enfin, par définition d’une variance,

V(Y)=E(v?)-E(y) = (n+1)(3n+2) 4(n+1) (n+1)(n-2)

6 9 18

On sait alors (cf. 1.5.b) ) que I’'on a également | V ( X ) =




1.7. Ca commence a devenir un brin répétitif, mais...

* Lethéoreme de transfertdonne E (X (Y —2)) = > i(j-2)P(X =i Y =j);

deuxieme que I’on a

E(X (Y -2)) ﬁi(u—z)zt}

S

z j(j=1)(j-2) dapres 1.1c)
n —1

ZJ J-1)(Jj-2),

n—l

et, en utilisant encore une fois 1.1.c), onentire: | E ( X (Y -2) ) =

e o Un nouveau petit coup de linéarité de 1’espérance permet de déduire de ce qui précede que

(n+1)(n—2)+2(n+1)
4 3

E(XY)

E(X(Y-2))+2E(X) =

(n+1)(3n+1)
12

1.8. e Par définition d’une covariance, puis d’apres les questions 1.7. et 1.5.b):

E(XY)—E(X)E(Y):(n+1)4(n_2)_z(n;1)2

cov ( X,Y)

(n+1)(n— 2)
36

e o Le coefficient de corrélation p ( X,Y ) de X et Y existe si et seulement si leur variance

+ 1 -2
commune (n )lén ) est non nulle, donc si et seulement si .
iy . cov (X.Y) \
Lorsque cette condition est remplie, ona p ( X,Y ) = \/ ( ,d’ol :
V(X
(n + 1)(n - 2)
1
pP(X.Y)= 36 -=3
(n + 1)(n - 2)
18

On remarque, bien sir, que la valeur de p ( X ,Y ) ne dépend pas de n.
-8-



PROBLEME 2

2.1. a) Lafonction g: x — \/; - x = \/7(1 - ﬁ)est positive sur [O,l],négative sur [1,+oo[.

En outre, g s’annuleen O eten 1, et uniquement en ces points.

b) Supposons donc que ¢t > 1.

e Montrons par récurrence que pour tout n € [J , la propriété @ ( n ) 1< x < x, estvraie.

n+1
Initialisation
Ona x, =t > 1, et’on en déduit que x, = \/Z > 1. De plus, puisque x, € [1, + oo,
X, - x, = \/Z - x, = g (x,) estnégatif, onadonc bien ? (0): 1 < x, < x,.
Hérédité
C’est une copie conforme de 'initialisation :

Soit n € [1, supposons @ (n ). Alors x,,, = 1,donc x,,, = /x,,, = 1,et,comme

- _ - % AT
- X - xn+l xn+l_g('xn+l)so’d0u

X € [1,+c[,ona x bl

n+1 n+2

G’(n+l):1£x < x

n+2 n+1°

Conclusion

D’apres le principe du raisonnement par récurrence, @ ( n ) est vraie pour tout n € [ , ce qu’il

fallait démontrer.

e o [len résulte que la suite ( X, ) : est décroissante, minorée par 1, et le théoréme de la

ne

limite monotone assure qu’alors X est convergente | Notons ¢ sa limite ; on a
n D
ne

également lim x ,, = /,etlafonction x > |/ x estcontinue en ¢ ; ceci autorise a écrire, en

n— +oo

passant a la limite dans I’égalité x,,, = /x, ,que { = \/7 On en déduit que ¢ = 0

ou / =1 ;onécarte le cas / = 0, impossible puisque (xn ) | est minorée par 1, etl’on
ne

conclutque | lim x, =1

n— +oo

¢) Oui, ben on ne va pas non plus tout recommencer...



On montre de la méme fagon qu’en b) que pourtout n € U, 1 > x, ,, = x,.Lasuite

( X, ) | est donc croissante, majorée, par conséquent elle converge. Comme en b), sa limite ne
ne

peut étre égalequ’a 0 oua 1; lim x, = O estexclu puisque la suite est minorée par son

n— +o

premier terme x, = t > 0,onadonclaencore | lim x,6 =1

n—+ow

2.2. Pourtout n € [J

W, —u, =2"""(x,,, —1)=2"(x, 1) =2""(x,,, 1) = 2" (x7,, - 1),
dou| u,,, —u, = 2”( X ., +2x,,, - 1) = —2”()(}1+1 - 1)2
On en déduit que pourtout n € [ , u,,, —u, < 0 :| lasuite (un )MD est décroissante

2.3. Alors, de méme :

donc

et’on en conclut que | la suite ( v, ) | est croissante

by -1 x, —1
1 +1
vnED’vn+1_vn:un+l_un:2n+n—_znn—
xn+l 'xn
2
X -1 by -1
n+1 n+1 n n+1
=gt Zexl o gnlnrl
xn+1 'xn+1
2n 2n 2
f— p— p— 2 — — —
Var1r =V = 2 (zxrz+l(xn+l 1) ('xn+l 1))_ 2 ('xn+1 1) 20,
‘xn+1 xn+l

ne

x
24, Pourtoutne J,u, —v, =2" (xn - 1) -2 =2
xn le
donc| u, —v, 20
2.5. D’apres ce qui précede, onapourtout n € 0, u, = v ,etlasuite (vn ) | est croissante.
ne

Il en résulte que pour tout n € U, u, = v, :la suite ( u, ) _est minorée par v, et on sait qu’elle

est décroissante, donc, d’apres le théoreme de la limite monotone, ( u, ) | converge
ne

n ne

De la méme fagon, ( v, ) | est croissante, majorée par u ,, et de ce fait ( v, ) | estconvergente
ne ne

-10 -



- Drapres 2.1., la suite (xn ) | converge vers 1. L’égalité

ne

2.6. Notons L la limite de (un )

ne

u
V nell, v, =— permet alors de retrouver la convergence de (vn ) _ » etassure que
ne

X

n

les suites (un ) et (vn ) . admettent la méme limite
ne ne

lim v, = L:

n— +o

tend vers L en décroissant, on a donc

nell

2.7. (vn )ne : tend vers L en croissant, (un )

pourtoutn € ,| v, <L <u,

N . 1
En particulier, v, < L < u,soit 1 — 1 SL<x,—-1l,ouencore:| 1--<L<7t -1
X, t
2.8. Lorsque ¢ = 1, I'inégalité ci-dessus donne immédiatement | f (1) = 0
2.9. e L’encadrement 1 — 1 < L <t —1prouvéen 2.7. s’écrit maintenant 1 — 1 <f(e)<se-1
t t

En divisant par ¢ — 1 (attention au signe...), on déduit de celui — ci que

IA
-~
|
|
(@]
—
<
-~
m
=
+
8
~ | —
IA
\
—_
~
IN
[—

Ve o, 1], 1< f (1)

On a alors immédiatement par encadrement | lim

- 1
f (l) f ( ) = 1 . Par définition d’un nombre

e o On peut réécrire ce résultat sous la forme : lim

,etque| f7(1)=1

dérivé, ceci signifie que | J estdérivable en 1

-11 -



Les suites ( X, ( t, - t, ) ) et ( X, (tl ) X, ( t, ) ) ont méme premier terme, et vérifient

ne nell

la mé&me relation de récurrence, une récurrence simple montre qu’alors elles sont égales :

Vi el ,Vt,el, Vnel],xn(tl-lz)zx,,(tl)'xn(fz)

b) Pourtout n € [,

w, (tyt,)—u, () —u, (t,)=2"

=2"(x, (t,)=1)(x,(r,) - 1)
=2"u tl)un(tz)
Les suites (un (t1 )) et (un (rz)) étant bornées (car convergentes), on en déduit que
nlinilm(u,,(t1 tz)—un(tl)—un(tz))zo

¢) On a par définition de f, lim un(tl-tz) = f(tl-tz), lim un(tz)z f(tz),

n — +oo n — + oo

lim u, ( t, ) =f ( t ), le résultat précédent donne donc immédiatement :

n — +oo

f(tl'tz):f(tl)Jrf(tz)

2.11. a) Avec les conditions de I’énoncé, les réels t, = ¢ et r, = 1 + — sont strictement positifs, et
t

I’on peut donc leur appliquer le résultat de la question précédente.

Onobtientf(l +?j + f(1) = f(t(l +?D =f(t+h),dou:

b) La fonction f étant dérivable en 1, elle y admet un développement limité a I’ordre 1, donné

parf(x)ff(1)+(x—1)f’(1)+o(x—1)T(x—1)+o(x—1).

*

Onadonc f (1 + y) =y + o(y),etainsi, pour tout t € [1 | fixé:



On déduit alors de I’égalité f (t + h) — f (1) = f(l +?jque
f(t+h)— f(1) hZO;h + o(h), ouencore : S+ h}z - /() h:0%+ o(1).
f(t+h)=f(1)

Cela revient a dire que lim = - |1a fonction f est donc dérivable en toud
h—0 t

h

1
o

point ¢ de [ |, etpourtoutt € 0", f’(t) =

c) D’apres la question précédente, f est une primitive de ¢ + — sur [J | ; il existe donc une
t

constante ¢ € [] telle que pourtout € U, f(t)=Int + c.

0, et que | f est la fonction In |

On sait de plus que f (1) = 0 ; onen conclut que ¢

! -
2.12. Une récurrence facile permet de prouver que pourtout n € [ , | x, (¢) = ( x, (1) ) 2" =2

1

Int
Il en résulte que pour tout n € [, u, (1) = 2”(r2" - IJ,soit; w, (t) = 2”(62” - 1)

) In ¢ . o ) s ..
Comme lim —— = 0, il est correct d’utiliser le développement limité a I'ordre 1 au voisinage

n — +oo

de 0 de la fonction exponentielle, et d’écrire que u, (1) = 2”(1 + 1; L 4o (2_1’1 D

n—+ow

Mais alors, u, (t) = 1Int + o(1) :onretrouveainsi lim u, (7) = In ¢, soit:

n— 4o n— 4o

f(t)=Int |,pourtoutt e U .

PROBLEME 3

3.1. Soient a et b deux réels. On a

- 13-



- - 1+ +bh(1-
Vxel,3x+12k: a_ b @Vxel,3x+12k=a( x) ( x)
1—x 1-x 1+ x 1 —x 1 —x

<:>‘v’xeI,3x+1—7u=(a—b)x+(a+b) (1)

En identifiant les coefficients des fonctions polynomiales x +— 3 x + 1 — A et

o a-b=3 . . .
x> (a—-b)x+(a+b),ilvient (1) & , puis par demie — somme et demie —
a+b=1-A
a:2—&
e 2 . A A .
différence: (1) & JAinsi,| (a,b) =|2 - =, =1 — = | est"'unique couple de
A 2 2
b=-1-2%
2
. 3x+1-A a b
réels tel que pour tout x € 1, > =
- X I1-x 1+ x

3.2. ( E, ) est une équation différentielle linéaire du premier ordre, homogene, a coefficients continus, le

coefficient y > ne s’annulant pas sur I’intervalle /. On sait alors que, sil’on note x > A (x) une

3x+1-A

primitive sur / de la fonction x — BT les solutions de (E N ) sur I sont les fonctions
- X
I — 0 )
o X L exp (_ A(x))’ K constante réelle.

. 3x+1- 2 2‘7; 1+7£

D’apres le résultat de la question précédente : V x € [, > = - ; une
I - x I -x I+ x
primitive
sur I de x 3x1+—1;k est donc la fonction x —(2 - %]In(l -x) - (1 + %jln(l +x).
- X

Par suite, les solutions de ( E, ) sur / sont les fonctions

I - U
c’est —a — dire les fonctions | f, L,k ., &> W constante réelle.
x> pu(l—x) 2 (1+x) 2

A A
3.3. Puisque I'on admet que x — (1 — x)* 2 -(1 + x)' "2 est un polyndme si et seulement

- 14 -



. A A . : :
si 2 — B etl + ) sont des entiers naturels, on sait que les solutions de ( E, ) sont toutes des

v
)

Vv
o

polyndmes si et seulement si § 1 + , donc si et seulement si A est un entier relatif pair

A ) )
5 est un entier relatif

appartenant a [— 2,4 ] Par conséquent, [les valeurs de A pour lesquelles les solutions de ( E, ) sont]

toutes des polyndmes sont: —2;0; 2 et 4‘ (et I’on peut préciser que, pour toute autre valeur de A, la

seule solution polynomiale de ( E, ) est la fonction nulle).

Puisqu’on nous le demande gentiment, précisons I’ensemble S, des solutions de ( E, ) , pour chacune

des valeurs trouvées : on a

g I — g .
== xHu(l—x)wue

g I — [ -
L R PN TP L

g I - u .
2 = Fu xl—)p(l—x)-(1+x)2’ue

I — U
S, = : , e [
! it xl—)p.(1+x)3 :

3.4. On pourrait procéder de maniere plus fine, mais, puisque les polyndmes mis en jeu ici sont de petit degré,

pourquoi se creuser la téte : écrivons explicitement ces polyndmes, et vérifions !

Pourtout P=a +bX +cX* +dX el ,[X],ona

RP +SP=(1-X?)(b+2cX +3dX’)+(1+3X)(a+bX +cX*+dX")
=(a+b)+(3a+b+2c)X+(2b+c+3d)X*+(c+d)X’,

c’estgagné: | pourtout Pe U ,[X],RP + SPe U ,[X]

3.5. @ On amontré dans la question précédente que pour tout P € [ , [X ], f(P)=RP + SPest
un élémentde 0 , [ X |.

ee Soient P, Q deux élémentsde U , [ X |, et L unréel; posons T = p P + Q. Alors,
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f(T)=RT>+ST

R(LP+Q) +S(uP+Q)

R(LP + Q)+ S(WP+ Q) parlinéarité de 'opérateur dérivation
W(RP +SP)+(RQ” +SQ)

=uf(P)+r(Q).

donc f (WP +Q)=nf(P)+ f(Q),et f estlinéaire. Ceci acheve de prouver que

f est un endomorphisme de [ , [ X ]

3.6. On a montré au détour de la question 3.4. quepourtout P =a +bX + cX* +dX el [X],
f(P)=(a+b)+(3a+b+2c)X +(2b+c+3d)X>+(c+d)X"’.
En appliquant cette relation aux polyndmes composant la famille 3, on obtient :

F(1)y=1+3X%x
f(X)=1+X+2Xx"
f(x?)=2Xx+Xx>+Xx’
f(x*)=3x>+Xx".

La matrice de f danslabase ® de [ ;[ X | est donc :

) s(x) s
1

i
1
3 1
0 2
0 0

X3

3.7. Avec les notations de 1’énoncé, on a, par définition des éléments propres d’un endomorphisme,
f(Q)=A0Q,s0it RQ” + SQ = kQ,ouencore:(l - Xz)Q’ +(1+3X -A)Q=0.
Q est donc une solution non nulle (puisque c’est un vecteur propre...), et polynomiale, de 1’équation

différentielle ( E, ) . On en déduit, en utilisant le résultat et les notations de la question 3.3., que ’on a
Le{-2;0;2;4},etQe S, \{0]}.

Réciproquement, si A € { -2;0;2; 4} , alors tout élément Q de S, estun polyndme vérifiant
(1-X*)0 >+ (1+3X -L)Q =0,donc f(Q) = A Q,etainsi A est valeur propre de f, et

tout élément non nul de S, est un vecteur propre associé.
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On en conclut que | les valeurs propres de f sont —2;0;2;4 | , et que les sous — espaces propres

associés sont :

S,={u(1-x)".,pnen} = Vet ((x - 1)7)
Sy ={u(1-x)"(1+X), pen}=Veet((1-Xx)"(1+Xx))
S, ={u(1-x)(1+x)", pel}=vet((X-1)(1+x)")
S, ={u(1+x)" . pen} = Vect ((1+ Xx)")

3.8. Lamatrice A appartienta M, ( R ), et admet quatre valeurs propres distinctes d’apres la question

précédente,| A est donc diagonalisable |

Lafamille 8" = ((X = 1)", (1= X)"-(1+ X ). (X = 1)-(1+ X)*. (1 + X)") est composée

de vecteurs propres de f associés a des valeurs propres deux a deux distinctes (et rangées, comme demandé,

dans I’ordre croissant), on sait alors que @B’ est une famille libre. C’est de plus une famille de quatre

vecteurs de [1 [ X ], et dim(D 3[X]) = 4, donc

@’ estune basede [ , [ X ]

formant cette base sont bien de coefficient dominant égal a 1).

(et les polynomes

La matrice de passage V de B vers B’ est la matrice des coordonnées des vecteurs composant B’ dans la

base canonique. On a

(x -1)° =-1+3X -3X>+Xx°
(1-x)"(1+Xx)= 1 - X - X*+Xx°
) , donc
(X -1)-(1+Xx) " =-1 - X + X*+Xx°
(x +1)° = 1+3X-3X2+X°
(x-1) (1-x) (1+x) (x -1)-(1+x) (x +1)°
-1 1 -1 1 |
3 -1 -1 3 x
VvV =
-3 -1 1 3 X
1 1 1 1 X

Cette matrice est inversible, puisque c’est une matrice de passage.

3.9. Les polyndmes composant la base @’ sont des vecteurs propres de f, respectivement et dans cet ordre,
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pour les valeurs propres — 2 ; 0 ; 2 ; 4, la matrice de f dans la base B’ est donc la matrice diagonale

-2 000
0 00 o
D = 6 2 0 , et la formule de changement de basedonne: | D =V~ AV
0 0 4
3.10. Lecalcul donne | V?> = 81, |.On retrouve ainsi I'inversibilit¢ de V, etl’'ona| V' = % Vv

. {4 . 1 .
Notons que la formule obtenue dans la question précédente devient alors D = 2 V AV, ouencore, si on

laretourne : A = 8 -V D V. Ceci permettrait, entre autres applications classiques, de calculer facilement

les puissances successives de A ... si ce sujet n’était pas suffisamment long sans cela.

Corrigé proposé par Marc Halberstadt BCPST2 Le Raincy
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