Corrigé Epreuve G2E BCPST 2009

Probléme 1

X
pr(w) =we 2, pla)=e 2 (1-2)

2
er(@) = w22 (o) = el (2 3)
lim ¢, () = 400 si nest pair, lim ¢, (z) = —c0 si n est impair
T——00 T——00

Par croissances comparées, lim ¢, (z) =0
r— 400

b) p(1) = ¢1(1) = py(1)
Vz €]0,1[, 2% <z <1 dot py(z) < p;(z) < o)
Vo >1, @y(z) > ¢1(x) > ¢g(z)
Vo €] = 1,0[, »1(z) <0 < py(z) < pp(a)
Vo <=1, ¢(z) <0< py(z) < pa()

c) D’ou les graphes avec les positions relatives des courbes
po(a) =712 gy (2) = we ™2 py(w) = aPem"/?

25T

2. Pour n € N*, @h(x) = 2" te /2 (n - g)

©,, est croissante sur [0,2n] , décroissante sur [2n, +o0o[;Le maximum est atteint en 2n
M, = ¢, (2n)

| M, = "(2n)" |
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3. a)

Mn+1

n

lim =2

w(t) =t"tt W (t) = (n+ 1)t

A Vaide d’une intégration par parties : { V(t) = et u(t) = —2e—/2 u et v de classe C sur R

1 —t/2m+11% Toan,—t/2 e 2antl
Fuia(0) = gz gy (200G 20 1) e ) = o) - s
—z/2,.n+1
€ x
Var(@) = ¥ale) = G yGee

1
Uo(x) = 3 JoetPdt=1—e /2

Uy (z) = Uo(z) — ge_m/Q =1—e /2~ ge_z/Q
2

2
\Ifl(l') o %efx/Q -1 efa:/Z o 5671/2 o %€7$/2
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, o g1 .
Par télescopage, Vn > 1, W, (z) = Uy(z)—e /2 ( k:é W) =1—e /2 Y ko e

Cette derniére expréssion est encore valable pour n = 0.

k
. p . _ €T
Par croissances comparées, lim e~ %/2 (7> =0
r——+00 2
lim U, (z) = 1‘
z—+o0

o[, est définie sur R , continue sur R, car ¥,,(0) =0
1
oF, est dérivable sur R*, Vz >0, F!(z)

= <p7l
2ntlpl
D’ou F;, est croissante sur R

. lir+n Fo(z)=1et lim F,(z)=0

() >0, V<0, F/(r)=0

D’ou F,, est une fonction de répartition ; soit X,, un variable aléatoire

o F), est continue sur R
oF, est de classe C' sur R sauf peut-étre en 0, d’ott X,, admet une densité f,, obtenue en dérivant F,
aux points ou Fj, est dérivable :

1
Ve >0, fulz)= W‘Pn(x)

Ve <0, fu(z)=0

Notons g, (x) = = fn(z)
gn est continue et positive sur R

ez/4$fn(x)

= " tle—w/4, lim e‘””“:cfn(x) = 0 par croissances comparées.
2nt+in! z—+00

1l existe donc un réel A > 0, tel que Vo > A, ez f,(z) <1 d’ot g,(z) < e ?/4

f0+oo e~ */*dz est convergente

Par le thm de comparaison des intégrales de fonctions positives, f0+°o x frn(x)dz est convergente, d’ou
X,, admet une espérance
On peut directement montrer I’existence et déterminer la valeur de ’espérance.



1
En effet, Vo > 0, azf,(z) = IS |x”+1e_’”/2 =2n+1)fry1(z)
n!

fna1 étant une densité, fj;o fu(2)dz = 0+Oo fo+1(z)dz =1

D’ou f0+°° Z frn(x)dx converge et vaut 2(n+ 1) D’ou E(X,) =2(n+1)

1
De méme Vo >0, z2f,(z) = 2n+1n‘m"+26_m/2 =4(n+2)(n+1)fria(z)
X,, admet un moment d’ordre 2 et E(X2) = 4(n + 1)(n + 2)

X, admet une varaince et V (X,,) = B(X2) — (E(X,))* = 4(n+1)

|B(X,)=2(n+1), V(X)) =4n+1)]

5. 11 faut lire : pour tout entier naturel ( & supprimer non nul), on a P(T > n) = F, («)

—a/2 n
Vne N+, P(T=n)=PT>n—-1)—P(T >n)=F,_1(a)— F,(a) = ¢ — (%) d’apreés le 3.a)
efa/2 a\" .
P(T'=0)=1-P(I'>0) =1~ Fy(a) = — (5)
. . . a a
T suit la loi de Poisson 73(5) ,E(M)=V(T) = 5

Probléme 2

Partie 1

1. JK = KJ = 04 (matrice nulle) , d’ou

2. Soit v vecteur propre de f associé a la valeur propre A: v # 0 et f(v) = v
9(f(v)) = g(Av) = Ag(v)
Drautre part g(f(v)) = gof(v) = fog(v) = f(g(v))
flg(v)) = Ag(v),

’g(v) = 0 ou g(v) est vecteur propre de f associé a la valeur propre A

3. K

— =
o O OO
— =
— =

1
v1 étant non nul,

v1 est vecteur propre de f associé a la valeur propre 4
vy est vecteur propre de g associé a la valeur propre 0

4. u= (2,9, 2,t) € ker f Nker g si et seulement JX = KX =0
z+y+z2z+t=0
r—2z=0 = X=0
y—t=0

kerfﬂkerg:{O}‘
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0

1 0
-1 0
2 0 0
1 0 -1/ L4i—IL4+1L2
1 0
-1 0 .
2 0 0
0 0

11 0
1 -1 0 1
5. Tg(’l}l,'l)g,'l)g,’l)4):7"g 1 1 1 0 =Trg
L L L1
1 -1 0 1 3« L3+
11 0
1 -1 0 1
rg(vi,v2,v3,v4) =19 9 0 =rg
2 —2 0 0 L4 — L4—- L3
le rang de la famille est égal au cardinal de la famille et & la dimension de R*, cette famille est donc une
base de R*
P matrice de passage de B a B':
1 1 1 0
1 -1 0 1
P= 1 1 -1 0
1 -1 0 -1

1 1 1 0 1 0
1 1 -1 0 0 0
J 1 =4 1 o 1 o 0 o -1 o 0
1 1 -1 0 0 0
1 0 1 0 1
1 0 -1 0 0
K 1 o 0 , K 1 o 0 » K -1 =2
1 0 -1 0 0
1 1
6. (1,0,1,0) 25(1}14—1}2)7 (OaLO:l) :i(vl_v2)7 (1a05_170):U37
1
(1303070) = Z (vl + v + 2113)
1
(0,0, 1,0) = Z (’Ul + vo — 21]3)
1
(0,1,0,0) = 1 (v — v + 2v4)
1
(070307 1) = Z (Ul — V2 — 2”4)
P! est la matrice de passage de B’ a B d’ot :
1 1 1 1
1 1 -1 1 -1
-1 _ =
P = 4 2 0 -2 0
0 2 0 -2
4 0 0 O 0 O
0 0 0 O 0 O
! __ N __ ! __ N
7. J = Mat(f,B') = 00 0 0 , K'=Mat(f,B')= 0 0
0 0 0 O 0 O

Par le thm de changement de bases :

J=PJP"', K=PKP|

Partie 2

1. M(a,b) = aJ + bK

0 0
1 0
Tl o 1o
1 0
0 0
1 1
S =21 9
-1 ~1
(0,1,0,—1) = v,
0 0
0 0
2 0 |’
0 2



9. J2=4J, K2=2K, JK=KJ=0
M(a,b)M(c,d) = (aJ + bK) (¢J + dK) = 4acJ + 2bdK = M (4ac, 2bd)

’Le produit de 2 matrices de E est un matrice de E ‘

3. Notons V; le vecteur colonne des composantes du vecteur v;
M(a,b)Vi=aJVy + bKV; = 4aV; ; V; est vecteur propre de M (a,b) associé a la valeur propre 4a
M(a,b)Vo=aJVy + bKV, =0 ; Vs est vecteur propre de M (a,b) associé a la valeur propre 0
M(a,b)Vz=aJV;5 + bKV3 = 2bV5 ; V3 est vecteur propre de M (a,b) associé a la valeur propre 2b
M(a,b)Va=aJV, + bKVy = 2bVy ; V4 est vecteur propre de M (a,b) associé a la valeur propre 2b

a,

’B’ est une base de vecteurs propres de M (a,b) ‘

40 0 0 O
4. M(a,b) = PD(a,b)P~! avec D(a,b) = 8 8 gb 8
0 0 0 2b

5. Par récurrence a l’aide de ’expression du 2.
Pour n > 1,Hn =" (M(a,b))" = M (4" ta™, 27~ 1b")”
Initialisation : M(a,b) = M (4%*,2°') HI est vrai
Hérédité : Soit n > 1 fixé tel que soit vrai
(M(a,b))""" = (M(a,b))" M(a,b) = M (4"a™*+,2"b" ) d’aprés Dexpression du produit dans 2.D’ou
Hn+1 est vrai
Par principe de récurrence :

Vn > 1,(M(a,b))" = M (4"~ 'a", 27~ 1p")

Partie 3

1. Comme le pion est sur une case blanche au départ, par une récurrence immeédiate, aprés un nombre pair (
respectivement impair) de déplacements, le pion se trouve sur une case blanche (respectivement noire)

2. La famille (Ng ), _; o 5 , constitue un systéme complet d’événements; Par la formule des probabilités totales

Pour j € {1,.5}, P(Bj,)=Y4t_; P(Nin) P (Bjn/Nin)

1
S’il est sur Ny ou Ny ou N3 ou Ny, il va en By avec la probabilité 1/3 : py ,, = 3 (@10 + 92,0 + @30 + qan)

S’il est sur N1 ou Ny, il va en By avec la probabilité 1/3, s’il est sur No ou N3, il ne peut pas aller sur By

1
D’ou P2.n = g (ql,n + q4,n)

. 1 1 1
De méme on obtient ‘P30 = g (ql,n + q2,n) sPan = g (q3,n + q4,n) s Psn = g (q2,n + q3,n)

1
V,, = BW,, avec B = 3

OO~ P
[ e S S Y
[EE s P R Y
O = O ==




Par un raisonnement identique, en prenant (Bg,,-1),_; 5 comme systéme complet d’événements :

1 2 2 0 O
1 1 0 2 0 2
W, = AV, _1 avecA—Z 1 00 2 2
1 2 0 2 0
AB = M(fa 7)
RN (N (1)
. D’apres 2.2;5, (AB)" = M ( 4" 1 , 2" g
1 1
> n— I
Yn>1, (AB) M<472$3n)
. Soitn >1, (BA)" = B(AB)" 1A
1 1
>2 BA"=BM|(-,—— | A
V=2 (BA) <4’2x3n—1>
Aprés calcul, on trouve la formule qui reste valable pourn =1 :
2 2 2 2 2
1 1
1 1
1
vn>1, (BAr==| 11 1+ gn—1 1- gn—1 1
6 1 1
1 1 - 371,—1 1+ 377,—1 1
1 1
1 T 1 1 14+ 1

. V,, = BW,, = BAV,,_1
Par récurrence immeédiate :

(¥n>1, V,=(BA)"V|

1 1 1
. A T'aide du calcul matriciel, ¢; , = 6 22:1 2qk,0 = 3 22:1 k0 = 3

La probabilité d’étre en By aprés 2n déplacements vaut toujours 1/3., ne dépend pas de n. C’est logique:
le coup d’avant , il est sur une case noire, et il a alors 1 chance sur 3 de se retrouver en By

1
vn 2 1, P(Bl,n) = g
. P(Bl,n N Bl,n+1) = Zi:l P(Bl,n N Nk,n N Bl,n+1)
Par la formule des probabilités composées :
111
P(Bl,n N Nk,n N Bl,n+1) = P(Bl,n)P (Nk:,n/Bl,n) P (Bl,n+1/Bl,n N Nk,n) = gig
1
P(ByynNBint1) = 9= P(By,n)P(B1nt+1)

’Les événements By, et By ,41 sont indépendants‘




9. La phrase " la position de départ n’est pas obtenue a partir d’'un déplacement du pion" n’est pas claire;
On admet 'indépendance des (B1,,);
X est donc le nombre de succes obtenus lors de n épreuves ( 1 épreuve=2déplacements) indépendantes
On reconnait le shéma binomial

X suit B(n, %), E(X) = g7V(X) =3

10. Y est le nombre d’épreuves nécessaires pour I’obtention du premier succés lors d’épreuves indépendantes
On reconnait le shéma géométrique :

Y suit G(%), B(Y)=3,V(Y) =6

Corrigé proposé par Martine Ginestet (UPA)
Pour toute remarque, me contacter , SVP : martine-ginestet@orange.fr



