
CORRIGÉ

EXERCICE 1

EXERCICE 2

1. Si j < i, P (Y = i|X = j) = 0.

Si j ≥ i, P (Y = i|X = j) = Ci
j(

1
10 )i

(
1 − 1

10

)j−i
.

2. On a

P (Y = i) =
+∞∑
j=0

P (Y = i|X = j)P (X = j)

On sait que

∀j ∈ IN, P (X = j) =
λje−λ

j!

Compte tenu de la première question, on obtient

P (Y = i) =
+∞∑
j=i

Ci
j

(
1

10

)i (
1 −

1

10

)j−i λje−λ

j!
=

(
λ

10

)i e−λ

i!

+∞∑
j=i

(
1 −

1

10

)j−i λj−i

(j − i)!

Effectuons dans la somme, le changement d’indice: k = j − i,

P (Y = i) =

(
λ

10

)i e−λ

i!

+∞∑
k=0

(
1 −

1

10

)k λk

k!

Or, on sait que

∀x ∈ IR,

+∞∑
k=0

xk

k!
= ex;

d’où,

P (Y = i) =

(
λ

10

)i e−λe(1− 1

10
)λ

i!
=

(
λ

10

)i e
−λ

10

i!
.

Y suit donc la loi de Poisson de paramète λ
10 .

1. a) On a: pour tout P ∈ IR2[X], Φ(P ) ∈ IR2[X]. Comme P �→ P (0),
P �→ P ′(1) et P �→ P”(2) sont linéaires, il est clair que Φ est linéaire.

On a : Φ(1) = 1, Φ(X) = X et Φ(X2) = 2X + 2X2.
La matrice M de Φ par rapport à la base canonique (1,X,X2) est donc

donnée par:

M =

⎛
⎜⎝

1 0 0
0 1 2
0 0 2

⎞
⎟⎠

on a : det M = 2 donc M est inversible et φ est bijectif.
En inversant le système triangulaire MV = W on obtient:

M−1 =

⎛
⎜⎝

1 0 0
0 1 −1
0 0 1

2

⎞
⎟⎠

On a donc : Φ−1(aX2 + bX + c) = a
2X2 + (b − a)X + c.

2. La matrice M étant triangulaire, les valeurs propres de M sont ses
coefficients diagonaux c.à.d 1 et 2: 1 est une valeur propre double, et comme
le sous espace-propre associé contient déjà 1 et X, on en déduit qu’il est égal
à V ect(1,X) = IR1[X]. 2 est une valeur propre simple de Φ. On résout le
système: (M − 2I)V = 0 et on obtient que le sous-espace propre associ à 2
est engendré par 2X + X2. Ainsi Φ est diagonalisable.
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1. Soit f la fonction: x �→ x−x2. On a f ′(x) = 1−2x. f est donc strictement
croissante sur [0, 1

2 ] et pour tout x ∈]0, 1
2 [, on a 0 = f(0) < f(x) < f(1

2) = 1
4 .

Comme u0 ∈]0, 1
2 [, on obtient par récurrence: ∀n ∈ IN, 0 < un < 1

2 .
La suite (un) est donc minorée. De plus, elle est décroissante car un+1−

un = −u2
n ≤ 0. D’où sa convergence. Les opérations algébriques sur les suites

convergentes montrent que la limite L de la suite (un) vérifie L = L − L2,
c.à.d L = 0.
2. L’égalité u2

n = un−un+1 montre que la série de terme général u2
n converge

(c’est une série téléscopique) et
+∞∑
n=0

u2
n = u0.

3. On a ln
(

un+1

un

)
= ln(un+1) − ln(un). Or limn→+∞ ln(un) = −∞ donc la

série de terme général ln
(

un+1

un

)
diverge.

La relation − ln
(

un+1

un

)
= − ln(1− un) ∼ un et le théorème de compara-

ison par équivalence pour les séries à termes positifs assurent que la série
terme général un est aussi divergente.

4. Montrons par récurrence que pour tout n ∈ IN, un < 1
n+1 : La propriété

est vraie pour n = 0. Supposons qu’elle le soit pour n ∈ IN. Soit f la
fonction: x �→ x − x2. f étant strictement croissante sur [0, 1

2 ], on a donc:
un+1 = f(un) < f( 1

n+1) = n
(n+1)2

. Or n(n+2) < n(n+2)+1 = (n+1)2, donc
n

(n+1)2 < 1
n+2 et par suite un+1 < 1

n+2 . La propriété est donc vraie pour tout

n ∈ IN. Il en résulte que pour tout n ∈ IN∗, (n+1)un+1

nun
= n+1

n
− (n+1)un

n
>

n+1
n

− 1
n

= 1. D’où la croissance de la suite (nun) (notons que 0.u0 < 1.u1).
On a aussi nun < n

n+1 < 1 donc la suite (nun) est majorée. On en
conclut que cette suite est convergente. Soit � sa limite.
5. On a vn = �− nun, donc la suite vn converge vers 0 et par conséquent la
série de terme général vn − vn+1 est convergente.
6. On a vn−vn+1

un
= 1−(n+1)un, donc sa limite vaut 1−�. Si 1−� �= 0, alors

vn − vn+1 ∼ (1− �)un ( quand n → +∞) et les séries
∑

un et
∑

(vn − vn+1)
seraient de même nature, ce qui est absurde d’après les questions 3. et 5..
Finalement � = 1.




