CORRIGE

Exercice 1
1 1 2 1 2
I.Enposantuzl—t,flzf\/l—tdizf\/ﬁdu:[ﬁu\/q =3
[}] 0 0
Pour caleuler fa, on effectue le changement de variable § = sina. Ainsi

. % i 11 9
Iz=j; v‘l—ti’.ﬂH!:/Dzr \jl—sinzxcosa:d.r=fnicosza:d:r:=fog$daf=%

2. Pourn e N'ett €[0,1],0 < <" <l done 0 <1 —# <1 — ¢! < 1. Par suite,
VI —t" < /1 — ¢t <1 et finalement en intégrant sur [0,1] @ [, < L,y < 1.
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Done la suite (1) est croissante et majorée par 1, d'olt sa convergence.

3.8 inelN e te[01,alors0 <1 —¢" <1, puis 0 <+/1—(" <1, et en élevant an
carré, on obtient
1—t" <1 -8
D'autre part, (1 -4 )% — (1 —¢") = 5 > 0, donc 1 — " < (1 - §)?

La eroissance de la fonction racine carrée montre que:

tﬂ.
v’I—t“El—E.

4. L'encadrement obtenu en 3. donne par intégration:

AL(I—t“)thAlﬂdtsj;L]—gdi

f.'n+E 1 1
i n+1

1
Orf{l—a‘")dt= [r.— —
0 1

1 i 1
e I-gd=1-n Ty
Done: 1 ! <I,<1 !

’ n+1-""7 2(n+1)

En faisant tendre n vers +oc, on obtient, par encadrement: ngg]w IL.=1

Exercice 2

1. On obtient

=9 =2
A= =4 —4 12
G
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et A% = 0.

2. La matrice représentant B’ = {e, f(¢1), f2(e1)} dans la base canonique s'écrit

11 =2
M=|05 —4].
02 -2

det M = —2, donc M est inversible et par suite B’ est une base,

3. Comme f* =0, on obtient

000
Matg f=] 1 0 0 | et Matg f* =

= =]
oo o

010

oo o
—

4. o, 8.7 sont les solutions du systeme

a+f-2y =0
-4y =1
28-2y =0

cequidonne: a =f=~v=1

5. Compte tenn de f* = 0, on obtient

gler) = ez = e+ fler) + f2ler)
g(f(e1)) = flgler)) = flea) = fler + fler) + fer)) = fler) + f2(er)
g(f*er)) = fla(fler))) = f*(er)

La matrice de ¢ dans la base B’ §'écrit done:

1 00
Mat B = 110
111

b) On voit que: Matg g = T + Mat g f + Matge f2 (ol T est la matrice identité).
Ainsi, g = idgs + f + f?

¢} D'apres la question précédente, on a

0 =37
Matpg=I+A+A*=| 1 -2 5
-2 5
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Exercice 3
1. X suit la loi binomiale B(9, %) et son espérance vaut 4.
2. Y()={1,---,9}.

Soit k fixé tel que 1 < k< 9. utilisons le systéme complet d'événements (X = jlocjeo
et la formule des probahilités totales pour calculer P(Y = k):

P(Y =k) =Y P(Y =k|X = j)P(X =)

=0
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D'apres les hypotheses : P(Y = kX =0)=3, PY =kX =k =1
etsij#£Oetj £k PY =kX=j)=0
Onendéduit done: P(Y =Fk) = P(Y =k X =0)P(X =0)+P(Y =k|X =b)P(X =k)
Soit : P(Y = k) = 1P(X = 0) + P(X = k)

HIGNGN

ELP{Y—A =i %(—) +§ng-

i
Aingl; PV = k) = % (g)

+

La premiére somme s'écrit: i k-]~ (§)9 =ik (E)g Z k=5 (-‘?)9
9\9 QAT o 9

k=1
La deuxitme somme est égale i E(X) =4 .

On en déduit:
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Exercice 4

1. Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = ¢* —x— 1. La fonction [ est partout dérivable
et Ve e R, f'{z) =e" — 1.

f! est donc croissante, et, comme f'(0) = 0, £ est positive sur IR™ et négative sur IR~
Ce qui veut dire que f est croissante sur IR et décroissante sur R™.

Ainsi pour tout x € IR, f(x) = f(0) = 0. Ce qui prouve l'ingalité
VerelR,e" > 1+x

En remplacant @ par —x , on obtient : Ve € R ,e™ 21 —a
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Si @ €]0,1] alors 1 — 2 > 0. En prenant l'inverse des deux termes dans la derniere
inégalité , on obtient

W €l0,1],e" £

1l—x
» 1 1 L
2. Pour tout réel y > 1. 1 €0, 1[, donc 1+§ <ew < 71 Ou encore:
¥
ptl b ¥
(] y—1
; A ¥+ 1 [l
La croissance de la fonction In montre que : In = ?; <In =1
y =
] 1 1
3. Pour tout entier p, avec, n < p < 2n, on a ln‘l[i < 5 <In pi
P P

En additionnant membre 4 membre les inégalités obtenues en faisant varier p de n a 2n,
on obtient:

2t % 1 2n
= = B =1
2n+1 2
Or lim In s =In2 et 1111'1 In—" —n 2, done par encadrement:
Ti—t00 1 —+o 1 — |

lim w,=In2
T30

n
4. Soit n € IN*. Posons S, = 3 1 Ona Sy, — S, =uy,

=1 p
Si la suite (S,,) converge vers une limite finie alors la suite extraite (Ss,) convergera aussi
vers la méme limite et donc w, tendra vers (. Ce qui est en contradiction avec le résultat

de la question précédente. Ceci prouve la divergence de la série ) —.
=l
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