CORRIGE

Exercice 1

1. La variable aléatoire X suit une loi binomiale de paramétres net p = % Son espérance est E(X) =np = §

et sa variance V(X) = np(l —p) = 5.

2.a) L'ensemble des valeurs de la variable aléatoire Y oest {0, ...,n}.

b) Ona P(Y =0) = P(X =0) = (3)".
Soit k € {1,....n}: 'événement (Y = k) est réalisé guand n'ont été tirés que des jetons rouges lors des n— 1
premiers tirages et un jeton blen au n-éme tirage. Les tirages étant indépendants, on a

.P(}’=;1)= [?_IE)H_J ™ % :{%}n.

3. Les deux événements (X = 0) et (Y = 1) sont incompatibles, done P((X = 0)n (Y = 1)) = 0. Par
contre, P(X =0) x P(Y = 1) = ()" x § = ()", Done P((X = 0)n (Y = 1)) # P(X =0) x P(Y = 1)
et les événements (X = 0) et (¥ = 1) ne sont pas indépendants.
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EXERCICE 2

1. Montrons par récurrence que pour tout entier n = 1, on a E k2% = (n+1)(2" -

1
La propriété est vraie an rang 1 ear Z k2* =2et 22 (14 1)(2! —1).

Démontrons que ]Joul tout entier n > l la propriété est vraie au rang n + 1 dés qu'elle 'est au rang n.
n41

Ona: Zk" ZL"* (n+ 1)2"+!

{n + 1)(2" = 1) + (n+ 1)2"*!  (Hypothése de réenrrence)
{¥+u+l}’"' —(n+1)

= (T +(n+2)2" —(n+1)

2 (n+2)2" — (n+2) car 232 > 0.

La propriété est vraie au rang n + 1, elle est done vraie pour tout n = 1.

2. Soit un entier n = 1,

a)Pourr# Lona: (z—1)f(x) =(x— I}Z.rk

k=0
"

DR M

k=0 k=0
g

= ZJ: g i o

k=0 k=0
n+41

= Z ¥ — i:.r”

=0 .
_Z ¥ g f|+z;r‘k}
=T =
-1

On a bien pour x # 1, f(z) = —l
- —

n n

b) Soient k € {0,....n} et ug 2 @ — x*. Dune part pour & > 1, f'(x) = Zu;.(‘r) = Z kak,

w1
. o PR 1 £ -
D’autre part, 4 Uaide de a), f est la dérivie de = — =1 et done pour x > 1,
r—

(n+1a"(xr—-1)—(z" =1) - nr"t! — (n+ i.],i.‘" +1

fimy =
f) @-17 (x—1)2
2rr+l — an 1
On en déduit que g k2k = =2f(2) = % =29 — (n+ 1+2
En conséquence, on a Z k2¥ = (n—1)2"%! 2,
k=1

3. Reste & voir que (n—1)2"H +2 = (n+ 1)(27 — 1), soit (n—1)2"*' +2 — (n+1)(2" — 1) = 0 ou encore
(n—3)2" + n+ 3 = 0. En remplagant n par 1 puis par 2, on vérifie que cette inégalité est vraie pour ces
valeurs de n, étant clairement vraie pour n = 3, on retrouve bien le résultat de la premidre question.




EXERcICE 3

a0 1
1.OnaA*= [0 0 0], puis A* =0et pour n >4, A" = AP4"3 =
00 0

2.a) Soient r et y réels.
Ona: Mz)M(y) =(I+xA+ = ’ AN+ yA+ ”—A }

= .’+i,r4+f"—4 +:4+*4+ru_:442
Ad—Ai—p

=I+(m+y},‘1+(" +n;+”—)4

=1+ (x+y)A+ 3(r+y)Pa*

= M{z+y)

= M(y)M(x).

b) Soit x € R. Par a), M(z)M(-z) = M(—2)M(x) = M(x — z) = M({0) = [. Donc la matrice M(x) est
inversible et son inverse est M (—x).

3.a) Pour tout f € E, il existe des réels a, b, e uniques tels que pour tout x € R, f{;c} = aa? 4+ br + . Done
la famille B.,, constituée des fonctions de £ : fi s o — 1, fa:a— z et gy 10— 27 est une base de £.

La dimension de E est alors égale a 3.

b) Comme fy = ffg_-;, la famille B = ( fy. fa. fa) est encore une famille libre et génératrice de E. C'est donc
bien une base de .

4.a) Soient f et g dans E, A et p réels. On a :
P(Af +pg) =AM+ pg + AN+ pg) + B(AS + pg)”
= A + pg + AN+ Apg’ + 8AS" + Bug”
=AMS+Af +8f") + plg + 19" + 84")
= Ap(f) + pela)
et 'application ¢ est bien linéaire.
Onag(fi)= l =fi.Pourz e R, p(fo)(z) =z +4=4fi(z)+ falz) et @(fo) =4Fi + fa.
Et @(f3)(x) = & + 42 +8 = 8, () + 4fa(2) + fa(x) et p(fs) = 8fy +4f2 + f. Les fonctions (1), o(f2)
et o fa) sont done dans E. Comme [ est linéaire et B = (fy, fa, fa) est une base de £, Papplication ¢ est
un endomorphisme de £.

b) Par les caleuls faits en n]. elfi)=1= fi, ¢(fa) =4fi + fo et @(fs) =8f1 + 4f2 + f3. La matrice de ¢
1 4

dans la base Best |0 1 1 qui est égale a [+ 44 4 4 A' soit & M(4).
00 1

¢) D’aprés 2.b), la matrice M (4) est inversible, done I'endomorphisme ¢ est bijectif. Ainsi, pour tout g € £,
il existe un unique f € E tel que o(f) = g.

5. Pour tout r € B, ona g(x) = (e + 1)2 =2 + 22 + 1 = fi + 2f> + 2f;. La fonetion g est dans E et
d’aprés 4.¢), il existe un unique f € F tel que f+4f' + 87" = g.

Soient (a, b, ¢) les coordonnées de f dans la base B. Comme les coordonnées de g dans B sont (1,2,2), on a

[ 1 I -4 8
b = (M)~ [2]. Mais d’aprés 2.b), (M(4))~" = M(—4) avec M(—=4)= [0 1 —4]. Le caleul
[ 2 0 0 1

1 a 9
de M(—4) | 2] donme | b ] = | —6].
2 e 2

Ainsi, f=0f, — sz + 2fs et la solution dans E de I'équation f+ 4f" + 8f" = g est la fonetion

fiozr—9-— EJJ‘+"’-- soit f:xr— (x—3)%
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