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Exercice 1

Partie I

1. On remarque que Q@ = ¢} = I3, o I3 désigne la matrice identité d’ordre 3. Ainsi la matrice  est inversible
et son inverse est 1 Q71 = Q.
2. Om calcule le produit de matrices :

111 1 1/2 1/4 111
p=1{o -1 —a)x={0 172 12] =0 -1 -2

00 1 D0 1/4 00 1

L1 191 111

o -1 a0 2 2)xfo -1 -2

o o 1 001 D0 1

L1 £ 092 1

7(0 -t 2] xfo =2 —

o o 1 0 0 1

La matrice I? est done bien diagonale.
On a alors :

s | =

400 1 0 0
020 0 1/2 0
00 1 0 0 1/4

D=QMQ=Q'DQ ' =M = QDQ =M = M =QDQ

3. Notons pour tout n € M, Hin) 1 « M™ = QD"Q »
e Pour n =10, on a M" = Iz et QD% = Q* = I3. Ainsi, Hi0) est vraie.
e Soit n = 0. Supposons que Hin) soit vérifiée. On a alors :

QD) QDY) = QDD = QO™

Mm+L = gy )

done H(n + 1) est vraie.
» Par récurrence, la propriété H(n) est vraie pour tout n = 0.

4. On a alors :
1 1 1 1 0 0 1 1 1
M™ =QDmg 0 -1 =2)={ 0 [%J“ 0 w |0 -1 -2
0o 1 0o HJ“ oo 1

111 11 1
0 -1 -2 =0 —(d) -2
001 0 0 (L)®

1., L, 1,
1 1—] 3) 1 ]2[“2_! t ']'.1|
0 (5r 2Az)" =25
0 0 [%;."

Partie 11

1. On lance une fois les deux pigces. Notons Py (reps. Pe) Pévénement « On fait Pile avec la pigce numéro 1
(resp. numéro 2} ». On a alors :

i
ay = P(A1) = P(FiN Fy) = P(R)P(Fy) = 5
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1
b = P(By) = P(Py F3) + P(FL 1 Py) = P(P)P(Fy) + P(F)P(Py) = ; 4

| =
(R

1
ey = P{Ch) = P{A N FP) = PR P(Fs) 1
2. 8i A, est réalisé, on a obtenu 0 Pile a I'étape n, done on ne va lancer aucune piéce 4 'étape n+ 1. Ainsi,
on est certain que Ay sera réalizé,
Pa (A1) =1
Si B, est réalisé, on a obtenu 1 Pile 4 'étape n, donc on va lancer une pidee & I'étape n + 1. On obtient
A1 51 et soulement si cette piéce donne Pile, on a done :
1
Pg (Ann) 3
Si (7, est réalisa, on a obtenn 2 Pile & 'étape n, done on va lancer deux piéces & 'étape n+ 1. On est dans
la méme configuration que Pétape 1, donce :
Fo.(Ann) =3
Soit n = 1. On sait que (A,, B,,C,) forme un systéme complet d’événements, done d’aprés la formules
des probabilités totales, on a :

[N .P[.‘J!n.]__:l jl'.'l'l:‘,‘!“ N a‘tnrl..l t PI:.H,-, N .‘J!.n_rI.J 1 PI:CR M "J!ni'l,.l
PiAL P, (An1) + PIBL)Pe_ (Aps1) + PICL) P Anta)

1
%xjfbn\aifnxz

De méme, on obtient :
bn+1 = P(Bnt+1) = P{An N Bns1) + P{Bn N Brt1) + P(Ca N Bria)
PlAn)Pa, (Bra1) + P(BR) P, (Bay1) + P(CR) P, (Bata)

1 1
aﬂxﬂibnxﬁfrnxi

et
tn+1 = P(Cr+1) = PlAr N Crs1) + P(Bn N Cat) + P{Cr N Cata)
P(A4)P4,(Cas1) + P(Ba) P, (Cain) + P(Ca) P, (Cni)

(&)= (%)

un\D}bnxﬂ'{cnx—]

i
3. On a donc bien pour tout n = 1,

On+1 n + 3bn + 1n 1 1/2 1/4

( bat1 ) ( %b,, + %cn ) ( 0 1/2 1/2

Cntl %f:rz o 0 1 ."I-'i
1y @ a1

Pour n ].Dnabien(b]) Ig(bl) M1 l(h).
i | (=] (5]

Oy ay
Soit n = 1. Supposons qu'on ait | b, M1 by . Alors -

O (s |

Oyl i ay 2y

bata M| by MxM™ | b M

Crt-1 Cn C1 1
Done par récurrence, la formule est bien vérifiée pour tout n = 1.
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4. (a) En utilisant le résultat de la question 1.4, on obtient :

1 2 1
11— 1l—5—=+-— ' 2 , 1
[ ?n 1 :j'_rra 1 An—1 1:"-'1 1— =+ =
= = 27 2
b 0 o I 1/2 el
Cn - 1 ].I."-'l i
0 0 =
(b} On a bien :
2 1° 2 2
(“F‘FJ ' (z_n_.i_n) Pl
et on obtient directement que :
lim PiA,) =1, lim P(H,) lim FP(C,)=0
n—*-+00 Do n—*+00
Exercice 2
1. Par quotient, on a lim f{z) = 0.
x—#0
Par croissances comparées, on a lm  f(z) = oo
r—4toa
ar quotient, on a lim f(z) —oo (car lim In{z) = 07) Par quotient, on a lim f{z) too (car
T+l 1 11
lim In{z) =0%)
1t
Iln(z)—zL Infz)-1
2. Pour x € D, on a f'{x) : = ——
- iz (Inx)? (Inz)?
De plus, on sait que (Inz)? est toujours positif (c'est un carré), done f'{z) 20+ In(z) — 1 = 0.
3. (a)
r |0 1 e Fexa
(x) - |
] oo o
L
.r':-ﬂ“.l \ \ . 4
. S
—oo e

(b} La fonction f est continue et strictement croissante sur [e, +oo[, donc f réalise une bijection de
[e, +oo] sur f{[e. +oc]) = [f(e). lim fz)][= [, +oo].
+00
4. (a) Pour x € D, on a :
. L] . . (x#0) | . .
flz) =2 — D) rier=rhir)<— z(l-Infz))=0="In{z)=1+=r=¢
] "_|
Ainsi 1 & = {e].

(b} Pour x € D, on a :

) -z = L g 201002
In{x) In(z)
On en déduit le tableau de signes suivant :
] 0 1 € o
1 —In{x) - - []] 4
In(x) - f 1
flr) - : - 0 t
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Ainsi, f(z) —z £ 0 pour = €]1, ] et fz) —r 2 0 pour = €]0, 1[Ue, +oo].
(a) = g = 3, donc on a bien uy = e.
e Soit n € M. Supposons que s = e, alors, d’aprés la question précédente, f(un) — e = 0, donc

flun) 2 up Z e, b0 upyy Z e
# Par récurrence, on a done bien que : Yo € M, u, z e

F.'I

(b} Pour tout n = M, on a u, = e, done toujours d’aprés la question (b), on a :
WnelM, flu,) —u, =0, e Uup.y = U,

La suite (uy,) est donc décroissante.

{e) La suite (uy,) est décroissante, et minorée (par e), done converge vers un réel £ qui vérifie £ = e. De
plus, puisque Yn € M, 1,1 = flu,) avec f continue en £, par passage i la limite lorsque n — +oo,
on obtient que £ = f{f), donc d'aprés la question 4{a), on a nécessairement { — e.

6. (a) On a pour tout = = e,

L 1,2\ 1 1/ 4 1 1 L -1,
171\ Thm) 171\ W Mg/ W [ (g \x)

-
(b} Pour tout r Zz e, puisque ll (] - m) z0,ona:

1 1 2 3¢ 1
¥ I — = = 2
o =571 (1 ln{r}) =7

De plus, f est croissante sur |e, +oof, donc on a f'(z) = 0 pour x = e, donc

1 1
Vrze 0< file) <4 done|fi(z) < g

4

7. (a) La fonction f est continue et dérivable sur [e, +ocf, et ¥z € [e,+ool, [f'(z)] £ {, done d’aprés
Finégalité des accroissements finis, on a :

\ . . 1
Ya,b € [e, +oo, |fla) — fib)] < —1|u —b|
En particulier pour a = u,, (pour n £ M) et b = e (qui vérifie f(e) =), ona:
1
Ve M, |up —e E|uﬂ—e|

(b}  ug = 3, donc on a bien Jug — | £ 1 = .
£

e Soit n £ F. Supposons que |u, — g == alors, d’aprés la question précédente, |up; — | =

ar
-}—|ﬂn—f|s§;%\{; 171,-

. . . 1
# Par récurrence, on a donc bien que : Wn € M, |u, —e| = T

(e} Puisque lim %,, 0, on en déduit par encadrement que ]irrn ([t —e) =0, e (u,) converge vers e.
n—*-+00 n—*+0od
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Exercice 3

Partie I

1. (a} On répéte ici 100 fois une méme épreuve succés/échec (un succés — recevoir un appel concernant le
produit A, de probahilité (.05, et un échec = recevoir un appel concernant le produit B, de probabilité
0.95) de maniére identique et indépendante, et X compte le nombre de suceés lors de ces 100 appels.
A suit done une loi binomiale B{100;0.05). On a done :

X(Q) = [0,100] et VkeX(R), P(X — k) — (IEU) (0.05)%(0.95) 100k

(b} Ona E(X)=100x0.05=>5et ViX)=100:=x 0.05 = 095 = 4.75

Il ¥ a un nombre X d’appels pour le produit A, ce qui génére done 95X euros.

Il ¥ a également un nombre 100 — X d’appels pour le produit B, ce qui génére alors 5(100 — X) euros.
On a done :

Y =95X + 50100 — X'} = 90X + 500

On a alors £(Y) = 00E(X) + 500 = 950 et V() = 002V (X)) = 38475,
51 on approche la loi de X par & qui suit une loi de Poisson de paramétre A, telle que F{Z) = E(X), on
a alors nécessairement A = 5. On en déduit que :

P(X 2 10)=1— P(X <9) = 1 — 0,068 = 0,032

Partie 11

1. (a} On aicl une répétition (infinie) d’épreuves sucebs/échec (un suceés = recevoir un appel concernant le
produit A, de probahilité 0.2, et un échec = recevoir un appel concernant le produit B, de probabilité
0.8) de maniére identique et indépendante, et X4 désigne le rang d’apparition du premier suceés.
Ainsi, X 4 suit une lol géométrique de parametre 0.2, On a done ;

Xa() =N et VYkeX(), P(Xq=Fk) = (085! x02
0.8

On a alors E{X4) = LI_’ =bet V{Xa)= — =120
On a enfin E(X2) = V(X) + (E(X4))? = 20 + 57 = 45.
(b) De méme, Xg suit une lol géométrique de paramétre 0.8 :
Xp() =N et VkeX(Q), P(Xp
onaFE(Xg) = ﬁ =125 et V(Xpg) = % =0, 3125.
On a enfin E(X3) = V(Xg) + (E(Xg))® = 0,3125 + 1.252 = 1.875.

k)= (0251 %08

2. (a) (L=n)n{Xpg=n+1) correspond & I'événement AA.. AdABolilvaeun « Aspuisl « B =,
De méme, (L =n)N (X4 =n+1) correspond & 'événement BB .. . BBAohil yaeun « B » puis
| R
(b) Om a donc :

PiL=n)=FP{L=anXas=n+1])+ P{[L =n]Nn[Xg=n+1]) (événements incompatibles)
=PXa=n+1)x Fy,—nyiL =n)+ P(Xp=n+1) x Py _pn (L =n)
=PXa=n+1}=x1+PXp=n+1)=x1
=0.8" x0.2+02" x 08
= 0.8 % (08" 1 % 0.2) +02 % (02" ! x 0.8)
=08xPXs=n)+02x PiXp=mn)
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3. On a donc pour N = 1

N N N
S nP(L=n)=08% nP(X,=n)+023 nP(Xg=n)
n=1

n=1 n=1

— DBE{X,)+02E(Xg)
. ]
dome L admet une espérance qui vérifie
E(L)=08xE(XA)+0.2 x E{Xg) =425

De méme, pour N =1,
N N N
S n*P(L =n) =083 n°P(Xa=n)+02% n’P(Xg=n)
n=1 n=1 n=1
— 0BE(X3)+02E(XE)
N—+oo
done L2 admet une espérance qui vérifie

E(L%) = 0.8 x E(X2) + 02 x E(X}) = 36,375

On a donc finalement V(L) = 36.375 — 4.25* = 183125,

Partie 111

1. Omn sait que ;

Yr e R, fix) { 0 sz <l et F(x) { § siz<0

e maxzl l—e= sixzzl
2. Soit bz 0. On note pour tout £ € [0,5] :

u'(t) =1

t

. 1 2E
vt —& 4+ —E
. 3

Les fonetions u et v étant dérivables sur [0, 5] de dérivée continue, on a :

fi{ﬁf—ﬁﬁjdf. [—fe?’i—h? 'E] 1] (ci——c 2*)
o 2 o 1] 2
B 1 1

0

1 1

—he by Tpe T _ by e

i 4

3. Par croissances comparées, on en déduit que :

b 1
lim tef—e ®)dt=0+0-0+0+1—-
b—+oa 4

o0
done intégrale [ i |:4? e ﬂ]- dt comverge et vaut —1
]
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4 Powrzz0,ona (M < z)=(D < z)n(Dy £ 7).

. Par indépendance de [ et D, on a done pour = 2= 0,
PIMgzi=Pl(Ih€z)n(Ds £ 2)) =P £ 2)P{Dg £ 1) P[rj"Z

De plus, puisque P(M £ z) =0 pour = < 0, on a bien P(M £ x) Fiz)® également pour = = 0.

6. Pour obtenir une densité de M, il suffit de dériver P(M = =) (la o1 cela est possible). Or, on a ici :

(1—e )2 5z
YreR, PIM<xr {‘] )" siz 20

0 SN0

done une densité g de M est :

) Qe Tl —eT) sixzl
Yre R, gz . e
g(x) { 0 EINon

oo Do
7. Om regarde si [ tg(t)dt converge ahsolument, i.e. si f (e f_ o ™) converge. [Paprés la question
i f —oo ]
3, c'est hien le cas, et on a donc :

E(M) 9[ He ™t — e HydE =2
S0

e | g
(o]
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RAPPORT D’EPREUVE

Commentaires généranx

Rappelons quelques faits importants :

s Une lecture préalable et attentive du sujet est nécessaire afin d'en comprendre la problématique ot de
hiérarchiser les difficultés. Elle permet alors an candidat d’aborder le sujet par les exercices (et/ou les
questions) qui lul =ont les plus accessibles,

o Une copie soignde est approcice.

« Une bonne connaissance des notions et résultats fondamentanx du cours est un prérequis indispensable &
la résolution correcte de nombreuses questions d'un sujet de mathématiques,

o Une rédaction correcte comportant des justifications convenahbles ainsi que la vérification, ou au mindmum

le rappel, des hyvpothéses nécessaires A Papplication dun théoréme utilisé forment une part extrémement

importante de la note attribuée A toute question.

Veérifier la vraisemblance ot la cohérence des résultats obtenus par rapport aux résultats proposes.

L'aménagement des calculs et des raisonnements afin d'obtenir impérativement les résultats proposes est

fortement sanctionné,

Rappelons que les questions informatiques sont assex largement valorisées au sein du baréme de 'épreuve
et que, prés des deux tiers des candidats v répondent de facon suffisamment satisfaisante,

Avec une movenne de 11,09 et un écart-type de 5,79, cette épreuve a permis une sélection tout & fait
satisfaizante des candidats.

Commentaires particuliers

Exercice 1
Partie 1

1. Peu de candidats ont remarqué que la matrice ¢ était triangulaire sans séro sur sa diagonale pour conclure
i son inversibilité.
Die plus, aprés le caleul de Q2. certains résolvent inutilement I'équation QX = Y pour déterminer Q1.
2. Les caleuls étalent dans ensemble bien maitrisés par les candidats.

3. Le raisonnement par récurrence, dans cette question comme pour les antres du méme type, a été mienx
traité qu'il ne Favait été les années précédentes. On ne peut que recommander aux étudiants de s’entrainer
& cet exercice de maniére efficace.

4. Le caleul, qui découle de la question précédente, était assex délicat ot n'a pas été toujours assez détaillé, ce
qui a conduit & des erreurs de caleul. Heureusement, trés peu d'étudiants pensent encore qu'il faut élever
chaque coefficient de M 4 la puissance n pour caleuler M™.

Partie 1T
1. Trés pen d'étudiants pensent & introduire des notations pour décrire les événdments demandés.
2. Cuestion dans 'ensemble bien réussie méme si les raisonnements dtalent parfois un peu confus.

3. 1l est rappeld aux candidats que, lorsgu'un résultat est donné dans 'énoncé, on attend sur les copies les
justifications amenant & ce résultat, les preuves devant alors étre précises,

4. Les calculs matriciels et le ralsonnement par récurrence sont globalement bien menés.

14
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5. Les résultats de la question (a) sont souvent admis en raison d’erreurs dans les caleuls précédents. Les
candidats qui traitent cette question font correctement le lien avec les questions qui précédent. On attend
des candidats qu'ils justifient les limites de suites géométriques intervenant dans 1'exercice.

Exercice 2

1. Question peu réussie par les candidats. Soit les résultats sont faux, soit on utilise abusivement ou de
maniére trop systématique la méthode des croissances comparées, qui est done confuse pour heaucoup
d'étudiants.

2. Le calcul de f'(x) est presque toujours correct. Cependant, le signe de In(z) — 1 est souvent confondu avec
le signe de In(z).

3. Cette question dépendait pour beaucoup sur ce qui avait 6té trouvé i la question 2. Les hypothéses du
théoréme de la bijection sont souvent incomplétes voire incorrectes,
4. Les raisonnements par équivalences sont parfois utilisés de maniére abusive,

. Pen de candidats ont fait le lien avec les résultats de la question 4. Cela les a obligé & faire des caleuls et
des ralzonnements plus fastidienx. La question (c) a amené un grand nombre de réponses du type « La
suite est décroissante ot minorée par e, donc converge vers ¢ =,

(=

6. La manipulation des inégalités pose probléme, notamment pour majorer |f'(z]].

7. L'énoncé de I'inésalité des accroissements finis est souvent maladroit mais les hypothéses sont souvent
énoncées correctement. De rares télescopages ont voulu se substituer au ralsonnement par récurrence
dans la question (b). 1l est rappelé aux futurs candidats qu'ils peuvent étre amends i utiliser un type
de raisonnement (par exemple récurrence) sans que ceci ait &té précizd dans 'énoncé, surtout dans le cas
d'une question usuelle. Les récurrences apercues dans la question (b) ont cependant été assez bien rédigées.

Exercice 3

Partie 1

1. La loi binomiale est bien conmie des candidats, méme = beaucoup peinent & justifier correctement son
emplol.

2. Les candidats ne justifient que rarement 'expression donnée pour ¥, révélant une incompréhension de
la situation concréte, avec beaucoup de raisonnements fantaisistes pour arriver au résultat indigué par
Iénoncé. Peu de candidats ont su correctement calculer la variance de Y.

3. Les candidats ont dans I'ensemble bien compris comment mettre en place Mapproximation binomiale/-
poisson. Une large majorité des candidats e cependant considéré que événement contraire de [X z 10]
était [X < 10].

Partie 11

1. La loi géométrique est bien connue des candidats, méme si beaucoup peinent & justifier correctement son
emploi. Trés peu ont su utilizer le théoréme de Koenig-Huygens pour déterminer l'espérnce de 5L§_

2. Cette question a été peu réussie par les candidats. Beaucoup ont tenté d’avolr recours 4 un mauvals
gysteme complet d'événements, ce qui démontrait P'incompréhension de 1'énoncé.

3. Dans de rares copies, d'excellentes réponses ont 6té donndes sur cette question. Les précautions lides aux
convergences de séries ont 618 systématiquement oublides.
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Partie 111

1. Cette question, restitution du cours, fut rarement réussie.

2. L'intégration par parties n'est pas asseg maitrisée par les candidats. Sur beaucoup de copies, le calenl a
été inachevé,

3. Bien réussi lorsque la guestion précédente avait abouti.

4. L'égalité entre |M < x] et [I £ z|N [y £ 2] n'est souvent pas suffisamment justifide.

G, Chuestion pen traitée par les candidats.

6. Un grand nombre de candidats pense devoir démontrer ici que la fonction g est bien une densité de
probabilité. Il est rappelé aux candidats de bien lire Pintitulé des questions pour ne pas faire de hors-sujet.

Cuestion peu traitée par les candidats.
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