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Exercices corriges d'arithmétique dans N

Exercice 4 :

Soit a un entier naturel impair.

1 — Montrer que a? — 1 est un multiple de 8.

2 — Déduire que a* — 1 est un multiple de 16.

3 — Soient m et n deux entiers naturels impairs, montrer que 8 divise m? + n? + 6
Exercice 5 :

1-SoitneN, montrerque: (n?+1—-n)(n?+1+n)=n*+n?+1

2 — Montrer que 10101 est divisible par 111

3 — Montrer que 108 + 10* + 1 est divisible Par 111.

Exercice 6 :
1 — Vérifier que pour toutneN: n2+4n+9=(n+3)(n+1) +6

2 — Déterminer toutes les valeurs de n (neN) tel que le nombre (n + 3) divise n? + 4n + 9
Exercice 7 :

1 — Vérifier que (a + b)(a?—ab + b?) =a3 + b®

2 — Montrer que 1 000 000 001 n’est pas premier

3 — Montrer que 213 n’est pas premier et que 127 est premier
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Exercices corriges d'arithmétique dans N

Solution de ’exercice 4 :

Soit a un entier naturel impair.

1 — Montrer que a2 — 1 est un multiple de 8.
a est impair il existe un entier naturel ktelque: a=2k+1
a?=(2k+1)>=4k?+4k + 1 Donc a2—1=4k?+4k+1—1=4k?+ 4k
Donc a2 -1=4k(k+1)  Ona k(k+ 1) est pair il existe un entier naturel k' tel que : k(k + 1) = 2k’

Donc a?—1=4x 2k’ Donc a2—1 = 8k’ D’ou  a?— 1 estun multiple de 8

2 — Déduire que a* — 1 est un multiple de 16.
at-1=(a??-1=(a%2-1)(a2+1) Onaa?=4k?+4k+1 donc a?+1=4k2+4k+2
donc a?+1=2(2k*+2k+1)  Donc a*-1 = 8k'x2(2k? + 2k + 1)
Donc a*-1 =16k’ (2k?2 + 2k + 1) on pose k' =k’ (2k? + 2k + 1) donc k" eN
Donc a*-1 = 16k"”

D’ou a*-— 1 est un multiple de 16.
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Exercices corriges d'arithmétique dans N

3 — Soient m et n deux entiers naturels impairs, montrer que 8 divise m? + n? + 6

m et n deux entiers naturels impairs

m?+n+6=m?+n’-2+2+6=m?-1+ n>-1+38
metnsontimpairs donc m?-—1 et n2—1 sont des multiples de 8.
il existe k et k’ deux entiers naturelstelsque: m?—-1=8k et n?-1=8k

Donc m*+n°+6=8k+8k +8=8(k+k’'+1)
onpose k"=k+k'+1 donc k”"eN
Donc m2+n?+6=8kK"

D’ou 8 divisem2+n2+6
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Exercices corriges d'arithmétique dans N

Solution de ’exercice 5 :
1-SoitneN, montrerque: (N°+1—-n)(n?+1+n)=n*+n?+1
(N?+1-n)(n?+1+n)=[(n*+1)>-n?]=n*+2n2+1—-n?

D’ou (N°+1-n)(n?+1+n)=n*+n+1
2 — Montrer que 10101 est divisible par 111

Ona 10101=111x91 D’ou 10101 est divisible par 111
3 — Montrer que 108 + 10* + 1 est divisible Par 111.

Ona 108+10%+1=(109*+(109»2+1 Or(n?+1-n)(n?+1+n)=n*+n’+1
Onprend n=10° Donc [(109)2 +1-102][(10%)2+1+102]=(102)*+ (102)2+1
Ona 108+10%+1=((10%% +1-10%)((10%)%+ 1+ 10?)

Or10*+1+102=10101 et 10101 =111 x 91

Donc 108+ 104+ 1=111x91(10* +1-10?)
onpose k=91(10* +1-10%2) donc keN Donc 108 + 104+ 1 =111k
D’ou 108+ 10%+ 1 est divisible par 111
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Solution de ’exercice 6 :
1 — Vérifier que pourtoutneN: n?+4n+9=(n+3)(n+1)+6
Ona (N+3)(n+1)+6=n2+n+3n+3+6=n+4n+9
Dot n?+4n+9=(nn+3)(n+1)+6
2 — Déterminer toutes les valeurs de n (neN) tel que le nombre (n + 3) divise n>+4n+9

. 2 <. 2
(n + 3) divise n + 4n + 9 c’est —a—dire N ;4"”9 eN

+3

2
Donc N°+4n+9_(N+3)(N+1)+6 _(n+3)(n+1) 6
nN+3 nN+3 n+3 nN+3

2
n“+4n+9 _ 6
Donc 3 _(n+1)+n+3

Pour que (n + 3) divise nZ + 4n + 9 il faut que (n + 3) divise 6
Les diviseursde 6sont:1;2; 3; 6.

Doncn+3=1oun+3=20un+3=3o0un+3=6 Doncn=-2oun=-10un=0 oun=3
Or —2¢N et —1¢N dou n=0oun=3
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Solution de ’exercice 7 :
1 — Vérifier que a®+ bs=(a+ b)(a?-ab + b?)

(a+b)(@?-ab+b?)=a-a’bh+ab?+a’h-ab?+b3=a3 +bs

D’ou a3+ b3=(a+b)(@—ab+b?

2 — Montrer que 1 000 000 001 n’est pas premier

Un nombre premier
est un entier naturel
qui admet
exactement deux
diviseurs:

1 et lui-méme

Ona 1 000000001=1 000000000+1

Donc 1 000000001 =10+ 1
Donc 1 000 000 001 = (103)3 + 13

Ona (1033 + 13=(10%+ 1)((10%?- 103+ 1)
Ona 103+ 1=1001 donc (1001) divise 1 000 000 001

D’ou 1 000000 001 n’est pas premier
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3 - Montrer que 291 n’est pas premier et que 127 est premier

Montrer que 291 n’est pas un nombre premier

¢ On calcule V291 =17;0587

¢ On teste la divisibilité de 291 par 2; 3; 5; 7; 11; 13; 17

¢ Or 291 impair donc n’est pas divisible par 2
¢0Ona2+9+1=12 donc 291 est divisible par 3

D’ou 291 n’est pas un nombre premier.

Montrer que 127 est un nombre premier

¢ On calcule

¢ On teste la divisibilité de 127 par 2; 3; 5; 7; 11.
¢ 127 n’est pas divisible par 2; 3; 5; 7; 11

D’ou 127 est un nombre premier.
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N127 =11;26
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Pour montrer qu’un
nombre entier naturel
N >2 est un nombre
premier, il suffit de
montrer que N n’est
divisible par aucun
nombre premier
inférieur ou égal a \/N
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2 & 2 ki 11 13 17 12 23 29 31 27 4 4% 47
2% 29 Bl B7 71 TE 73 83 &89 27 101 1903 107 109 1135
127 131 137 139 142 131 1537 183 167 173 173 181 191 133 197
199 211 223 227 229 233 239 241 231 2537 263 269 271 2VV7 281
2832 295 30V 3211 313 317 331 337 247 349 353 359 AeV 3V3 AT
283 389 397 401 409 419 421 431 433 439 443 449 437 461 4583
457 473 48Y 491 499 303 309 321 323 241 34V 35V Sed 389 ST
277 28T 593 299 el &0V 813 617 819 631 &4l e43d 647 653 639
el &7&F 677 B33 891 YO V09 A9 VRV OVIZA VA9 43 Y31 VAV Vel
el FAE O OTEY IV 809 B11 821 BE3 BZV  B8X9 839 B33 B3V 859 Beid
277 831 883 B3V 9207 911 919 929 937 941 947 933 T V1 9V
53 991 997 1009 1013 1019 1021 1031 1033 1039 1049 1031 1081 1063 1089
1087 1091 1093 1097 1103 1109 1117 1123 1129 1131 1153 1163 1171 1181 1187
1193 1201 1213 1217 1223 1229 1231 1237 1249 1239 1277 1273 1283 1289 1291
1297 1301 1303 1307 1319 1321 1327 1361 1367 1373 1381 12399 1409 1423 1427
1429 1433 1439 1447 1431 1433 1439 1471 1481 1483 1487 14589 1493 1499 1311
1323 1331 1543 1349 1333 1339 1367 1371 1379 1583 1397 1a01 107 1609 1613
1619 1821 1627 1637 1637 1663 1667 1669 1693 1697 1699 1709 1721 1723 1733
1741 1747 1733 1739 17077 1783 1787 1789 1201 1811 1823 1831 1847 1381 1867
1871 1273 1877 1872 18589 1901 1207 1913 1931 1933 1949 1931 1973 1973 1987
1993 1997 1939

Nombre premier inférieur 2000
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