Cours Limite et continuité avec Exercices avec solutions
PROF: ATMANI NAJIB 2BAC BIOF: PC et SVT

LIMITE ET CONTINUITE

I)LIMITE D’UNE FONCTION EN UN POINT
CE)MI_DLEI\/IENTS (I.im.ite adroite et a gauche et lim £ P P 20| too | 0 | too
opérations sur les limites) limg [£'#0] 40| O { 0| +
1)Rappelles : . £
. . ~ lim — - 0 +too | +oo 7 ?
Soient P et Q deux fonction polyndbme et x, e R g £
etaeR" alors: 2)Exercices : RAPPELLES
1) lim P(x)=P(x,) Exercicel : Determiner les limites suivantes :
o Ix2+3+1
_P(x) P(x) Dlim——-u— 2) lim 2x* +x* —x+4
2) IlmQ( )=Q( ) si Q(%,)#0 o1 2x—1 xoro
X—>Xg X X
o AR 3) lim 2x+5x%* = 7x* i 3X+8x% - 2x°
3) XILrQ)smx=smx0 4) XILnxwocosx=cosxO xorn ¥ —10xE +14%° o X4 2%
. . : . tanx-1
5) limtanx =tanx, si x0¢%+k7z kKeZ 5) lim vx* +x-x 6) lim .
X—>Xg X—+0 X—)E
4 X——
5) lim/x =%, si % >0 4
X—>Xg /—2
. sinXx . tan x Solutions :1)IimL3Jrl:§:3
6) ||ng_:1 7) ||n(1)_:1 1 2x-1 1
X > X 2) lim 2x° + x> =x+4 = lim 2x% =+
g) limSinax _, 9) lim 28X _y o L.
=0 ax =0 ax 3) lim 2T i X i X
10 “ml—cosx 1 o0 X —10X° +14X7 om0 14X xoee 2
=5 348 -2 . -2x 1
=0 X 2 4) lim ————=Ilim ——=1lim-==0
X—>—0 X +2X xo—0 2X D ¢
hmf | ¢ f [ | to| o] t® 5) limyx*+x-x ?
limg £ tw | =m | tw - 00 - 00 o
mf+g|f+'[ +oo | -0 | +o0 | —co [Formeind Ona: limx*+x=40 donc: limyx*+x =+
Ces propriétés sont vraies si x tend vers a+ ; a—; | Et lim-=x=—w0
+o0 QU —o0 X—>+o0
on trouve une formes indéterminée : "+ —o"
2 2
: to | -o | +w _ _ (\/x +x—x)(\/x +x+x)
it L0001 0] lim o e x — x = lim
limg Flto|-o|to]|-0|to]-o|t0|-0| -0 X Xt («/x2+x+x)
limfxg ' to | <o | <o | +o0 [omeid|fomeint| 400 | +00 | =00 2 2
lim X2+ x—x = lim 22222 fim ——%
. X—+0 X—+0 ’X2+X+X X—+0 ) 1
lim £20 | 0 0 |+oo| -0 X 1+; +X
1 1
lim — - +e| -ea| 0 0
f £ = lim or x -+ donc |x|=x
X (1+1 +X
X
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1 1

. X .
=lim—— = 1im —_E
x[ (1+1J+1] (1+1)+1
X X

tanx-1

6) Iirg On pose x—%zh

- tanh+tan£
or: tan(h+—j: 4
4 1—tanh><tan%

tanh:gxlz2
1

_tanh+1
1-tanh

tanx-1 .. 2
Iim——==1im X

h—0 1—tanh h

Exercice2 : (Limites a droite et a gauche)
(x+1)2

1]

Etudier la limite de fen x, =-1

Soit la fonction f : x i~

Solution :Déterminons lim f(x) et lim f(x) 2
Xx—>-1 X—-1

x>-1 x=<-1
vxeR—{-11}
2
Si:—1<x=<1:f(x)= (x+1)” _ x+1
[x+1|x-1 x—1
Donc : lim f (x)= Iim—X—+1=0
oy o x-1
S' X'<—1 f(X): (X+1)2 :X+1
|x+]“x—]4 x—1
Donc : lim f (x) = lim** 2 ~0
ey o x-1

donc : lim f(x): lim f(x):Odonc :lim f(x)=0

x—>-1 x—>-1 x—>-1
x>-—1 x<-1

Exercice3d : Soient les fonctions tels que :

() =v2x+1(-3¢" +x) et g(x)= gii;}(\/pl)
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=3x+1 x2+1
k = h =

1)Déterminer :

sin x

lim f (x) et lim f(x)

X—2 X—>+0
fim (1) et ima

limh(x)

x—0

2)Déterminer :

3)Déterminer :

4)Déterminer les limites aux bornes du domaine
de définition de k
Solution :

1)Déterminer : lim f (x) et f(x):\/2X+1(—3x2+x)
Iirr212x+1:5 et Iirr21—3x2+x:—10
Don : lim f () = v5x(-10)=-105

lim 2x+1= lim 2X =+

X—>+0 X+

Donc : lim v/2x+1 =+

X+

Etona: lim-3x+x=lim-3x*=—0

X—>+0 X—>+0

Donc : lim f(x)=—x

X—>+0

e 2) XIlﬁr+r])og(x) ? et g(x)zgiizs}l(\/pl)

Ona: lim \/;=+oo donc : lim \/§+1=+oo
X—>+0 X—>+00
22+l . -2x?
= lim

2 X—>+0 X2

Et lim
X+ (X—S)

=-2 donc : lim g(x)=—

X—>+o0

e 2) leﬂgg(x) ? et g(x):_2X2+1(\/§+1)

()

Iin;«/;+1:\/§+1 et Iirr31—2x2+1:—17 et

. 2 s _
lim(x-3)"=0" donc : limg(x)=—~
3) limh(x) 2.

Xx—0

) . X2+1sinx
limh(x)=lim—=—=
x—0 x—0 X X

. sinx .
Or Img—:l et puisque :
X—>! X

limx2+1=1 et
x—0

limx2=0"
x—0
x2+1

et lim—;

x>0 X

=+ alors : limh(x)=+x
x—0

4y k(x)= X(Xszl)

donc : D, =]-;0[U]0;2[U]2 4]

2




. =3X .. =3

= |lim — = lim—=0
X—>+0 Y X—>+0 ¥
-3

— fim =X~ fim =0

X=>-0 X

o lim k(x) = lim L

X+ X—>+0 X2 —-2X

o limk(x) = lim >+
X—-00 xa—wx —2X

e lim-3x+1=1 et I|mx -2x=0

x—0

Etude du signe de : x*—2x

€T —00 0 +00

z(xz=2)| + []I) ¢ +

limx*-2x=0" et limx*-2x=0"

x—0" x—0"

Donc : limk(x)=-w et limk(x)=-+o

x—0" x—0"

lim-3x+1=-5etlimx*-2x=0" et limx*-2x=0"

X—2 x—2" X—>2"

Donc : limk(x)=-w et limk(x)=+xo

x—2" X—2"

[) CONTINUITE D’UNE FONCTION
NUMERIQUE EN UN POINT :
1)Activité : Considérons la fonction f définie

f( )_x—6x+5 1

Donc :

par :
f(1)=-4

1) Déterminer Df 2) a) lim f (x)

x—1

b) Comparer lim f (x) et £(2)

Solution :1) D; =R—{1}
2)a)

w:”mwzlimx%:%
x-1 x-1

f

On dit que f est continue en X, =1

2) Définition : Soit f une fonction définie sur un
intervalle de centre a. On dit que la fonction f
est continue en a si elle admet une limite finie

enaetlimf(x)=f(a)

Exemplel : Considérons la fonction f définie par
f (x) _ X2+ x-12
X_

lim f (x)=lim

x—1 x—1 x—1 x—1

2) b) lim f (x) =

;six#3et £(3)=7

Etudier la est continuité de f en x, =3
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X2+ X — 12
X—3

Solution:ona: +4 D.EC

f(x)=
legg f (x):IX|L1;x+4:7: f (3)

Alors : leLr; f(x)="f(3)

Donc :f est continue en x, =3

Exercice4 : Considérons la fonction f définie

X+l 151x¢Oetf() %

tan x
Etudier la est continuité de f en x, =0
Solution :

Par: f (x)=

| o1l (\/x+1—1)(\/x+1+1)
lim f (x): lim =lim
) o0 tanx  xo0 (\/x+1+1)tanx
X 1 1
— :1 —:f O
vty Jxelel 2 ©)

Alors : lim f (x)="f(0)
Donc :f est continue en x, =0

Exerciceb : Considérons la fonction f définie
sin(x—2) |

Par: f (x)= "

;six#0etx#2et {(2)=1)

Etudier la est continuité de f en x, =2

sin(x-2
1(—2) 1 f(2)Alors}
X

lim f (x)=f(2) Donc :f est continue en x, =2

X—2

Solution : lim f (x)=lim

X—2 x=2 X

Exercice6 : Considérons la fonction f définie

f(x)=

f(1)=m

sin(7x)

isiL.x=1
x-1

Par :

avec M parametre réel
déterminer la valeur du réel m pour laquelle

f est continue en x, =1

sin(7zx)
x—1
onpose: h=x-1 x—>1<h->0

. _sin(z(h+1))  sin(zh+7)
Ilmf(x)_llm#_ me—"""7)

Solution : lim f (x) =lim
x—1

x—1

x—1 h—0 h—0
. —sin(zh

=lim #7[ =—7
h—0 7z'h

donc f est continue en x, =1 ssi m=-7x

1w




Exercice7 : Considérons la fonction f définie par

f(x):2+x25in(1j; six#0et f(0)=2
X

Etudier la est continuité de f en x, =0
ﬂn(lj

etona I|mx =0

Solution : xeR" <1 donc:

e

Alors : lim f (x)=2
x—0
Donc :f est continue en x, =0
3) continuité a droite et a gauche
Exemple : Soit f définie sur R par :

f(x)=x%si.x<0
{f (1)=2+x;si..x>0
lim £ (x) = lim x2=0= f (0)

x—0" x—0"

On dit que f est continue a gauche de x, =0
lim f (x)=Ilim2+x=2= f(0)

x—0" x—0"

On dit que f n’est pas continue a droite de 0
Etona: lim f(x)= lim f(x)

x—0" x—0"

‘f(x)—Z‘:x2

Donc, la limite en 0 n’existe pas.
Conséquence : f ne peut étre continue en 2

A

b
>

|O
Graphiquement : La courbe de f ne peut étre
tracée sur un intervalle comprenant O,
« sans lever le crayon ».
Définition :1) Soit f une fonction définie sur un

intervalle de la forme [a, a + [ our >0
On dit que la fonction fest continue a droite
de a sielle admet une limite finie a droite en a

et lim f(x)=f(a) :

x—a*

2) Soit f une fonction définie sur un intervalle de
la forme Ja—r;ajotr >0

On dit que la fonction fest continue a gauche

de a si elle admet une limite finie a gauche en a
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et lim f (x)=f (a)

Exemple : Soit f définie par :
f(x)=3-x%si.x<0

f(x)= gz_i;si...x>0
X_

Etudier la est continuité de f a droite et a
gauche de x,=0

. : . X

Solution : lim f (x)=lim
x—0" x—0" 2X —1

donc f est continue a droite de x, =0

lim f (x)= lim3-x2=3=f(0)

x—0" x—0"

donc f est continue a gauche de x, =0
Théoréme : Une fonction est continue en un
point a si et seulement si elle est continue a
droite et a gauche de a

Donc : f est continue en x, =0 ssi

lim f (x)=Ilim f(x)=f(a)

~3=1(0)

Exemplel : Considérons la fonction f définie
f(x)= 2X+l;si...x <2
Par : 72_3X 6
f(x)= XHXTD .G x=2
X—2

Etudier la est continuité de f en x, =2
(2)_ 2x2+1 5
7-3x2 7- 3><2

x2+x-6 . (x=2)(x+3)

Solution :ona:

lim f (x)=lim———=lim

X2 x>2" X—2 x—>2° X—2

XILT f(x)=XILrp x+3=5=f(2)

Donc f est continue adroite de f en x, =2
. . 2x+1 5

lim f(x)=1 =—=5=1(2

an; (X) XLT’ 7-3x 1 ( )

Donc f est continue gauche en x, =2

Donc f est continue en X, =2

2 _
Exemple2: Soit la fonction f : xr—>|X 1|S| x#1
X_

Et: f(1)=2
Etudier la la continuité de f en x, =1
Solution :vxe R-{1}

I




] .ox2=-1 .
lim f (x): lim=——=Ilimx+1=2=f
x—1 x—1 X—l x—1

(%)
x>1 x>1 x>1

donc f est continue a droite de x, =1

. . x2-1 .
IXILF f (x)=IX|LF—r=IX|LF—(x+1)=—2¢ f(1)

donc f n’est pas continue a gauche de x, =1
donc f n’est pas continue en x, =1

On 2dit que f est discontinue en x, =1
4) Prolongement par continuité
Activité : Soit la fonction h définie par

X +1
fx)= —~ T2
(x) X2 +3x+2

1- Déterminer 'ensemble de définition de la
fonction f.
2- Déterminer la limite lim f (x), f est-elle

Xx—>—1

continue en X, =-1?

3- Soit la fonction f définie par :
f(x)="f(x);si.x=-1

{f (-1)=3

a) Déterminer D,

b) Etudier la continuité de la fonction

f en x, =-1 Lafonction f s’appelle un

prolongement par continuité de la fonction de f
en-1

4- Peut-on prolonger f par continuité en a = -2
Solution : 1)

xeD; & x*+3x+220< x=-1 et x=-2

Donc : D; =R—{-1-2}

3 X+1)(x2 =x+1
2) |imf(x):|im2)(—+1: ; ( +)( +)
xo-L o 1xE+3X+2 o (X+1)(x+2)

X —x+1
X+2
—-1¢ D, donc f n’est pas continue en x, =-1

f(x)=f(x);si.x=-1
3 a){f(_l)s
b) XILrylf(x):B:f(—l)

lim f (x)=lim 3

x—-1 Xx—>-1

donc: D, =R—-{-2}

donc f est continue en x, =-1
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) . X +1
4) lim f (x)=lim————?
) Jim, (%) xo>-1 X% 43X+ 2

lim x®+1=-7

x—>-2*

lim x*+3x+2=0" donc: lim f(x)=+w

x—>-2* x—>-2"

Donc on ne peut pas prolonger f par continuité
ena=-2

Théoreme et définition : Soit f une fonction
dont 'ensemble de définition est D, ; a un réel

tel que a¢ D, et lim f (x) =1 (finie)
f(x)=f(x);si.x=a
f(a)=I

Est une fonction continue en a et s’appelle un
prolongement par continuité de la fonction

La fonction f définie par :

fena
Exemple : Soit f une fonction définie par
f(x)= 1-cosx Donner un prolongement par

continuité de la fonction f en x, =0

. . . 1-cosx . 1-cosx
Solution : Ilmf(x):llm =lim xx=0
x—0 x—0 X x—0 X2
. 1-cosx 1
Car: lim ==
x—0 X2 2

Donc La fonction f définie par :

f(x)=f(x);si.x=0
f(0)=0

Est une prolongement par continuité de la

fonction f en x, =0

[Il) OPERATIONS SUR LES FONCTIONS

CONTINUES.

1) Continuité sur un intervalle

Définition :

Soit f une fonction dont le domaine de définition

est D,, soit ]Ja, b[ un intervalle inclus dans Df

1) On dit que f est continue sur l'ouvert] a, b [si
elle est continue en tout point de ]a, b[

2) On dit que f est continue sur [a, b[ si elle est
continue sur ]a, b[ et a droite de a

3) On dit que f est continue sur [a, b] si elle est
continue sur ]a, b[, a droite de a et a gauche de }
Remarque :

[&)]




1) Si une fonction f est continue sur [a, b] et sur

[b, c] elle est continue sur [a, c]

2) En général si f est continue sur un intervalle [

et sur unintervalle J etsiI N ] # @ alors f est

continue sur [ U J.

3) f peut-étre continue sur [a, b[ et sur [b, c] sans

gu’elle soit continue sur [a, c]

Dans le graphique ci-dessous f est continue sur

(-3.0[et f(x)= %;si...x <0
f(x)=x%si.x>0

/
/

,/ 4
,‘/

continue sur [0, 2] mais pas continue sur [-3,0]
car elle n’est pas continue en 0

2) Opérations sur les fonctions continues
Propriétés :1)Si f et g sont deux fonctions
continues en a alors :

a)f+g b)fxg Olfl

Sont des fonctions continues en a

2)Si f et g sont deux fonctions continues en a
et g(a) # 0 alors

1 f : .
a) — b) — sont des fonctions continues en a.
g

3) Si f une fonction continue en a et f(a) 20
alors : \/Test continue en a

Remarque :La propriété précédente reste vraie
soit a droite de a, a gauche de a ou sur un
intervalle I (En tenant compte des conditions)
Propriétés :1) Tout fonction polyn6me est
continue sur R
2) Les fonctions sin et cos sont continue sur R
Exemples :
1)h(x)=~/x2+x+3
X2+ X +3Est continue sur R car c’est une
fonction polynédme donc elle est continue sur R
de plus (Vx € R)( x2+x+320)
(Son discriminant A est négatif)
4 3

2) g(x)= X2+—X_6est continue sur :

X2+2X-3
]—,=3[;sur]-3,1[ et sur]1, +|.
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3) La fonction tan est continue sur tous le
intervalles de la forme : |-n/2+ kn ;n/2+ kn[
(oUk€eZ)

3) Continuité de la composition de deux
fonctions.

Théoréeme : Soient f une fonction définie sur un
intervalle I et g une fonction définie sur un
intervalle J tels que f(I) c J

et X, un élément de 1.

1) Si f est continue en X, et g continue en f(x,)
alors gof est continue en X, .

2) Si f est continue I et g continue en f(I) alors
gof est continue I.
Exemples :1) Soit f une fonction définie par

f (x)=cos(2x2—3x+4)

Montrons que f est continue sur R

Puisque les fonctions : f,:x —> 2x2-3x+4 et
f, :x —cosx sont continues sur R

Et f,(R)cR alors: f = f,o f, est continue

sur R
2) Soit g une fonction définie par

/ X
g(x)_ 1+sin2x

Montrons que g est continue sur R*
Ona: D, =[O;+oo[ et Puisque la fonction :

X .
g, : X > ———— est continue sur R" et
1+sin2x

g,(R")=R"et g, :x—+/x sont continue sur R*

Donc: g=g,cg, estcontinue sur R*

3) Soit f et g deux fonctions définies par
f(x)=x+1si.x<0

{ f(x)=0;si..x>0

Montrons que f est n’est pas continue en x, =0

et g(x)=5

et h=gof estcontinue en x,=0
Eneffet:ona f(0)=0
et XILT f (X)leLT x+1=1= f (0)

Et g est continue en x, =0

maison a : (ge f)(x)=5 est continue en x, =0

[}




jest continue sur R car

4) f (x)=sin(

X — X2+1est continue sur R et ne s’annule pas

x2+1

sur Rdonc: x— est continue sur R

x2+1

et (Vx € R) (%16 R) et sin est continue sur R
X2+

3) Limite de vou
Théoreme :Soit u une fonction définie sur un

intervalle pointé de centre x,telle limu(x)=|

X=X%g

si v est continue en [ alors !ing (veu)(x)=v(l)

Preuve :Ona: limu(x)=I€ R donc u admet

X—>Xq
un prolongement par continuité u définie
u(x)=u(x);si..x#x,

u(x,)=I

La fonction u étant continue en x,; et v est

comme : {

continue en u(x,) =1 alors et d’aprés le

théoréme de la composition veu est continue
en X, et par suite :

lim(vou)(x)=lim (vOu)(x)=(vOu)(xo)=v(l)

X=X X=X

Exemples : Déterminer les limites suivantes :

1) limsin (1_005)( ﬂj
x—0 X2

2) lim COS[ﬂ',/X—_l]
X400 Xx+1

Solution :1)

1-cosx
X2

1-cosx Vs .
P :E g est continue sur R
X

Soient: f:x—>

r et g:x—sinx

Puisque : lim

x—0

Donc continue en x, =—donc :

.. [1-cosx . (7
Ilmsm[ nj:sm Ejzl

Xx—0 X2
2) puisque : lim 7

X—>+00

NN

Et la fonction ;: X - cosx continue en «
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donc : lim cos(;r /X—_ljzcom:—l
X—>+0 X+1

Exercice8 : Déterminer les limites suivantes :

2 __
1)limcos zianx 2) lim sin ZXE—4X+3
x—0 3x X—>+00 4x2+7

2
3) limsin / 2X
x=0 1-cosx

rtanx . mtanx &
=lim=——-2==
3x x>0 3 X 3

et Puisque : x — cos x est continue sur R

Solution :1) lim

x—0

. V3
Donc continue en x, = 3 donc:

} (ﬂtan Xj [7[ 1
limcos =C0s| — |==
x>0 3X 3 2

TX2—4X+3 lim 7 _ 7
4x2+7 x>0 4x2 4
et Puisque : x —sin x est continue sur R

X2 7w

2) lim

X—>+0

. T
Donc continue en x, = " donc :

.. [ mX2—4x+3 . 2
donc: limsin| —— |=sin—=—
X0 4x2+7 4 2
. l-cosx 1 . X2
3)ona: lim ==donc: lim2 =4
x>0 X2 0 x>0 1—C0S X
. 2x2 .
donc : lim — 2 :x —+/x est continue en 4
x-0 \1—C0S X
- - 2 - -
donc : limsin =sin2 car : x —»sinxest
x—0 1-cosx

continue en 2

IV) IMAGE D’UN INTERVALLE PAR UNE
FONCTION CONTINUE

1) Image d’un segment (intervalle fermé) :
Activité :Le graphe ci-contre est le graphe de la

fonction f(x)=x2+2x

[N




Déterminer graphiquement les images des
intervalles : 1, =[0,1], I, =[-3,-1]; I, =[-3,1]
Théoréme : (Admis)

L’image d’'un segment [a, b] par une fonction
continue est le segment [m, M] ou :

m:XrEr[le] f(x)etM :En[?b(] f(x)

ot 1

.
|
J

W

i
|

Cas particulier :
1) Si f est continue croissante sur [a, b] alors

f(la, b]) = [f(a), f(D)]

2) Si f est continue décroissante sur [a, b] alors
f([a, b]) = [f(D), f(a)]

2) Image d’un intervalle.

2.1 Théoréme général

Théoréme (admis) : L'image d’un intervalle par
une fonction continue est un intervalle.
Exemples : f(x)=x2+2x

Graphiquement en a : (le graphe ci-dessus)
f((-12)=[-13] et t([0.2])=[-10]

f (]-1.0])=[0,3] et f([2,+oc[)=[0,+o]

f (e 1)) <[4

Remarque : L’intervalle I et son image f(I) par
une fonction continue n’ont pas nécessairement
la méme forme.

2.2 Cas d’une fonction strictement monotone
1) f continue et strictement croissante sur
Lintervalle I et acl et bel

f([ab])=[ f(a); f(b)] et f([ab])=] f (a);limf (x)

X—b
x=<b

f(Jasb])= [lim f (x); f (b) |€t f (]a;b[)]lim f(x);lim f (x){

X—a X—a x—b
X>a X>-a x=<b

Prof/ATMANI NAJIB

Année Scolaire 2018-2019 Semestrel

2) f continue et strictement décroissante sur
Lintervalle I et acl et bel

f([ab])=[ f(b):f(a)] et f([ab])= limf(x)f(a)

x—b
x<b

f(Ja:b])=| f (b);lim f (x) etf (]a;b[)_]Iim f(x);lim f (x){
X—a X—b X—a
X>a x=<b X>-a
Exemple : Soit f une fonction définie par
2x—-3
f(x)=
( ) X+1
Déterminer les images des intervalles suivants :
[0A];[-2,-11 -1, 1] 5 [2, +[
Solution : D, =]—o0;—1[ U]-1;+oq
2 -3
1

=2+3=5>0 donc : f continue et

strictement croissante sur les intervalles]—oo;—l[

et ]-1+oo[ donc on a : f ([0;1]) = f (0); f (1)]{_3;—?1:

X—>-1
x<-1

fﬂzq)_{f(zyﬁmf(x{_[ﬁ+w[

f ([z;m[){f (2)slim { (X)H%;z{

X+

V) THEOREME DES VALEURS
INTERMEDIERE - TVI.

1)Cas général

Théoreme T.V.l: Soit f une fonction continue
sur [a, b] .Pour tout A compris entre f(a) et f(b)
il existe au moins un c € [a, b] tel que f(c) = 1
Preuve :

Rappelons que : f(I) =] & (Vx € )(f(x) € ]) et
(vy e N@Ex e D(f(x) =y

Soit f une fonction continue sur un intervalle I

100




|
l
i
a et b deux éléments de I tels que : a < b.
On sait que f([a, b]) = [m, M]
(x)

ot m=min f(x) et M =max f
xe[a;b] xe[a;b]

On a donc f(a) € [m, M] et f(b) € [m, M].

Soit A compris entre f(a) et f(b) on a donc :

A € [m, M] et puisque f([a, b]) = [m, M] donc A
admet au moins un antécédent ¢ dans l'intervalle
[a, b]. D’ou pour tout A compris entre f(a) et f(b)
il existe au moins un c € [a, b] tel que f(c) = 1

2) Cas f'strictement monotone.

Théoréme T.V.l (cas f strictement monotone)
Soit f une fonction continue strictement
monotone sur [a, b] .

Pour tout A compris entre f(a) et f(b) il existe un
et un seul c € [a, b] tel que f(c) =1

Remarque : L’expression " Pour tout A compris
entre f(a) et f(b) il existe un et un seul c € [a, b]
tel que f(c) = 1 "peut-étre formulée comme :

" Pour tout A compris entre f(a) et f(b) 'équation
f(x) = A admet une solution unique dans [a, b]

3) Corolaires

Corolairel (T.V.l) :Soit f une fonction continue
sur [a, b] .Si f(a) x f(b) <0 il existe au moins un
¢ € [a, b] tel que f(c) =0

Preuve :f(a) x f(b) <0 veut dire que :

f(a) et f(b) ont des signes opposeés donc 0 est
compris entre f(a) et f(b) On prend A =0 dans
le théoréme général des valeurs intermédiaire.
Corolaire2 (T.V.l):

Soit f une fonction continue strictement

monotone sur [a, b] .Si f(a) % f(b) <O il existe urn
et un seul c dans [a, b] tel que f(c) =0
4) Applications :

Exemplel : Montrer que I'équation :

4x% —3x —% =0admet une racine dans chacune
des intervalles suivants : }_1;_%{; }%;o{ et ]0;1

Solution : on considere la fonction : g tel que

g(x) :4x3—3x—%

e On a: g estest continue sur sur R (car c’est

une fonction polynéme) donc continue sur tout
intervalle de R

3 1 1
Etona: g(-1)=-2 et g| -= |== donc:
° 9(-1) 2 g[ 2j 2
g[_%jxg(—1)<0 donc :d’aprées le (T.V.l)
S 1 _
il existe o, e}—l,—z[tel que: g(e,)=0
1 1 1
Etona: —_—etgl-=|==donc:
° g(O) 2 g( ZJ 2
g(_%)xg(0)<0 donc :d’aprées le (T.V.l)
o 1 _
il existe a, E}E’O[ tel que : g(az):O

1 1
Etona: g(0)=—= et g(1)== donc:
° 9(0)=-3 €t g(y=7
g(1)xg(0)<0 donc :d'apres le (T.V.I)
il existe a, €]0;1[tel que : g(e;)=0
donc I'équation : 4x® —3x—1=0admet 3 racines
différentes dans chacune des intervalles:
1 1
~L->{ |-Z;0] et ]0;
[ Faie et

Exemple2 : Montrer que I'équation : x* +x+1=0
Admet une racine unique dans ]-1,0[
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Solution : on considére la fonction : f tel que

[(e]




f(X)=x>+x+1
e On a:festestcontinue sur sur R (car c’est
une fonction polynéme) donc continue sur

-5

e Oona: f(-1)=-1et f(0)=1donc:
f(1)xf(-1)<0

o f'(x)=3x*+1>0 sur |-10[ donc f strictement
croissante sur |-1;0[

Donc : d'apres le (T.V.l) 'équation f(x) =0

admet une solution unique dans ]—L‘ 0[

Exercice9 : Montrer que I'équation : cos x = X
Admet au moins une racine dans intervalle :

[ =[0;7r]

Solution : COSX=X<>C0SX—X=0

On pose : f(x)=cosx—x

e Ona:festestcontinue sur sur R (car c’est la
différence de deux fonctions continues) donc

continue sur | =[0; 7]
e ona: f(r)=-1-z<0 et f(0)=1donc:
f (0)>< f (7[) <0
Donc : d’apreés le (T.V.])
il existe a €]0;z[tel que : f(a)=0
ExercicelO : Montrer que I'équation : 1+sinx =X
Admet au moins une racine dans intervalle :

Solution : 1+sinXx=x<1+sinx—x=0
On pose : f(x)=1+sinx—x

e On a:festestcontinue sur sur R (car c’est la
différence de deux fonctions continues) donc

3

eoOna: f(szll_—”w et
2 2

f(z—”sz<0 donc: f(%}xf(z—”j<0

. T 27
continue sur | :[E;—:|

3 6 3
Donc : d'apres le (T.V.1)

il existe « e}%;%{tel que: f(a)=0
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Exercicell : on considere la fonction : f tel que
f)=x>+x-1
1) Montrer que I'équation : f(x)=0 admet une

solution unique a sur R
2) Montrer que I'équation : f (x)=0 admet une

solution unique « € ]0;1

3) étudier le signe de f(x) sur R

Solution :
1)a)On a : f est est continue sur R (car c’est
une fonction polynéme)

b) f'(x) =3x*+1>=0 sur R donc f strictement
croissante surR

cjona: f(R)= f(]—oo;+oo[)=}|im f(x);lim f (x){

=]0+0o[ €tona: 0ef(R)
donc d’aprés le (T.V.l) 'équation) I'équation
f(x) = 0 admet une solution uniqgue « dans R

1) on a f est est continue sur[0;1] et
f(0)xf(1)<0 ( f(0)=—1 et f(1)=1)

et f strictement croissante sur[O;l]

Donc : d’apres le (T.V.I) 'équation f(x) =0
admet une solution unique dans « €]0;1]

3) étudions le signe de f(x) sur R
lcas:si x<a alors f(x)< f(a)(car f strictement

croissante surR
Donc f(x)<0 (car f(a)=0)
2cas :si x2a alors f(x)x f(«)(car f strictement

croissante surR
Donc f(x)=0 (car f(a)=0)
VI) FONCTIONS COMPOSEES ET
FONCTIONS RECIPROQUES.
1) Le théoréeme

1
1+ x?
1- Montrer que pour tout y dans I = [0, + [,
I'équation f(y) = x admet une solution unique
dans l'intervalle J =]0,1]
2- Etudier la monotonie et la continuité de
fsurR

Activité : Soit f(x)=




On dit que la fonction f admet une fonction
réciproque de J =]0, 1] vers I = [0, +=]
Théoréme :Soit f une fonction définie continue
et strictement monotone sur un intervalle I, On a

f admet une fonction réciproque f* définie de
J=f() vers .
donc f est une bijection de I vers f(I)
D’oul f admet une fonction réciproque f* de
J=f(I)versletona:

-1
{f(y)_xa{y_ f(x)

yel xe f(1)
(fof™)(x)=x wxef(l)

(fref)(y)=y vyel
2)Application :
Exemplel : Soit f la fonction définie par :

X—3
=2

1) Montrer que la fonction g la restriction de f sur
intervalle | = ]—2;+oo[ admet une fonction

réciproque g ‘définie sur un J qu'il faut

déterminer.

2) Déterminer g™ (x) pour tout x de I'intervalle J
X

-3

Solution : 1) f (x)= D, ={xeR/x+2=0}

X+2
D, =R—{-2}
<[ X3 | (x=3) (x+2)-(x=3)(x+2) _1(x+2)-1x(x-3)
il )_(sz (x+2)" (x+2)°
oy 9
f (X)—(X+2)Z >0
./‘;(Irj:r) 7‘Xl+ T ++><-
f) 1/+>” 7&/1

puisque g est strictement croissante et continue
| =]—2;+oo[

donc g admet une fonction réciproque g 'définie
sur J=g(1)=g(]-2+e[) =]

2){9(3/): X@{y—gl(x)

yel xeg(l)

sur .
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g(y)=x y—3
S ——=Xs y-3=x(y+2
{ye]—2;+oo[ y+2 Y (y+2)
S Y-XY=2X+3 < y(1-x)=2x+3
_ 2x+3 . 2X+3
o Y= 1_y boncg (x)= -
gfl : ]—oo;l[ - ]—2; +oo[
Donc: 2% 43
-1 _
X—>g7(x)= 1y

Exercice 12: Soit f la fonction définie sur
| =B;+oo{par D f(x)=+2x-1

1) Montrer que la fonction f admet une fonction
réciproque f ‘définie sur un J qu'il faut
déterminer.

2) Déterminer f(x) pour tout x de l'intervalle J

3)Représenter (C, ) et (Cf,l) dans le méme

repére orthonormé (0, i, j)

| =1

B Co(x-1) 1 N
VX }2,+ [f()_(\/ﬁ)_&ﬂx—l_\ﬂx—l 0

Solution : 1) D, =[

N |~

Donc : f est strictement croissante et continue
|3+
sur @ | =;+oo| =1
2
donc f admet une fonction réciproque f

définie sur J = f(1)= f[B;+ooD=[0;+oo[
2){f()’)=xc>{y—fl(x)

yel xe f(l)
f(y):x <:>«/2y—l=Xc> 2y—l= X2
ye[0;+oo[
2
<:>2y=X2 +1le y:X 2+1
2
Donc f 7 (x) = X 2+1




f = :[0;400] —>F;+oo[
Donc : 2
x* +1
2
3) (Cf,l)et (C,) sont symétriques par rapport

(A)y=x

x— f(x)=

o]
3]
\:
2]
ot 3 3
e

3) Propriété de la fonction réciproque
Propriété 1 :Si f admet une fonction réciproque
f*de J = f(I) vers I alors f ala méme
monotonie sur J que celle de f sur I.

Preuve :
o)) wy
T -
X —X, f(x)-f(x)
1
T . =
Tf(x)-T(%)
yl_yz

Donc le taux de f *sur/ ale méme signe que

le taux de f sur I
Et on conclut.
Propriété 2 :Si f admet une fonction réciproque

fde J = f(I) vers I alors (Cf,l)et (C,) sont

symétriques par rapporta :(A) y = x
Remarque :

La symétrie des deux courbes concerne toutes
leurs composantes ; les asymptotes ; les
tangentes et demi-tangentes...
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4) La fonction racine n — éme
4.1 Définition et régles de calculs
Propriété et définition :
Soit n un élément de N*; la fonction :
f :x— x" est une fonction continue strictement
croissante sur R"elle admet donc une fonction
réciproque f* de f(R*)=R"vers R’
La fonction réciproque f 's’appelle la fonction
racine n — éme et se note
Conséquence de la définition :
1)La fonction /x est définie sur R+
2)vxeR" x>0
3)(Vx € R+)(Vy e RH)Yx =y < x=y"
4)La fonction &/x est continue sur R+ strictement
croissante.
5)(Vx € R+)(Vy € R+) Ux =1y @ x=y
6)(Vx € R+) (Va € R+) Yx>a < x>a"
7)(Va € R+) Yx<a<0<x<a"

8)(vx € R+)(V§)" —3fx" = x

9)(Vx € R+)(vp € N) (&)" —{x?

10) lim Yx = +oo

X—>+0

11)Si limu(x) =+ alors lim g/u(x) =+

X—Xg X=X

ili =1 > limp =4I
12)Si limu(x)=1 et 1>0 alors anQO‘/u(X) N

X—>Xg

13)La courbe de la fonction va

Régle de calcul :

1) (Vx € R+)(Vy € R+) gfxxy =Uxx{fy
ix

iy

2) (Vx € R¥)(Vy € Rs+) o> =
y




I (vxeRVAeNHWpeN =" |,

5305 %26 15 3505y 3y 0ls 915 BB 5
4) (Vx € R+)(¥n € Nx)(vp € Nx) Ux = UxP po 2 X2 X2 X2 _ZXTX2TX2 2V _ i g 2
: 7z G
(a prouver) 5 2 ° 1 2 .
Remarque : 5)C _(27)2 x(8) %92 . (3°) x(34)F x(3)? P xF T
1) (vx € R+) ¥x =+/x 3% 37 H
2) (Vx € R+)/x =X T w3
) (Vx ) o3 ¥ i
4.2 Résolution de I’équation X" =a 33
Exemples : Résoudre dans R les équations 6) D_§/25x128000000 _[2°x27x10° _§/106 o2
suivantes : - 27° IR (33)2 RS -
1) x’=32 2)x'=-128 3) x'=3 4) x*=-
Solutions :1) x* =32 donc x>0 D=5 oy (22)6 0 2 %

3 3 3
x=332 = x=Y2° & x=2 donc: S={2} 7)
2) x" =-128 donc x<0 E_ 32 x/8 B §/2 < [2° B 19/02 19515
Donc : x=—{128 = x=—{/2" & x=-2 J3/128 /o7 W27
Donc: S = {—2} _ 19/517 _ 1\0/270 _
3) x'=3< x=43 ou x=-43 19/57
Donc: s :{_é/§;<‘/§} 12
11 132

4) x°=— . 2 43x8? [[22)
Ona x">0 et -8<0donc S=a 8)F:\/ZX\/§X( \/E) _
Exercices d’applications : 34 1 2
Exercicel3 : simplifier les expressions (43]

H . 3 8 2[4

suvantes 1) (2] 2) 2 PN NP N B ET T
= - — _ — =
3) A=532 - ( ) + 33612 + J_ 45 26
2+= 2 1 g/—
15/
25(: Exercicel4 : comparer : 5/5 et 1/5
2
2 > )
5) C = (27)° (1 )4X9 6) DZS/—25x1280200_000 Solutions : ona: "YUx™ = x
- 27
3 2 B=743 =%243 et Y2="92" =%128
e {2xB g . YaxBx(VV2) Ona: %243 > %128 car 243>128
/128 Ya Donc : Z/é > E/E
Solutions :1) (5/5)3 =2 22 =x%L2=%2 Exercice 15 : résoudre dans R :
. : $3x—4=2 5% ) 53X +6=
2) n-32 (1) +s@+§zszs_2+3/—y2—g+i/§ 1) 2) (%) -5¢x+6=0
3 Solutions :1)

5 959 | 5 _ _ 5
A=2-2+12"+332=2-2+2+2=4 M:z@(M) :(2)5<:>3x—4=32
3)B:§/§><E/1_><\6/Zx1\5/§:§/§x§/2_4x5/2_2x1\5/§

/256 /256 <x=12 donc: S = {12}
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2
2) (5&) —58/x+6=0 on pose : Ix =X
L’équation devient: X? -5X +6=0
A=b?—dac=(-5) ~4x1x6=25-24=1>0

b, b-Va

2a

=2

> =

2a
Donc:g/_=3 ou 5/_=2

Donc: x =243 ouXx =32
Donc : s ={32;243}
Exercice 16 : calcules les limites suivantes :

1) 1im3x®+24 2) lim Y +23-x+4
X—2 X—>+00

3 3
3) [im XLl gy fim VX2
x—0 X x>8 X—8
3 —
5)“m\/2x+6 JXx+3 6) lim Jx+1
x—1 X—1 X—>+00 3,X2 2
4 2_
7Y lim XL
x—1" *,X—l
Solutions :

1)Iin;§/x3+24=3/23+24=\5/8+24=§/§=§/2—5=2
2) lim3Yx®>+2x® —x+4 = lim x5 = Yoo = 400

X—>+00 X—>+0

0

\/x+ -1_ j" El
0

Ona: a —b3: a-b)(a*+ab+b’
(a-b)( )
( x+1—l)((%/m)2 +1><$/ﬁ+12)

3) lim

x—0

3

Iimm_l=|im
x—0 X x>0 X((M)Z +1x m+12)
i1 (A1) -y ~lim ol
oX ey (M)ZHXMHZ) HOX((M)ZHXMHZ)
=lim 1 = : :l
Xx—0 (M)2+1Xm+12 1+1x1+1 3
4) Iimg/;_2=(9j" Fi
x>8 X—8 0
Ona:a’-b’ :(a—b)(a2 +ab+b2)
R
lim =lim 2
x>8 X —8 XHS(X_g)((é/;) +2><§/;+22)
i X—8 . 1 1
=lim =lim

(x-8)( (3] + 2x3x+27) B vaxtiea 12

\3/2x+6—2_\/x+3—2

. Y2x+6-x+3
5)I|rr11 1
X—! X_

=lim
-1 x-1 x—-1
_lim 2x+6-8 _ x+3-4
Hl(x—l)((§/2x+6)2+2x§/2x+6+22) (x—l)(\/x+3+2)
_ lim 2 ot 1A
Hl(\3/2x+6)2+2><\3/2x+6+22 Vx+3+2 4 12
6)
,— 1 3
lim x+1 = lim L_I =0
X—>+00 3 2 X—>40 , _ X~>+oo
3
Car: lim (X+1)2 = lim X—4— lim l:0
X—>+00 X2_2 X—>+00 ¥ X—>+0 ¥
\/ x —1

—Im

J — x—1" 4’ X — 1 xal X 1
\/(x 1)(x+1) , +1_
><»1+ X—-1

(x—=1)(x— 1)

=lima

x—1"

Car: limx+1=2 et I"P x—1=0"
x—1" x—1"
Exercicel?7 : simplifier les expressions
3 5
suivantes :1) A= 31024 > 3200000
{64 x 3252 x /18

2) a)comparer : ¥4 et 43
b) comparer : 328 et V13

c) comparer : /23 et %151
Solutions :1)

_ 31024x 303200000 2° x¥/2°x10°
6ax3N252 <18 {2 x N2 x\2xF
10
23 x2x10

A= =20

T4 T
24 x23%x3x%x22

2) a)comparaison de : ¥4 et 43

ona ”XT/X_sz/;
etona: 43 =935 =243 et Y4 ="4* =256
donc ¥4 >43 car 256> 243
b)comparaison de : 328 et 13
on a 328 = {282 = §/784 et

J13 = 313 = 213 = 42197
on a §2197 > 4784 car \13 > 328
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b)comparaison de : ¥/151 et%/23




5/23 = %23¢ = 112167
Donc : $/23 > %151

4.3 L’expression conjuguai et ses
applications

On sait que a’ -b’ =(a-b)(a’ +ab+b’)

et a’+b° =(a+b)(az—ab+b2) Il en résulte :
a®-pd

a’+ab+b?

Par suite :(Vx € R+)(Vy € Rx+)

G

(Vx € R+)(Vy € Rx+)

3/;+§/_: 2 2y 2
(5] ()
Applications :
Exercicel8 :1) Rendre le dénominateur rationnel
W2 1 1
Y2-2 Ya+32+1 Y2-35
1
Y25+ 04
2) Déterminer les limites suivantes :
a)lim {X+3-y3x+1 b) lim Jx*+1-x
x—1 \/__ X—>+0
Solutions :1)
= 32 on utilise : a’~b* =(a-b)(a’ +ab+b’)
Y2-2

3J§(€/§2+2€/§+22) 3J§(€/§2+2€/§+22)
(%/5—2)(2/52+2%/§+22): P
3&(3/53+2€/§+22) \/E(i/i3+2y§+22)

—6 2

a=

1 Y2-1

_€/Z+3/§+1_(%‘/§—1)(§/§+§/§x1+12)
\/_ 1 _32.1

(@)

_ 1 _ 322 + 32 <35 + 52
2B (§2-35) 2+ 25+ 357
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1 Y2+32x3p+352 _ Ya+3h0+3/25

TEE ()] :
1 1
25+ 0+ V4 Y5+ 28E+ Y
(B )& 26 <) (48] (<]
4 B2
3
2)a) IXLQ \/F\/__‘ Sx+1 on utilise :

a’-b’ :(a—b)(a +ab+b2)
(\/x+3—J3x+1)(Jx+3+\/3x+l)(§/_2+§/§x1+12)

O Feese B[ [0 s GoodeE)
" -2(x-1)(ﬂﬁ+2/§x1+1) ] -2(dx_2+ﬂ§x1+1)=__6=_3

(et -p) 7 (resee) 22
b)

lim 3% +1-x = lim

X—+0 X+

(\3/x3 +1—x)(3 (x3 +1)2 X 1xls X2)

g/(x3+1)2+x3/x3+1><1+ X2

lim3x*+1—x= lim 1

X X g/(x3+1)2+x§/x3+1><1+x2

=0

D’ordre 4 :
On sait que a‘-b*=(a-b)(a’+a’h+ab’ +b*)
a*-b*
a’+a’b+ab”+b’
Par suite :(Vx € R+)(Vy € Rx+)

4y afy _ X—y

A remarquer qu’on ne peut pas factoriser :

a*+b*

Exercicel9 : Déterminer la limite suivante :
i 420K a2

2X2+x-3

Y200 —4-2
2X2+X—-3

20x2-4-16

(2x2+x—3)(\/(20x2 4 \/20)(2 4+m+r)

15

lenrésulte: a-b=

x—1

{20x2—4-4A6

2X2+Xx-3

Solutions :




20(x+1)

) (2x+3)(‘{/(20x2—4)3 +{(2002-4) 4+ 4f200-4)16 + $h6° )

4/ 2_A—
Donc : IimM:l
-l 2X2+Xx-3 8
Exercice20: 1)simplifier les expressions
5 45 (46)

suivantes : A=

e
et B_*@X“ 7
4T\ VB

2) Résoudre dans R I'équation :
2 1

a) Yx-1=3 b) x3 —7x3—8=0
c) Vx-¥x-12=0
2)Déterminer les limites suivantes :
3 —
a) lim /x®+x*+1 b) lim x 11
X—>+00 X—>. X_
sin x
" Yx+1-1
Solution :
ey (] g
i - -
e ga 81 .
A:3 . === 33 5 — 15_(1\/_)
35 35
1 1
49>< 3/3_3><\/§ _ 3E =3
581><\’\/ (34) x(3)8 (34) X(3)8
3% 4 341 114 5
B= 7 1_32><35 (3)8_3258_385 340 40
35 %(3)e
23
B :35 :40'323
3
2) a) \3/x—l:3<:>(\3/x—1) =P o x-1=27
< x=28 donc: S={28}
2 1 1
b) x3—7x3—8=0c>(x3 —-7x3-8=0
1
onpose: x3=X donc: X?-7Xx-8=0
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A=b? —dac =(-7) —4x1x(-8)=49+32=81>0

749 16 gop, 19 2
2x1 2 2 2%l 2
1 1

Donc: X3 =8 ou x3 =-1
1
x® =—1 n’a pas de solutions

1 d
x3:8<:>[x3) =(8)" < x=512
Donc : S = {512}
c) Vx-¥x-12=0 ona x>0

Jx=¥x-12=0 8¢ -8x* —12=0

on pose : \6/;=X donc: X*+X?-12=0
on remargue que 2 est racine de cette équation
donc: X°+X?—-12=(X -2)(X*+3X +6)

X34+ X?-12=0< X =2 ou X2+3X+6=0
A=-15<0 donc X*+3X +6=0 n'a pas de
solutions

Donc: X =2 < §x=2<x=2°=64
Donc : S ={64}
2) a) Ilm UX° +x +1_XILer\/— +00
IXiLr}\/X;__ll on a a’-b*=(a-b)(a’ +ab+b’)
b)limg/;_l Ilm(\/__l)((s/;z 1X§/;+12)
x->1 X —1 x—1 (x-l)((ﬁ/;) +1><§/;+12)
—lim ((%&)S_f) _lim x-1
el —1)((€/§)z+1x€/§+12) Hl(x—l)((%/;)2+l><§/;+12)
tim X1 iy 1 1 =%

x>l x—1  xot ((3/;)2+1x€/;+12) 1+1x1+1
H 3 2 3 2
C)“m sin x . SIHX((\/X+1) +1><\/x+1+1)

=0 Yx+1-1 H’(m_l)((ym)mxmm)

sinx((m)ilxmﬂz):"msmx((m):lxmm)
(o) g :

_Ilmw((m)2+lxM+lz)=lx3=3

x->0 X

=lim

x>0

Exercice 21;




1. Résoudre dans R : x* =16
2. Résoudre dans R : (x—l)3 =-27

5) Puissance rationnelle :
5.1 Puissance entier
Rappelle :Soit x un réel et n un entier naturel

nonnulona: X' =XXx Xn?;i-s--xx et (x #0)

5.2 Puissance rationnelle

Propriété :Pour tout réel x = 0 et pour tout entier
1

non nul g on pose : Yx = x¢
Définition :
Soit x un réel positif et r un rationnel (r € Q) ;

r=£oUpeZetqu*onpose:

3
Exemple : 2¢ = 4/2° = 48

_2 \/— 1 1
27:72-2=d::(/:
2? 4

Propriétés
Soit x et y deux réels positifs, r et r' des
rationnels on a :

1. xr+r’ = xT x x"'

7 yrxr’ — (x")" = (x™)"

3. x "= xi (x # 0)
rerr _ X'

4, x == (x #0)

5. (xy)"=x"y"
AL

6. (5) =%

Exercice22 : Considérons la fonction f définie

par : f (x):xcos%; six#0 et f(0)=0

1)Etudier la continuité de f en x, =0
2) Etudier la continuité de fsur les intervalles

]0;+o0[ et ]—o0;0[ et est ce f est continue sur R
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3) lim f(x) Solution : 1)xeR" <1

%
COS| —
X

donc : —|x|< f (x)<|X

o)
ol

et puisque : lim|x|=0 et lim—|x|=0
x—0

x—0

donc : |X| <|x| donc: <|¥|

Alors : legg f(x)=0=f(0)

Donc :f est continue en x, =0

. 1 ,
2)on a la fonction : f, :x — = continue sur les
X

intervalles ]0;+oo et ]—o0;0[ et les fonctions :
f,:x—>cosx et f,:x— x sont continués sur les
intervalles ]0;+oo[ et ]-o0;0[

Donc : f = f;x(f,e f,) est continue sur les
intervalles ]0;+oo[ et ]-o0;0[

Et puisque : f est continue en X, =0

Alors f est continue sur R
3) lim f(x) ?

X—>+00

1 ,
lim==0 et x—cosx est continue en x, =0

X—+0 Y

Donc Ilim cos.1 =cos0=1

X—>+00 X

Et puisque : lim x =+o0

X—>+00

) 1
Alors lim xcos— =+

X—>+00 X

Exercice23 : soient f et g sont deux fonctions
définies sur R tels que f est bornée et g continue
sur R ;Montrerque fog et go f sont bornées

sur R
Solution :1) f est bornée sur R donc il existent
deux réels met M tel que : VxeR

m< f(x)<M
Donc: f(x)e[mM] vxeR
Donc: g(f(x))eg([mM]) vxeR

et puisque g est continue sur R alors
g est continue sur [m;M] donc il existent deux

réels aet b tel que g([m;M])=[a;b]




donc g(f(x))e[ab] wxeR
donc a<g(f(x))<b vxeR
donc a<(gef)(x)<b vxeR
Donc go f sont bornée sur R

2)la fonction g est continue sur R donc :
g(R)=1 avec I unintervalle de R

et puisque f est bornée sur R Donc :
f(y)e[mM] vyel

Donc : f(g(x))e[mM] vxeR
Donc: m<(feog)(x)<M WxeR
Donc fog sont bornée sur R

Exercice 24: Considérons la fonction f continue
Sur l'intervalle [a;b] et x, et x, et x, des

nombres de l'intervalle [a;b]

Montrer que I'équation :
3f (x)=f(x)+f(x)+f(x) admet au moins

une solution dans [a;b]

Solution :
On considéré la fonction g définie sur [a;b]par

9(x) =31 ()=(1 (4)+ £ (x)+ 1 (x)

la fonction g est continue sur l'intervalle [a;b]
soit f () le plus petit des nombres f(x,); f(x,)
; f (%) et soit f (B)le plus grand des nombres
f(x);f(x)et f(x)

Ona: g(a)=3f(a)-(f(x)+f(x)+f(x))
0(a)=(1(a)- £ () {1 (@)~ () () 1 ()
Donc : g(a)<0

De méme : ona: g(B)=3f(8)-(f(x)+f(x)+f(x))
o(a)=(1 ()~ 1 () (1 (8)-1 () (1 ()~  (x)
Donc : g(f)>0

et puisque g est continue sur[a;b]

Donc : d’aprés le (T.V.l) il existe un réel C dans
[a;b] tel que : g(C) =0

Cad 3f (c)=f(x)+f(x)+f(x)
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Donc I'équation 3f (x)= f (x )+ f (x,)+ f(X,)
admet au moins une solution dans [a;b]
Exercice25 : soient f et g sont deux fonctions
continues sur[a;b] tels que :

0<g(x)<f(x) wvxe[a;b]

Montrer que :

1 eR] /vxe[ab];(1+2)g(x)< f(x)
Solution : Montrons que :

1 eR /vxe[ab];(1+2)g(x)< f(x) Cad :

J1eR’ /Vxe[ab];A< f(x)

On considéré la fonction h définie sur [a;b]par

f
h(x) =ﬂ—1la fonction h est continue sur
9(x)
lintervalle [a;b]car f et g sont continues sur
lintervalle [a;b]et g(x)=0 Vvxe[a;b] Donc la
fonction h admet un minimum A Cad il existe
X, €[a;b] tel que :
i:h(xo)zm—l et A<h(x) Vxe[a;b]
9(%)

f(%)
a(%)

Ona: 0=<g(x)=< f(x) donc 0=

donc: AeR’ donc:

21 eR’ /Vxe[ab];(1+4)g(x)< f(X)

Exercice 26: Considérons la fonction f continue
Sur l'intervalle [a;b] tel que : f(a)<0

il existe X, € Ja;b[ tel que : f (%)= a-%
b—X,
Solution :
Ona: f(x)= —> (b-x) 1 (x)-(a-x)=0
%o

On considéré la fonction g définie par :
g(x)=(b—x) f(x)—(a—x) ;lafonction g est

continue sur l'intervalle [a;b] car c’est la somme
de fonctions continues sur [a;b]

Ona: g(a)=(b-a)f(a)<0 car f(a)<0




Et b-a>0 etona: g(b)=b-a>0
Donc : d’aprés le (T.V.1) il existe x, € a;b[ tel

que : g(x,)=0 cad f(xo):z:z"
0

Exercice 27 :Soit la fonction f (x)= X2+ x+1

définie sur R.

1- Déterminer J = £([0,1])

2- Montrer que f admet une fonction réciproque
de J vers [0,1] et déterminer ™ (x) ¥xeJ
Exercice 28 :Soit la fonction g (x)=x—2vx
définie sur R",

1- Montrer que g est strictement croissante sur
[1, +oo[ puis déterminer ] = g([1, +[)

2- Montrer que g admet une fonction réciproque
de J vers [1, +=[et déterminer g~* (x) ¥xeJ

X

— X2
Montrer que h est une bijection de] — 1,1] vers
un intervalle J qu’il faut déterminer et déterminer
et déterminer h™ (x) vxeJ

Exercice 30:

Exercice 29 :Soit la fonction h(x)= 1

1. Résoudre dans R I'équation: Ix-x=0
2. Résoudre dans R I'équation :
Yx—5¢x+6=0

3. Résoudre dans R I'inéquation :

Yx-1-3x-2~1

C’est en forgeant que l’on devient forgeron » Dit un
proverbe. C’est en s entrainant régulierement aux
calculs et exercices Que [’on devient un
mathématicien
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