( Géométrie analytique dans ’espace

1) Rappel
= Lanorme d’un vecteur i=AB est le nombre réel positif |u|=AB.
= Si U etV ontle méme sens, alors a-v =|dx|v|
= Si U etV sontde sens contraire, alors -v = x|V
= Si G etV deux vecteurs non nuls, alors: d-v =ulx||xcos(d,v)
= SiH est le projeté orthogonal de C sur (aB), alors AB-AC = AB- AH
= Le produit scalaire -G est appelé carré scalaire de G et noté 0 =|’.
" ULVeUv=0.
= Si U, vet w trois vecteurs et k un nombre réel. Ona :

viooouv=vidoo; U(V4wW)=da-v+aew u-(kv)=k(u-v)
v (0sv) =[af 4 200 et () (V) =[df -
Dans tout le reste, an cansidere que le plan est muni d’un sepere onthonewmé
Soient ti(a;b;c) ; vi(a';b*;c’) et w(a';b';c')deux vecteurs exprimés dans la base (i, j,k),ona:
= G.V=aa+bb4cc et U-U=a’+b?+c’=|d]° donc |[|u]=+a?+b*+c?

- detavw=al’, C1obf Alaelt 2]
= AB(Xg—XniVe—VYaiZg—Zs) et AB=HEH=\/(XB—xA)2+(yB—yA)2+(zB—zA)2
X=X, +at

» Lesysttme: Jy=Yy,+bt /te IR estune représentation paramétrique de la droite D(A; Cl).
z=1,+ct
2) Plan et vecteur normal.
a) Vecteur normal a un plan.

Définition :Soit (D) une droite perpendiculaire a un plan (P), tout vecteur non nul directeur de (D) est
appelé vecteur normal a (P).

7

b) Equation d’une droite définie par un point A et un vecteur normal ri(a;b;c)

Théoreme : Soit A un pointet A un vecteur non nul.
L’ensemble des points M du plan tels que r- AM =0 est
la droite de vecteur normal A et passant par A.

= Théoreme : soit ri(a;b;c) un vecteur non nul avec (a;b;c) = (0;0;0). etd un nombre réel.
= Une droite admettant ri(a;b;c) comme vecteur normal a une équation de la forme ax+by+cz+d =0.
= Reéciproguement : tout plan d’équation ax+by+cz+d =0 admet ri(a;b;c) comme vecteur normal.

Remarque :
e Deux plans dites orthogonales si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux.
e Deux plans dites paralléles si leurs vecteurs normaux sont colinéaires.

C) Distance d’un point a un plan.

Propriete: Considérons un point A(X,,Y.,Z,) etunplan (P):ax+by+cz+d =0

|ax, +by, +cz, +d |

Ja? +b? +¢?

La distance du point A au plan (P) est: d(A,(P))=
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3) Sphere.
a) Equation cartésienne d’une sphére définie par son centre et son rayon.

Sachant que 1’ensemble des points M (x; y; z) qui vérifient QM =R (avec R> 0) est une sphére de centre Q
et de rayon R. alors on en déduit la propriété suivante

Propriété : Le cercle de centre ©(a;b;c)et de rayon R a pour équation : (x—a)2 +(y- b)2 +(z —c)2 =R’

D) Equation cartésienne d’une sphére défini par son diamétre.

Propriété : Le cercle de diamétre [AB] est ’ensemble des points M du plan tels que: MA-MB =0.

Remarque: MA-MB=0 < (x=x)(x=x%5)+(y=ya)(y-Ys)=0

4) Positions Relatives d’un plan et d’'une sphere.
Pour étudier la position relative d’un plan (P) et d’une sphere (S) de centre Q et de rayon R. Il suffit de
comparer d(€2,(P)) aurayon R.
dQ,(P))=R d(Q,(P))<R d(,(P))>R
Le plan (P) et lasphére (S) ontun | Le plan(P)coupe la sphére (S) Le plan ne coupe pas la
seul point commun H, le projeté de | suivant un cercle de centre H, le projeté | sphere

Q sur (P).Onditqueleplan (P) | 4o O sur (P) et de rayon I = [R2 _¢?
est tangent a la sphere (S).

(&)

l_“ . o i _':frl '-- _Hb----r

5) Produit vectoriel.

a) Orientation de I’espace.
L’espace doit étre orienté en adoptant le méme point de vue qu’en sciences physiques,?
on peut notamment utiliser la régle des trois doigts de la main droite
ou le « bonhomme d’ampeére » :

On dit alors que le repére est de sens direct.

b) Notation et définition.
Le produit vectoriel de deux vecteurs non nuls u et v est le vecteur, noté U AV tel que: - -
Si G etV sontcolinéairesalors GAv =0 ; e
Si U etV ne sont pas colinéaires alors : Vs
1) Direction : Le vecteur U AV est orthogonal & U etav . Vd

2) Le sensde W=UAV est tel que la base (U,V, W) soit de sens direct. Ve

3) Norme : i A7 =[] x|7]x sin(&7) /

Remargue : Le produit vectoriel est un vecteur, alors que le produit scalaire est un nombre.

C) Propriétés : Pour tous vecteurs T ,v ,vv et tout nombre réel a,

0([]/\\7)=—(\7/\U) e in0=0 oa(UAV)=UA(aV)=(aU)AV OUA(V+W)=UA\7+UAW
-~ -~ b bY|. |a al. |a a'|l-
e UAV= i — ]+ k
c c' c c’ b b’
a jan
e Soient ladroite D(A;u) et le point M, alors d(M;(D))=W
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d) Positions relatives d’une droite et d’une sphére.

Pour étudier la position relative d’une droite (D) et d’une sphére (S) de centre Q et de rayon R. Il suffit de

comparer d (€2, (D)) au rayon R.

d(Q,(D) =R

d(Q, (D)) <R

d(Q,(D))> R

La droite (D) est tangente a la sphere
(S)-

(S),~

(A) H

La droite (D) coupe la sphere (S) en
deux points différents.

La droite (D) ne coupe
pas la sphére (s)

Propriété : I’aire du triangle ABC est égale & %HEAEH
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