Année scolaire ;: 2022 — 2023

Solutions des exercices de préparation
a I’examen national 2023

AGOUZAL

2 BPCF - 2BSVT

Exercice 1 :
1) a) Montrer que (S) est la sphere de de rayon 5 et de

centre Q(-1,-2;1).
(S): X*+y*+7° +4x+2y—62-11=0

a:i ;bzi;cz__fs; d=-11
-2 -2 -2
a=—2 :b=-1;c=3;d=-11

a+b*+c*—d=4+1+9+11=25>0

Donc le centre de (S) est Q(—2;-1;3) et R = J25=5
D’ou (S) est la sphére de centre (-2;-1;3)et de rayon 5.
b) Vérifier que: A (S)?

(S): X*+y*+7° +4x+2y—6z-11=0  A(L-1-1)
12 4+ (<)% + (—1)? + 4(1) + 2(-1) —6(-1) ~11=13-13=0
D’ou A€ (S)

2) Soit (P) le plan passant par O et orthogonal a la droite (D)
a) Montrer que 2x + 2y —z = 0O est une équation

cartésienne du plan (P).

X =2t
(P) L(D)et (D):{y=2t(teR)
z=—t

6(2; 2;—1) est un vecteur directeur de (D) donc
normal a (P).
Soit M(x;y;z)e (P)
Donc (P):2x+2y —z+d =0or O(0;0;0) e (P)
Donc 2x0+2x0-0+d=0<d=0
D’ou (P):2x+2y—z=0
b) Calculer d(€2; (P)) puis déduire que (P) coupe (S)
suivant un cercle (C) de rayon 4.
(P):2x+2y—z=0 et Q(-2-13)
2x(-2)+2x(-D-3 _9 _,

JZ2 22+ (-1 3
D'ou d(©,(P))=3
Onad(Q,P))=3 et R=5

Donc d(€,(ABC))<R r=v52-3 =\16=4

Donc le plan (ABC) coupe la sphére selon un cercle (I")

Derayon r=4

c) Ecrire une représentation paramétrique de la droite (A)
passant par Q et orthogonal a (P).

(P) L (A) 5(2; 2;—1) normal a (P) donc est un

vecteur directeur de (A).

Soit M(x ;y ;2) e (A)

d(Q,(P)) =

Q(-2-13)

z=3—-t
paramétrique de la droite (A).

X =-2+2t
(A):dy ——1+42t(ter) Une représentation

d) Montrer que (0, 1, 2) est le triplet de coordonnées du
centre H du cercle (C).

Le centre H du cercle (C) est la projection orthogonale
du point Q sur le plan (P) c¢’est-a-dire le point
d’intersection du plan (P) et la droite (A) passant par Q
est orthogonal au plan (P).

(D)~ (ABC) ={H}?
Premiére méthode
H(x;y;z) € (D)~ (P) équivaut &
X=-2+2t
y=-1+2t
z=3-t
2Xx+2y—-2=0
2(-2+2t)+2(-1+2t)—(3—-t)=0
Donc 4+4t-2+4t-3+t=0=9t=9<1t=1
x=-2+2(1)=0
y=—1+2(1) =1
z=3-1=2
Deuxieme méthode
He(A)N(P) équivauta He(A) et He(P)
0=-2+2t 2=2t
1=-1+2t & 1+1—2t©{
z

d'ou H(0;1;2)

He (A)
2=3-t t=3-2

Donc He(P) (P):2x+2y —

He(P)? 2(0)+2(1)-2=2-2=0

Donc He(P) or (P) L (A)

D’ou (A)N(P)={H(0;1;2)}

3) Soit (D’) la droite passant par A et de vecteur

directeur 6(4;2;3)

a) Calculer d(Q;(D")) et déduire que (D’) est tangente a (S)
loAnd

Ona d(; (DY) = TH

<l

0 2 3 4. |3
j+

-4 3 |4 3" |0
Hgﬁ A GH = /8 +(-25)* +6° =529 or HGH -J29
Donc d(€2;(D")) =5
Ona d(;(D") =5 et R=5 donc (D’) est tangente a (S)
b) Déterminer le point de tangence de (D’) et (S).

(D) est tangente a (S) donc (D’) coupe (S) en un seule point.
Ona Ae(S) et Ae(D") car (D’) passe par A.
D’ou le point de tangence de (D) et (S) est A.

A(L-L-1) Q(-2-13)
U =4 +22 43 =29

—

. 4
QA/\U=‘
2

‘E =8i — 25j + 6k
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Exercice 2 :
1) Résoudre dans C I’équation (E): z° — 4\/§Z +16=0
A=(43)’ —4x1x16=48—64=-16

Donc I’équation admet deux solutions complexes
conjuguées :

43+ 4i

z, = =2J3+2i et z,=z,=2J3-2i
2x1

Dou S = {2\@—2i;2\/§+2i}

2) a) Ecrire a sous forme trigonométrique et montrer

que a=* est un imaginaire pur.
Onaa:2\f§+2i
8 =[23+2i[= 2|3 +i[=2J3+1=4
) x/é .1 T .. T
a=23+2i=4(—+1=) =4(cos—+isin—
J3 (2 2) ( 5 6)

a= 4(cosE + isin E)
6 6

i
a=4%e °
iE 21 i21‘n:
a*t=| 4e s = 4°'e ©
In 81: T

i— If
21 :421e 2 :4ZIe 2 421e|4ne 2

a2l — 421(005(—3) + 1sin(— E))

. ei4n’ :l

a2l — 421
o oa21 .
D’ou @ estun imaginaire pur.
b) Montrer que I’écriture complexe de la rotation R de
centre B et d’angle —% est:

2'=—iz—2(1+/3) +2(\/3-D)i
Soit z I’affixe du point M du plan et z' I’affixe du point
M’ image du point M par la rotation R. b =-2+2i\3

_jn
RM)=M'<z'-b=e '2(z—b)
o 7'=-i(z+2-2i3)-2+2i\3
o 27'=—iz-2i-2/3-2+2i3
o7 =—iz-2(\3+1) +2(\3-D)i
Dot 2' =—iz—2(1+/3) +2(+/3-1)i
c¢) Déduire que I’affixe de point C image du point A par
la rotation R est: C = —Zx@— 2i
R(A)=C < ¢ =—ia—2(v3+1) +2(/3-1)i
o c=-i(2y3+2i)-2(3+1) + 2(\3-D)i
o c=-2i3+2-2/3-2+2i/3-2i
oc=-24/3-2i
Dol € =—2/3—2i

3) Soit le point D d’affixe d = 23 -6i
a) Montrer que les points O, B et D sont alignés.

b-0_-2+2i/3 _ (-1+i\/3)
d-0  2/3-6i (+3-3i)
b-0_ (-1+iV3)(\3+3) _—3-3i+3i-3,3
d-0 (\I/_ +32 12
b-0_—4J3_—3
d-0 12 3

b-0_—3
Onad_o— 3 eR
D’ou les points O, B et D sont alignés.

d-a_1_ «/5

b) MontrerqueC 3 2 2
d-a_ 23-6i-2\/3-2i _  -§;
c-a —23-2i-23-2i -43-4i
_2i _ 2i(B3-0)  _2i3+2_1,;43
B+i (WB3+)E3-0) 4 22

d-a_1 \/5
DouC_a 2+I2

¢) Déduire que AD =AC et (AC;AD) =

puis donner la nature du triangle ACD.

0 d-a_1 \/§
nac_a 2+'2

Donc 9=8_ cosT 4+ jsin T
c—a 3 3

d=8l_1 e argo| 3=2[2n]

2 Z 1201 AD=AC

or (AC;AD) = arg - d- a[Zn] et argd— 2 =% [2n]
dod AD=AC et (AC AC,AD) = %[ 2n]
Ona AD=AC et (AC AD) = [Zn]

D’ou ACD est un triangle equnateral
4) Montrer que (BD) est la médiatrice du segment [AC]

e

(BD) est la droite passant par le milieu de [AC] et

(AC) L(BD). a=23+2i:c=-23-2i
a42-C :_2\/§_Zi2+2\/§+2i =0 donc O est le milieu

de [AC] or les points O, B et D sont alignés.

Donc O € (BD)
Ona R(A)=C donc BA=BC et (BD) passe par le

milieu de [AC]
d’ou (BD) est la médiatrice du segment [AC] :
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Exercice 3:
6(R) 6(V) 3(1) 9(2)

On tire successivement et sans remise 2 boules du sac
1) Mont : _13 -6 .
) Montrer que :  p(A) o p(B) 11

Calculer p(C).

Card(Q) = A%, =132

A " Obtenir deux boules portant le méme nombre”
3(1) 9@

Card(A)= A5+ A5="78

Card(A) _ 78 _13

Card(Q) 132 22

B " Obtenir deux boules de couleurs différentes”
6(R) 6(V)

Card(B) =2(Agx A} =72

Card(B) _ 72 _ 6

Card(Q) 132 11

C " Obtenir deux boules portant deux nombres dont la
somme est 3"

3(1) 9

Card(C) = 2(Aé X A%) =54

Card(C) 54 9

Card(Q) 132 22

2) a) Montrer que: p(AB) :%

P(A) =

P(B) =

P(C) =

Card(AnB) = Z(A]?;x Ab)=36

Card(AnB) 36 3
Card(Q2) 132 11

b) Les événements A et B sont-ils indépendants ?

6,13_39 39,3

OnapA<pP(B)=17%55 =151 121711

Donc P(ANB) = p(A) xp(B)

D’ou A et B ne sont pas indépendants.

3) Sachant que I’événement B est réalisé, calculer la

probabilité pour que les deux boules tirées portent le

méme nombre

P(ANB) =

3
P(ANB) 11 1
P (A) = P(B)Y 6 2
11

4) a) Déterminer les parametres de la variable X

X est une variable aléatoire binomiale de parametre
3etP(B)

b) Déterminer la loi de probabilité de la variable

aléatoire X et I’espérance mathématique de X.

P(X=k)=CX(P@)*1-PB)* ¥ ke{0:123)
P(X=K) = C5) @-EN*" ke{o123
P(X=K)=C5D > kefor23)

Kk | 0 | 1 2 3
3 2 2 3
Pk | (&) | ()% | 26 | &)

6 _18
E(X)=3xP(B) =3x:% =15

Probléme :
I) On consideére la fonction g définie sur

| =]0;+00[ par: g(x) =x° —x +1—Inx
1) a)Calculer lim g(x) etmontrer lim g(X) =+
X—>+00

x—0*

lim g(X)= lim x?—x+1—Inx=-o
x—0* x—0*
Car lim Inx=-—oo

x—0t

lim g(x)= lim x% —x+1-Inx
X—>+00 X—>+0
= lim x(x-1+1-INXy_ 1o

X—>+00 X X

car lim MX—0et lim 1=0et lim x=+00
X—>+0 X X—>+oo X X—>+00

b) Montrer que g'(x) = (X—1)§(2X+1) Vxel
2

—X+1-Inx
1-1_ 2x° —x—1_ (x=1)(2x+1)

X X X
(x-D(2x+1) 2% +x—2x—1=2x% —x -1
D’ou g'(x) = xX=D(2x+1) Vxel

X

2) a) Dresser le tableau de variations de g sur |
VX el lesigne de g'(X) est celui de x—1

VX221 X=120 e VX<1X-1<0

g(x) =x
g'(x)=2x-—

X 0 1 +00
g'(x) - 0 +
+00 +00
909 \ /
1
b) Déduireque g(X)>0 VXel

g(1) est le minimum de g sur |

Donc g(x)=g(l) VXelorg@)=1
Dou g(x)>0 VXel

[1) On considere la fonction f définie sur

=1o: : Inx

I =]0;400[ par: f(x)=x+1X X —Inx

lim f(x)= lim x+|nx(l—l)_—

x—0* x—0*

Car lim Inx=-00 et |im (1-1)=+w0
x—0" x—0F
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Dou lim f(x)=—o0
x—0%

Ona lim f(X)=—oo la droite d’équation x =0
x—0*

Est une asymptote verticale a la courbe (C).

b) Calculer lim f(X) et montrer que lim Q—l
X—>+0 X—>+o0 X

lim f(x)= lim x(1- '”X)+'”X o0
X—>+00 X—>+00 X

car lim INX_0 & Iim x(1- InX) +00

X—>+00 X X—>+0
x(1— Inx)+ In x

lim TG _ im x 77 X
X—>+4+0o X X—>+o0 X

. f(x

lim T _ im 1-Inx, 1Inx _4
X—>+o0 X X—>+00 X X
car lim MX_0et lim 1=400

X+ X X—>-+a0 X
dou  lim FO9_4

X—>4o00 X

c) Montrer que la courbe (Cs) admet au voisinage de
+ oo une branche parabolique de direction la droite (A)
d’équation y=x

Ona |im mzl et

X—>+00 X
lim f(x)=x= lim x+NX_jnx—x
X—>+a0 X—>+00
= lim NX_jnx=—0 Donc lim f(X)—x=—00

X—+0 X X—>+00
D’ou la courbe (Cf) admet au voisinage de + o une
branche parabolique de direction la droite (A)
d’équation y =X

2) a) Dresser le tableau de signes de (1 — x)Inx

X 0 1 +00

1-x + 0 -

Inx — 0 +
(1 —x)Inx - 0 -
D'ou (1-x)Inx<0 VXxel
b) Déduireque f(X)<x  VXel
f(x)=x+INX _ Inx<:>f(x)—x=|nTX—Inx
@f(x)_xz(l—x)lnx

X

Le signe de f(x) — x et celui de (1 — x)Inx Vxel

or (1-x)Inx<0 Vxel
donc f(X)—x<0
f(x) <X

D’ou Vxel

3) @) Montrer que f '(x) = 9(>2<) VX el puisf
X

est strictement croissante sur |
In X

Ona f(X)=x+"2 - —Inx

f(x)=1+1=Inx —Inx 1_x2—x+1-Inx _9()
X2 X X2 X2

D’ou f-(x)=g()2() Vxel

X
ona g(x)>0 VXeldonc f'(x)>0 VXel
D’ou f est strictement croissante sur |

b) Montrer que la droite (A) est la tangente a la
courbe (Cs) au point d’abscisse 1
onay=Ff'Qx-1)+f1) f@Q)=1letf'1)=1
Donc y=X-1+1=X

D’ou la droite (A) est la tangente a la courbe (Cf) au
point d’abscisse 1

¢) Montrer que I’équation T(X) =0 admet une seule

solution o dans }%,1[

f est continue et strictement croissante sur | en
particulier sur[% ;1] f(1)=1 et

Inl
fd )——+—2—In

1
2
Ly_1_ 1 ~
f(2)— 5 IN2<0 donc f(2)f(1)<0 In2~0,7
D’ou I’équation f(X) =0 admet une seule solution
1.
o dans ]5,1[

d) Construire la droite (A) et la courbe (Cy).

—2In2+|n2= —In2

|\>
|\>
N~
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4) a) Montrer que : Jf InTXdX — %

VT : e
intégration par parties montrer que : -[1 Inxdx =1

et a I’aide d’une

fle InTXdX - jle(ln X)'(Inx)dx = [%(In X)z]i

eInXqy 1 2_1
jl L rdx =3 (Ine)” =

jlelnxdx =172

u(x) =Inx u-(x)zi
v'(x)=1 V(X) =X
jflnxdx=[x|nx]i —jlejdx:elne—[x]i

jlelnxdx:e—e+1

e
D’ol jl Inxdx =1

c) Calculer en cm? ’aire du domaine limité par (Cy), la
droite (A) et les droites d’équations x =1etx =e

A = ([, [f(x) = x{dx)em?
ona f(x)<x Vxe[l+oof et f(x)—x<0
L1700 == [~ G = [ (nx—15X)x

e InXx _ (€ _reInxqy 1. 1_1
jl(lnx——)dx_jllnxdx ledx_l 5=

car X — Inxet X — X sont continues sur [Le]
Donc lnX -1
I (Inx —1NX)dx =1— 2 >

D’ou _1
u A 20m

5) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f_1
Définie sur R
f est continue et strictement croissante sur | donc f

admet une fonction réciproque f_1 définie sur f(I)

Donc f(I)=R

D’ou f admet une fonction réciproque f_1 Définie sur R

~Lest dérivable en 1
f(1)=1

b) Montrer que la fonction f

puis calculer (f_l)'(l)
On a f est dérivable sur | donc f est dérivable en 1
Ona f'(l)=1donc f'(1)#0 d’ou f~
en f(1) = 1 f)=1laflQ=1
dou Lest dérivable en 1

()e- f(f‘ll(n) o™
dou () @ =1

1est dérivable

2022
c) Montrer que f~ (2023) <1

Premiére méthode

On a f est strictement croissante sur | et f_1 sa fonction

réciproque donc f_1 strictement croissante sur IR

Ona
2022 ~1(2022) _ -1 ~1{2022
2023 <1ef (2023)< et (2023)<1

Car f() =1 f 1) =1
Deuxiéme méthode

On a f est strictement croissante sur | et f_lsa
fonction réciproque définie sur R

_1({2022 _1(2022
onc | (2023)<1<:>f[f (2023)]<f(1)

2022

%023 <1
Car ¢ (f—l(x)) —x VxeR
Don £-1 2022)

ou f (2023 <1

6) On considere la suite (U,) définie par :
Uh,1=f(U,) VneN et U, 22
a) Montrerque: U,>1 VNeN
Pourn=0ona Uo:% donc Ujy>1

Soitn € IN  supposons que U, >1 et montrons que
Uni1>1

On a feststrictement croissante sur I et U, >1
U,>l=TfU))>TD) =< UL 1 >1

Dot U,>1 VneN

b) Montrer que la suite (Uy) est décroissante.
Onaf(X)<x  Wxe&]0;+o]

Or U, >1 VheN

Donc f(Un) =< Un donc Un +1 = Un
D’ou la suite (Uy) est décroissante.

c) Déduire que la suite (Uy) est convergente puis
Calculer sa limite.

On a la suite (Uy) est décroissante et minorée

D’ou la suite (U,) est convergente

(U,) est convergente donc sa limite est une solution de
I’équation (X) =X or on sait que
f(X)=x<=f(X)—x=0
f(x)—x=0<:>%:0 VX €]0; +o0]
f(X) x=0<=A—x)Inx=0

< (1-x)=00u InX=0 < x=1ou x=1

D’ou limup =1

Meéthode graphigue

la courbe (Cy) coupe la droite (A) en un seule point de
coordonnées (1 ; 1) donc 1’équation T(X) =X admet

une seule solution x=1 D’ou limUp =1

VYneN

AHMED AGOUZAL




