Année scolaire ;: 2022 — 2023

Solutions examen 2014 SN

AGOUZAL

2 BPCF -2 BSVTF

Exercice 1 : (2014 SN) (3pts)
Soit dans I’espace muni d’un repére orthonormé direct

(O,T,],E) les points A(0;3:1), B(-1;3;0) et C(0;5;0) et
(S) la sphére d’équation: X%+ y2+ 7 —4x-5=0

1) a) Montrer que : ABAAC=2i—j—2K eten
déduire que A, B et C sont non alignés.

-1 0
AB| 0 | et AC| 2
-1 -1
— — |0 - -1 0}: -1 0]~
ABAAC= |- J+
-1 -1 -1 -1" |0 2
=2i—j-2k

Dot ABAAC=2i-]-2kK
b) Montrer que : 2x—y —2z+5=0 est une équation

cartésienne du plan (ABC).
Soit M(x ;y ;z)e (ABC)

2
ABAAC| -1 est un vecteur normal a (ABC)
-2
(ABC):2x—-y—-2z+d=0
or A(0;3;1) € (ABC)
Donc 2x0—-3-2x1+d=0<d=5
D’ou (ABC):2x—-y—-2z+5=0

2) a) Montrer que (S) est de centre Q(2;0;0) et de
rayon 3

(S): X°+y°+72° —4x-5=0

a:_—4 ; bzi; c:i;
-2 -2 -2

Donc a=2 ; b=0;c=0;d=-5

a+b*+c*-d=2°+0°+0°+5=9>0

Donc le centre de (S) est Q(2;0;0) et R=19=3

D’ou (2;0;0) et rayon R=3

b) Montrer que le plan (ABC) est tangent a la sphere (S)

(ABC):2x—-y—2z+5=0 (20,0

|2 X2+ 5| 9

= —= 3
J2Z+ )P+ (=22 9
Ona d(,(ABC))=3 et R=3
D’ou le plan (ABC) est tangent a la sphere (S).

d=-5

d(Q,(ABC)) =

c) Déterminer le triplet de coordonnées du point de
tangence H du plan (ABC) et de la sphére (S).

H est la projection orthogonale de Q sur le plan (ABC)
Soit (A) la droite passant par 2 et perpendiculaire au plan
(ABC).

AB AE(Z;—].; —2) est un vecteur normal au plan
(ABC) donc c’est un vecteur directeur de (A)

Soit M(x ;y ;2) € (A) Q(2;0,0)

X=2+2t
(A):{ y=-t

z=-2t
paramétrique de la droite (A).
M(x;y;z) €(A)N(ABC) équivaut a

(t € IR) est une représentation

X=2+2t
y=-t
Z=-2t

2X—-y—-22+5=0
2(2+2t)—(-t)—2(-2t)+5=0
Donc 9t+9=0<9t=-9<t=-1
x=2-2=0
y=1
z2=2
D’ou H(0;1;2) est le point de contact de (S) et (ABC).
Exercice 2 :(2014 SN) (3pts)
1) Résoudre dans C 1’équation : v Z\/§+ 2=0
A=2 —4x1x2=-6

Donc I’équation admet deux solutions complexes
conjugueées :

donc (A)N(ABC)={H(0;1;2)}

2+iv6 2 B — 2 6
= =—+l— et Z,=Z,=—-1—
2 2 2 2 2
D’ou S = \/E_i\/g;\/f+i%
2 2 2 2
2) Soit le nombre complexe u tel que :
u:ﬁ+i£
2 2
a) Ecrire u sous forme trigonometrique.
_~N2 ;-6
u= 2 +1 2
|u|:\/25+if:\/2§‘1+iﬁ‘:§x/3+1:ﬁ

u

V2 6 51 .43
:7+|7:ﬁ(5+

N3 T .. T
I—) =+/2(COosS—+1SIn—
>) J2( 3 3

7T N |
u=~2(cCos— +1i1sin—
2( 3 3)
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b) En déduire que ub est un réel.

6 _ 6 7T - TC.6
u’ = («/2) (cos 3 + sin 3)
u® =8(c036—n+sin6—n

3 3
u® =8(cos 2w + isin 2nt) = 8(1+ ix0)

6
Dou U =8

3) Dans le plan rapporté & un repére orthonormé direct
(O;u;v) on considere les points A et B d’affixes

respectives a=4— 4i«/§ et b=8
Soit z I’affixe du point M du plan et z' I’affixe du
point M’ image du point M par la rotation R de centre

O et d’angle T,
3

a) Ecrire z' en fonction de z
Soit z I’affixe du point M du plan et z' I’affixe du point
M’ image du point M par la rotation R.

j T
R(IM)=M'<z'-z¢ :e|3(z—zo)

<:>z':(%+i*/2§)z

Dot z':(%+i§)z

b) Vérifier que le point B est I’image du point A par la
rotation R.

R(A)=B<:>b:(%+i§)a?

(%+ i@)a: (%+i§)(4—4i\/§)
=2-2i\/3+2i/3+6=8=b

Dot R(A) =B

c) En déduire que le triangle OAB est équilatéral
R(A) =B donc OA=0B et (OA;OB) E%[Zn]

D’ou le triangle OAB est équilatéral.

Exercice 3 : :(2014 SN) (3pts)
On considere la suite (Uy) définie par :

Un:1=2Un+7 VneN e Ug=13

1) Montrer que : U, <14 vneN
Pourn=0ona Ug=13 donc Uy<14
Soitn € IN supposons que U, <14 et montrons
que U,,1<14

Ona U, <14 donc
%Un<l14@%un+7<7+7@Un+1<14

2
Dou U, <14 vneN

2) Soit (V,,) la suite définie par :
V,=14-Up vVneN
a) Montrer que (V,) est une suite géometrique de raison

1

E et donner V, en fonction de n.

Montrons que V41 = %Vn ? VneN

Vi1 =14-Ung =14-1Un -7=7-1u;

Var1=514-Un)=1Vy

D’ou Vn+]_ = %Vn
1

D’ou (V) est une suite géométrique de raison 5

De premier terme  Vy =14-Up =14-13=1
n n
Donc Vp = (%) Vo = (%)

1 n
Dot Vp =(§) YneN

n
b) En déduire que : U, :14_(1) YneN

2
puis Calculer limU

n
Ona V, =14-Uy donc Up =14-V, et vn=(%)

n
Dod U, :14_(1) vneN

2

IimUnzlim(l4—(%)n):14 car Iim( )n=o

N~

1l
1<2<1

D’ou limU,, =14
c) Déterminer la plus petite valeur de n pour laquelle

n
U, >13,99@14—(%) >13.99

©14-13,99 > (%)n o (%)n <1072
la fonction log est strictement croissante sur ]O; +oo[
(%)n <10? < Iog(%)n <log10~?
=3 Iog%< —21og10
<:>—n|og2<—2<:>n>@

Donc Up >13,99<:>n>L

log2

2 6643 doun=7
log 2
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Exercice 4 : (2014 SN) (3pts)
1) On tire simultanément et au hasard deux jetons du sac
Soit I’événement : A" la somme des deux huméros
portés par les deux jetons tirées est égal a 1 ”
Montrer que -3
aue P(A) =3
5(0); 4(1)
Card(Q) = C5=36
0+1=1
1 1
Card(A)=CsxC3=20
rd(A
P(A)zca d(A) _20_5
Card(©2) 36 9

2) a) Montrer que la probabilité de gain de Said est %

Soit B "Obtenir deux jetons portant chacun le chiffre 1”
Card(B)=C5=6

Card(B) 6 _1

Card(2) 36 6

b) Quelle est la probabilité pour que Said gagne
exactement deux fois.

P(B) =

La probabilité de gain de Said exactement deux fois
2 3-2
21\ (121) 3l 5.5
et C3l3) (18] =332
o)

D’ou la probabilité demandée est : 72

Probleme : (2014 SN) (8pts)
1) On considére la fonction g définie sur ]0; +oo[ par

g(x) =1—%+Inx
X

1

1) Montrer que g '(X) = % += VXe ]0; +oo[
X X

et en déduire que g est croissante sur ]0; +o0[

g(x)=1—%+lnx Vx & ]0; +oo[
X

: 2x.,1_2 .1

g'(X)=—"5"+-=5+"  vxe]0+wo
x? X 3 X <101

D’ou g'(x) :x_23+% Vx € ]0;+o0[

Ona g'(x):%+l>0 Vx>0
3 X

D’ou g est croissante sur ]O; -+oo|

2) Verifier que g(1) =0 puis en déduire que :
9(x)<0 ve]o,1] et g(x) =0 V e[1;+o0]
gD =1—%+In1=1—1+0=0
1

Donc g(1) =0

V €]0,1] donc O<x<1

g est croissante sur ]O;+oo[ et X <ldonc
9(x) <9 <9g(x) <0

D’ou Ve]01] g(x)<0

V e[L+o X =1et gest croissante sur ]0;-+oo[

donc g(X) > g(1) < g(x) =0
D’ou Ve[L+o] g(x)>0

I1) On considere la fonction f définie sur ]0; +oo[

par: f(x) =(1+Inx)2 +-L1

X2
1) Montrer que  lim  f(X) =+o0 et interpréter le
x—0*
résultat géometriqguement.
lim ()= lim (1+Ix)*+-L =400
x—0* x—0* X
car lim x?=0Tet lim Inx=—o0
x—0* x—0*
lim (1+Inx)2 =+ et lim %zm
x—0* x—0t X
D’ou lim f(x)=+o00
x—0*
Ona lim f(X)=+o0 donc la droite d’équation x =
x—0*

0 est une asymptote verticale a la courbe (C).
2) a) Calculer lim f(x)
X—>+00

lim f)=_lim (1+Inx)*+-L =40
X—>+00 X—>+00 X2
caret lim L =0et lim Inx=+w

X—>+00 y 2 X—>+00

Et lim (1+Inx)2=+oo dou lim f(x) =400
X—>+00 X—>+00

2
b) Montrer que  lim A+Inx)” = 0(on put poser
X—>400 X

t=\/; puis montrer que  lim m=o
X—>+oo X
— —t2 g
Onat—\/;c>x—t Si X — 400 donc Tt — +o0
2 2,2
lim A+Inx)” _ lim I+Int%)
X—>+wo X t>+o0 2

2
lim A+Inx)=
X—>+00 X

2
1,0ty _
(t+2t) 0

2
Dot lim A+Inx)" _
X—>+00 X

Iim

_ (1+2In t)2
t—>+oco t

= |im
[—+00

0
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lim 109 g2

X—>+00 X
im T _ gim L(@+Inx)?+21)
X—>+o0o X X—>+00 X X2
2
i . 1+InXx
lim M= lim u+i=0
X—>+00 X X—>+00 X xS
2
car lim A*N)7 oo gim Lo
X—>+00 X X—>+00 y3
Dot lim 1) _g
X—>+00 X
c) Déterminer la branche infinie de (C) au voisinage de +o
Ona lim m=O
X—>+o0o X

la courbe (C) admet au voisinage de + oo une branche
parabolique de direction 1’axe des abscisses.

3) a) Montrer que: f'(X) = ZQT(X) Ve ]O; +oo[
puis en déduire que est décroissante sur ]o,1] et

croissante sur [1;-+oof
2
f(x) = (1+Inx) +X%VE]°;+°°[
f'(x):2(1+lnx)(1+lnx)'—)2(—2(
' _ 1_ 2
f (X)_2(1+Inx);—;
() =2 _1y_2
f (X)_X(1+Inx XZ)_xg(X)
. 29(x
par 100 =299 g 10, 4oq]
g(x)<0 veloa]et g(x)=0 Vxe[l+oof
f'(X) <0 v e]o,1] donc f est décroissante sur
Jo.1] et f'(x)=0 VXe[1;+oo[ donc f est

croissante sur [1;-+oof
b) Dresser le tableau des variations de f sur ]0; +oo[ »

puis en déduire que f(X) 22 Vx €]0;-+oo]

X 0 1 +00
f'(x) - 0 +
+ +o0
f(x) \ /
2

(1) est le minimum de f sur O;+oof
f(x)>f(l) Vxe ]O; +oo[ orf(1)=2
Do f(X)22  Vxe]0;+of

Donc

4) Construire la courbe (C) dans le repére (O;i: j) -
(On admet que la courbe (C) admet un point d’inflexion,
qu’on ne demande pas de déterminer).

El 7

5) On consideére les intégrales | et J suivants:
_ (€ _(® 2
I —Il (1+Inx)dxet J __[1 1+ Inx)“dx

a) Montrer que H : X — X In X est une fonction

primitive de h: X —21+1InX sur Jo;+oo[ puisen
déduireque I =e.
H'(x)=(x|nx)'=Inx+x%=1+lnx=h(x)
H(X)=h(x)  vxe]0oo]
D’ou H est une primitive de h SUI ]0; 400
Ile(1+ Inx) =[x|nx]i =elne—1lnl=e
D’ou j'le(1+ Inx)=e

b) En utilisant une intégration par parties, montrer
J=2e-1

J =[] @+Inx)%dx
u(x) = (1+Inx)? u'(x)=2(1+|nx)%
v'(x)=1 v(X) =X

J =[x(1+|nx)2]i ~ [P 2x(+ Inx) Lax
J =4e—1—2.[le(1+lnx)dx=4e—1—2e

J=2e-1
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c) Calculer en cm? I’aire du domaine plan délimité par (C), 1’axe des abscisses et les droites d’équations

X=let x=e

A= j'le [f (x)[dxlcm x1cm

A= (J; FOedx)em®  f(x)22 Vxe]0;+]

[ F0O0dx = [ (1+1Inx)? +X%dx

1

Ona X — L et x — (1+Inx)? sont continues sur 10; +oo[

X2

[ F00dx = [T (1+ Inx)?dx +Ifx%dx

[SF00dx = [ @+ Inx)2dx +[—%

L

2
e _ 1. 1_2e“-1
jlf(x)dx_Ze 1 e+1_ 5

2
D'ou A = %cm2
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