LOIS DE PROBABILITE A DENSITE

Remarque

Une expérience aléatoire gonsiste a choisir au hasard un nombre réel X dans lntervalle | = J0 ; 10].
L'univers est |'intervalle |. C'est un univers infini. On ne peut pas utiliser les probabilités vues jusgu'a présent
et qui s'appliquaient & un upivers fini. En effet, puisqu'il v 8 une infinité de nombres dans l'intervalle |, la
probabilité de chacun de ges nombres est nulle et les raispnnements que 'on faisait en additionnant des
probabilites d'éventualites ne sont plus applicables. || faudra dans ce cas raisonner sur des probabilités
d'intervalles

Exercice 01

On considére l'intervalle | = J0O ; 10] et on s'intéresse a |'expérience consistant a choisir de fagon aléatoire un
nombre réel dans cet intervalle.
1?)0n coupe l'intervalle | en 10 intervalles de méme amplitude :
Jo:1]; 11:2] ; 12:%0")R;4] ; J4;5] ; J5:6] ; }8;7]; 17:8] ; ]8;9] ; Jo;10]
On considére I'univers €2 que I'on obtient en prenant la borne supérieure de chaque intervalle et on choisit
la probabilité uniforme sur (2,

Ona Q1={1;2,;3:4,5,8,7:8.:9;10} etchaqueévantualitedeuaunapmbabilitada:—n.

On choisit de fagon aléatoire un nombre réel X dans (2,
3

Justifier que la probabilité de I'événement « X est inférieur ou égal & = », notée p(X < 7), est égale a 0

2710n coupe lintervalle | en 100 intervalles de méme amplitude ;
Jo:0.1] ; J0.1;0.20%: lo2ediE] : ... ; 19.8:99] ; ]9.9;10]
On considere 'univers £2={01;02;03,...:98;99; 10} et la probabilité uniforme sur (1.
On choisit de fagon aléatoire un nombre réel X dans (2. Déterminer p(X < n).
3°)Méme question que précédemment en coupant llintervalle | en 1000 intervalles de méme amplitude, puis
en 10000 intervalles de méme amplitude. {(On ne demande pas de justification)

47)Si on choisit de fagon aléatoire un nombre réel X dans l'intervalle I, conjecturer la valeur de p(X < ).

Conjecturer les valeursde p(X<4) ; p(X=>1) . p(1=X<4) , plu<Xsv)avecucsl; vel etu<v.

5°)On considére la fonction # définie sur l'intervalle t par £(x) = ";l_ﬂ ‘

a) Tracer la courbe (¢ ) représentant la fonction £,

b) Déterminer l'aire A, de la partie du plan comprise entre I'axe (Ox), la courbe (<) et les droites
d'équations x=1etx =4,

¢) Determiner l'aire A; de la partie du plan comprise entre I'axe (Ox), la courbe (#) et les droites
dequations y=uetx=v; oluetvsontdeuxreelsdeltelsqueus<sv.

Exercice 02

On considére ['algorithme ci-contre permettant
d'obtenir 1000 fois, de fagon aléatoire, un nombre réel
» compris entre 0 et 10 et d'évaluer la fréquence avec
laquelle ona X <.

+ VARIABLES
x EST_DU_TYPE NOMBRE
| EST_DU_TYPE NOMBRE
compte EST DU_TYPE NOMBRE
freq EST_DU_TYPE NOMBRE
+ DEBUT_ALGORITHME
Fcompte PREND_LA VALEUR 0
» POUR | ALLANT DE 1 A 1000
DEBUT POUR
x PREND LA VALEUR 10*random()
w» 51 (x<=Math.Pl) ALORS

17)Expliquer cet algorithme et le tester avec AlgoBox.
Quels résultats obtient-on pour la fréquence ?

2°)Modifier l'algorithme pour faire 100 000 choix d'un
nombre aléatoire compris entre 0 et 10,
Evaluer, avec cet algorithme modifié, la fréquence
avec laquelleona X<m.

DEBUT S|
3°)Modifier l'algorithme de fagon & évaluer, en Emmnte PREND_LA VALEUR compte+1
fonction de deux réels u et v compris entre 0 et 10, FIN_SI
la fréquence avec laguelleona: u<X<sv. FIN_POUR

4°)Les résultats trouvés sont-ils en accord avec les
résultats obtenus dans l'exercice 1 7

=freq PREND LA VALEUR compte/1000
—AFFICHER freq

~FIN_ALGORITHME
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Remarques

e Un segment d'une certaine longueur est constitué d'une /
infinité de points ayant chacun une longueur nulle.

e L'aire d'une partie du plan peut-étre calculée en utilisant une
intégrale. Pourtant cette partie du plan est constituée d'une
infinité de segments ayant chacun une aire nulle. \

e De la méme fagon on peut définir une loi de probabilité sur -~
un intervalle [a ; 6], en utilisant une intégrale.
Et ceci méme si chaque nombre de [a ; 6] a une probabilité | | |

nulle. La fonction que I'on intégrera sera appelée fonction de
densité de la loi probabilité.

Définition
Soit X une variable aléatoire prenant ses valeurs dans un intervalle [a ; 6].
On dit que X suit la loi uniforme sur [a ; 6] lorsque pour toutu € [a ;6] ettoutv e [a; 6] telsqueu<v

v /N
ona p(usst):f 1
u

6—adx 1

b-a

c'est-a-dire que p(u < X < v) est égale a I'aire, en unités d'aire,
U<x<Vv
0 <y <flx)

de I'ensemble des points M(x ; y) du plan tels que {

1 .
bh-a a u v b

S
rd

ou la fonction £ est définie sur [a ; 6] par £(x) =

Cette fonction £ définie par #(x) = bL est appelée fonction de densité de la loi uniforme sur [a ; 6].
-a

Remarques

' - ' ; ) usxsv
e Dans le cas d'une loi uniforme, I'ensemble des points M(x ; y) du plan tels que {0 <y <F(x) est un

1 V—-u

b-a b-a’

a été choisie de telle fagon que p(a < X <b)=1.

rectangle et on a de fagon évidente p(u <X < V)= (v - u)«x

e Lavaleur

1
b-a
e On pourra utiliser la notation p(u < X < v) =p([u; v]).

e Ona p(X=u)=0 et p(X=v)=0, donc p(lu; v])=p(lu;v])=p(lu;vl)=p(Ju;v]).
e |l est parfois utile que la fonction de densité de la loi uniforme sur [a ; 6] soit définie sur IR
1

Dans ce cas, on prendra £(x) =g, Pour x < [a;b] et f(x)=0 pour x ¢ [a;b].

Exercice 03

Une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [-1; 1].
. o ) 1 1 . ) 1.3 ) 1.1
Déterminer: p(X<0,3) ; p( ZSXSZ) ; p(X>0,3) ; p(XeJ4,4[> ; p(Xe[G,z})
Exercice 04

Julie doit aller dans un magasin qui ouvre a 8h30. Elle s'y rend en bus et elle arrive entre 8h et 9h30.

Son heure d'arrivée T suit la loi uniforme sur l'intervalle [8 ; 9,5].

Quelle est la probabilité que Julie arrive avant I'ouverture du magasin ?

La direction a décidé, sans l'annoncer publiquement, que toutes les personnes qui entreraient dans le
magasin entre 9h et 9h15 recevraient un cadeau. Quelle est la probabilité que Julie regoive un cadeau ?

Exercice 05

On choisit un nombre réel o au hasard dans [0 ; 1].

Quelle est la probabilité que, dans I'écriture décimale de a, le premier nombre aprés la virgule soit un 3 ?
Quelle est la probabilité que, dans I'écriture décimale de a, le premier nombre aprés la virgule soit pair ?
Sachant que ce nombre o est supérieur a 0,6 quelle est la probabilité qu'il soit inférieur a 0,95 ?

Sachant que ce nombre o, est supérieur a 0,963 quelle est la probabilité que, dans I'écriture décimale de «,
le deuxieme chiffre apres la virgule soit multiple de 3 ?
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Exercice 06

On considére l'intervalle | = ]0 ; 10].

1°)On coupe l'intervalle | en 10 intervalles de méme amplitude :
Jo;11; 11521 ; 12;3]; 13;4]; 14;5]; 15;6] ; 16;7]; 17;8] ; 18;9] ; 19;10]
On considére I'univers Q ={1;2;3;4;5;6;7;8;9; 10 } et la probabilité uniforme sur Q.
On choisit de fagon aléatoire un nombre X dans Q.
Déterminer I'espérance mathématique E(X) de la variable aléatoire X.

2°)On coupe l'intervalle | en 100 intervalles de méme amplitude :
Jo;0,1] ; J0,1;0,2] ; J0,2:;0,3] ; ...... : 19,8:9,9] ; 19,9; 10]
On considére I'univers Q ={0,1;0,2;0,3;...;9,8;9,9; 10 } et la probabilité uniforme sur Q.
On choisit de fagon aléatoire un nombre X dans Q.
Déterminer I'espérance mathématique E(X) de la variable aléatoire X.

3°)Méme question que précédemment en coupant l'intervalle | en 1000 intervalles de méme amplitude, puis
en 10000 intervalles de méme amplitude. (On ne demande pas de justification)

4°)Si on choisit de fagon aléatoire un nombre X dans l'intervalle |, conjecturer la valeur de E(X).

10
5°)On considere la fonction £ définie sur l'intervalle | par #(x) :%. Calculerf x £(x)dx .
0

Définition
Soit X une variable aléatoire prenant ses valeurs dans un intervalle [a ; 6].
Soit # une fonction définie, positive et continue sur [a ; 6] telle que fb fx)dx=1.
On dit que X suit une loi de fonction de densité # sur [a ; 6] lorsque pjour toutu € [a; b] ettoutv e [a;b]
telsqueu<v ona p(usst):fvf(x)dx
u

c'est-a-dire que p(u < X < v) est égale a I'aire, en unités d'aire,
Usx<sv
0<y<flx)

On appelle espérance mathématique de la variable aléatoire X

de I'ensemble des points M(x ; y) du plan tels que {

b
le nombre réel E(X) = f X £(x) dx

a

Remarques

e Ona p(X=u)=0 et p(X=v)=0, donc p([u; v])=p(Ju;v])=p(lu;v[)=p(u; ).
e |l est parfois utile que la fonction de densité soit définie sur IR.
Dans ce cas, on prendra #(x)=0 pour x ¢ [a;b].

Exercice 07

X suit la loi uniforme sur [a ; 6] (avec a < b). Définir la fonction de densité £.
Calculer I'espérance mathématique de X.

Propriété

Si X suit la loi uniforme sur [a ; 6] alors son espérance mathématique est E(X) . b .

2

Exercice 08

Une variable aléatoire X prend ses valeurs dans [1; 4].

On veut modéliser la situation en utilisant une loi (non uniforme) ayant pour densité la fonction £ définie
sur[1;4]par £(x)=Xix oU A estun réelfixé.

1°)Justifier que ceci n'est possible qu'avec un seul réel A que I'on déterminera.

2°)Déterminer les probabilité suivantes : p(2<X<3) ; p(X<2) ; p(X>3,95).

3°)Calculer I'espérance mathématique de X.

Remarque

Si une variable aléatoire prend ses valeurs dans un intervalle non borné, par exemple [0 ; +«[, on ne peut
pas utiliser une loi uniforme, mais on pourra néanmoins utiliser une loi a densité.
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Remarque ( voir animation )
On considére une variable aléatoire X, suivant la loi binomiale B(n ; p).

On sait que son espérance mathématique est E =nxp et que son écart-type est o =\nxpx(1 = p)
Lorsqu'on fait une représentation graphique de la loi binomiale, on obtient pour toutes les valeurs de n et
de p une forme dite "en cloche", mais ce graphique dépend des valeurs de n et de p.

p=0.29 p=047
—_—— —_—
0.1 n=53 0.1 n=100
B — — o
0.051 0.051
0 |||| |Il. . . 0
o 20 a0 ) 0 20 a0 80

Afin de standardiser la courbe en vue d'étendre les résultats a une infinité de valeurs en utilisant une
fonction de densité, on peut commencer par centrer la variable (la courbe en cloche semble symétrique).
Pour cela on considére la variable aléatoire : Y, =X, = nxp .

D'aprés les propriétés connues, cette variable aléatoire Y, aura alors une espérance mathématique
égale a 0 et un écart-type identique a celui de la variable aléatoire X,.
Puis afin de standardiser les écarts possibles de la variable aléaloire, on la divisera par I'écart-type .
Xn - I’lxp
\’l’lxpx('] - p) .
D'aprés les propriétés connues, la variable aléatoire Z, aura alors une espérance mathématique égale a 0 et
un écart-type égal a 1.
On dit que Z, est la variable aléatoire centrée réduite associée a X,.
Lorsqu'on fait une représentation graphique de la loi de probabilité de Z, on obtient une forme en cloche qui

reste trés stable lorsqu'on fait varier les valeurs de n et de p.

On obtient alors la variable aléatoire Z, =

p=0.31
- 04
n=150
e
.nlllll”l“ thlllllu
-8 -4 -2 1] 2 4 -]
' - i =053
Lorsqu'on superpose a ce g,rgp.hlque P
la courbe de la fonction # définie sur IR -
1.2 e

1 e'z

par f(x)= ( voir animation )
\2n

on remarque, lorsque n est suffisamment grand,

une coincidence quasi-parfaite.

Remarque

Les études sur ces probabilités sont principalement dues a :
Jacques BERNOULLI (1654-1705)

Abraham de MOIVRE (1667-1754)

Pierre-Simon LAPLACE (1749-1827)

Carl Friedrich GAUSS (1777-1855)
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Exercice 09

N[|—=

On considére la fonction £ définie sur IR par #(x) = e

1
\2n
1°)Justifier que £(x)>0 pour tout x € IR
2°)Etudier le sens de variation de £. Justifier que # a un maximum que I'on déterminera.
En utilisant une calculatrice ou un ordinateur, tracer la courbe de £ sur l'intervalle [ -4 ; 4].

b
3°)En utilisant GeoGebra, conjecturer la valeur de f f(x) dx lorsque b est trés grand.
0

(On ne cherchera pas a calculer cette intégrale)
Définition
Soit X une variable aléatoire prenant ses valeurs dans IR.

On dit que X suit la loi normale centrée réduite #(0 ; 1) lorsque
pour toutu € IR ettout v e IR telsqueu < v,
v _1p2

ona p(usst):f 1. 2t dt

u \2n
c'est-a-dire que p(u < X < v) est égale a I'aire, en unités d'aire,
usx<v
0 <y <flx)

de I'ensemble des points M(x ; y) du plan tels que {

1
)
La fonction # définie sur IRpar #(£) = A .72 est appelée

\2n

fonction de densité de la loi normale centrée réduite /(0 ; 1).

Remarques
Ona p(X=u)=0 et p(X=v)=0, donc p(lu; v])=p(u;v])=p(lu;v[)=p(Ju; V).
On ne peut pas, a partir des fonctions déja connues, trouver de primitive de la fonction de densité de la
1 -8
e
\2n

e Lafonction de densité de la loi normale centrée réduite a une courbe symétrique par rapport a (Oy),
2

0 1 _ ltZ X 1 _ lt
donc si x est un nombre réel positif, on a f e 2 dbt= f e 2 dt
0

-x \/g 2n

c'est-a-dire p(-x <X <0)=p(0<X<x) etparconséquent p(-x<X<x)=2xp(0<X<x)

loi normale centrée réduite /(0 ; 1), c'est-a-dire de la fonction £ définie sur IR par £(£) =

e Pour les mémes raisons de symétrie on aaussi p(X <0)=p(X =0)=

N|—=

Propriété
Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite ¥(0 ; 1).
Son espérance mathématique est E(X) =0 et son écart-type est o(X) =1.

Remarque

Lorsqu'on parle de la loi normale centrée réduite, le mot "centrée" indique que I'espérance mathématique est
égale a 0, cela correspond au premier parametre de la notation A/(0 ; 1), le mot "réduite" indique que le carré
de I'écart-type est égal a 1, cela correspond au deuxieme paramétre de la notation N(0 ; 1).

Exercice 10

Une variable aléatoire X suit la loi normale centrée réduite /(0 ; 1). On donne dans le tableau suivant des
valeurs approchées de p(X < x) pour certaines valeurs de x.

X -1 -0,75 -0,5 -0,25 0 0,25 0,5 0,75 1
p(X < x) 0,159 0,227 0,309 0,401 0,500 0,599 0,691 0,773 0,841

En utilisant ce tableau, déterminer: p(X<0,5) ; p(X=-=0,75) ; p(-1<X<0,5).

Exercice 11

Une variable aléatoire X suit la loi normale centrée réduite #(0 ; 1). On donne p(X < -1,3) = 0,0968 .
Déterminer p(X=>-1,3) ; p(X=13) ; p(X<1,3) ; p(-1,3<X<0) ; p(-1,3<X<1,3)
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Remarques

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite #(0 ; 1).

e Lafonction qui a un réel x associe F(x) = p(X < x) s'appelle fonction de répartition de la loi de probabilité.
e On peut déterminer une valeur approchée de p(X < x) en utilisant une calculatrice ou un tableur.
Par exemple pour trouver p(X < 2,67) ~ 0,9962

avec une calculatrice Casio, on pourra, dans le|avec une calculatrice Tl, on pourra utiliser
menu RUN, utiliser la touche OPTN puis PROB |le menu distrib ou DISTR et I'expression

et I'expression normalFRép(-1000,2.67) ou normalcdf(-1000,2.67)
P(2.67)

thormalFded
normalFRERC
tFracHormalef
tstudentFdrd
tstudentFRERC
XeFdr(
LXEFRERC

On peut remplacer la valeur -1000, par tout autre valeur
négative assez importante. L'erreur commise est négligeable
par rapport a l'imprécision du résultat donné par la calculatrice.

8.99621

avec un tableur on pourra utiliser I'expression Al - f< | =LOI.NORMALE.STANDARD(2,67)
=LOI.NORMALE.STANDARD(2,67) = @ 8 < D 2

e De méme on peut déterminer une valeur approchée de p(a < X < b) .
Par exemple pour trouver p(2 < X< 3) =~ 0,0214

avec une calculatrice Casio, on pourra, dans le|avec une calculatrice Tl, on pourra utiliser
menu RUN, utiliserla touche OPTN puis PROB |le menu distrib ou DISTR et I'expression
et I'expression normalFRép(2,3) ou normalcdf(2,3)
PB)-P(2) DESSIN | hormalFREr(Z, 37
thormalFded BZ2148060943
Freso-pea 0.8214 normal FRER(
* tFracHormaled
tstudentFdec
tstudentFRERC
tXEFdRC
I ' P.1PROB JHUMIAHGLI I [ LXEFRERC

avec un tableur on pourra utiliser I'expression
=LOI.NORMALE.STANDARD(3)-LOI.NORMALE.STANDARD(2)

Al v Jx | =LOI.NORMALE.STANDARD(3)-LOI.NORMALE.STANDARD(2)
A B C D E F G H
1 I 0,02140023!

Exercice 12

Une variable aléatoire X suit la loi normale centrée réduite N(0 ; 1).

1°) Utiliser la calculatrice ou le tableur pour compléter le tableau suivant (valeurs approchées au milliéme) :
x 0 0,33 0,67 1 1,33 1,67 2 2,33 2,67
p(X < x) 0,500 0,996

2°)En utilisant le tableau de la question précédente, déterminer :
p(1<X<2) ; p(0<X<0,67); p(-0,33<X<0,33) ; p(-1<X<267).

Exercice 13

Une variable aléatoire X suit la loi normale centrée réduite /(0 ; 1).

Pour tout réel x on note F(x) = p(X < x). (F s'appelle la fonction de répartition de la loi de probabilité).
Justifier que pour tous réels u et vielsque u<v,ona: p(u<X<v)=F(v) - Fu).

Déterminer, en utilisant la calculatrice ou le tableur, les valeurs suivantes :

p(1,21 £ X<2,35) ; p(-2,54<X<1,45) ; p(-1,96<X<1,96) ; p(-2,58 <X <258).
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Propriété (admise)
Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite #(0 ; 1).
Ona p(-1,96 < X <1,96) ~ 0,95
Statistiquement cela signifie qu'environ 95% des réalisations de
X se trouvent dans l'intervalle [ -1,96 ; 1,96].

Remarque

Les résultats de I'exercice 13 confirment la propriété précédente et font aussi apparaitre qu'environ 99% des
réalisations de X se trouvent dans l'intervalle [ -2,58 ; 2,58].

Définition
Soit X une variable aléatoire prenant ses valeurs dans IR. Soit p un réel et ¢ un réel positif.

On dit que X suit la loi normale N (u ; o2) lorsque la variable aléatoire Z = X =1 gyt Ia loi normale centrée

(&)
réduite N(0 ; 1).
Remarques ( voir animation )
e SiXsuitlaloi normale #(u ; 62), alors o:2 o
u est I'espérance mathématique de X p=-25
c est I'écart-type de X. 03

e Graphiquement I'espérance mathématique p correspond a
I'axe de symétrie de la courbe de la fonction de densité et
I'écart-type o mesure la "concentration" de la loi de densité
autour de son espérance mathématique.

i
-7 -6 -5 -4 -3H-2 -1 (01 2 3 4 5 6 7

Exercice 14

Pour une variable aléatoire Z suivant la loi normale centrée réduite ¥/(0 ; 1), on donne le tableau ci-dessous :

X 0 0,25 | 0,5 | 0,75 1 1,25 | 1,56 | 1,75 | 2 | 225 | 25 | 2,75 3
p(Z < x) 0,500 | 0,599 | 0,691 | 0,773 | 0,841 | 0,894 | 0,933 | 0,960 | 0,977 | 0,988 | 0,994 | 0,997 | 0,999

Une variable aléatoire X suit la loi normale N(1 ; 4).
Justifier, en utilisant le tableau précédent, que p(2 < X< 5) ~ 0,286 .
Déterminer p(3,5< X <6,5).

Exercice 15

1°)Soit Z une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.
Vérifier en utilisant une calculatrice ou un tableur que p(0 <Z< 1)~ 0,341.
Déterminer en utilisant une calculatrice ou un tableur les valeurs de p(-2<Z<4) et p(-1<Z<2).
2°)Une entreprise fabrique des vis. On considére la variable aléatoire L correspondant a la longueur d'une
vis en millimetres. On admet que L suit la loi normale #(150 ; 0,25).
a) Justifier que la probabilité que la longueur d'une vis soit comprise entre 149 et 152 millimeétres est
égale a p(-2 < Z < 4). Donner la valeur de cette probabilité.
b) Lorsqu'une vis a une longueur comprise entre 149,5 et 151 millimetres elle est acceptée.
Lorsqu'une vis a une longueur comprise entre 151 et 153 millimétres elle est rectifiée.
Dans tous les autres cas, la vis est rejetée.
Déterminer la probabilité qu'une vis soit acceptée, qu'elle soit rectifiée, qu'elle soit rejetée.
(On donnera les résultats au millieme prées)

Exercice 16

Une variable aléatoire X suit la loi normale N (u ; 62)
dont la fonction de densité est représentée ci-contre.
L'aire A coloriée sur le dessin est telle que :

A ~ 0,07 unités d'aire.

Déterminer approximativement peto.
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Remarques

Si X suit la loi normale N (u ; 62), on peut déterminer p(a < X < ) en utilisant une calculatrice ou un tableur.
Par exemple si X suit la loi normale #(150 ; 0,25) , c'est-a-dire pour u =150 et 6 =0,5
pour trouver p(149 < X< 152) ~ 0,9772

avec une calculatrice Casio, on pourra, dans le|avec une calculatrice Tl, on pourra utiliser
menu STAT, utiliser les touches DIST NORM Ncd | le menu distrib ou DISTR et I'expression

(éventuellement Var) normalFRép(149,152,150,0.5)

Lower : 149 Upper : 152 ou normalcdf(149,152,150,0.5)

c:05 150 Rormalcdr (149, 1
e e =norna%PgF§ 2,158, 9;3?%218252
Normal C.D ormal C. normalc .

A T I inuNorm
Upper 1152 z:Up =4 trdf(
@08 tedf
ave Res:None Xepdf(
(None RS XZcdf(

avec un tableur on pourra utiliser I'expression
=LOIL.NORMALE(152;150;0,5;1) - LO.LNORMALE(149;150;0,5;1)

Al v J< | =LOI.NORMALE(152;150;0,5;1)-LOI.NORMALE(149;150;0,5;1)
) A B C D E F G
1 | 0,9772182!

Remarques
e On peut utiliser la méme méthode pour la loi normale centrée réduite /(0 ; 1) en prenant u=0etc=1

e Pour trouver p(X > a) on pourra utiliser la méthode précédente et déterminer p(a < X < ) en prenant pour
b une valeur trés grande ; on peut aussi raisonner en utilisant la valeur de p car on sait que p(X > ) = 0,5
Par exemple si X suit la loi normale N/(500 ; 81), c'est-a-dire pour u =500 et 6 =9
pour trouver p(X > 520) on peut

déterminer p(520 < X < 100000) ; on trouve 0,0131341

déterminer 0,5 - p(500 < X < 520) ; on trouve 0,5 - 0,4868659 ce qui donne 0,0131341
pour trouver p(X > 495) on peut

déterminer p(495 < X < 100000) ; on trouve 0,7107426

déterminer 0,5 + p(495 < X < 500) ; on trouve 0,5 + 0,2107426 ce qui donne 0,7107426

e On peut utiliser des méthodes similaires pour déterminer p(X < b)

Exercice 17

En utilisant une calculatrice ou un tableur, déterminer dans chacun des cas une valeur approchée de la
probabilité demandée en sachant que la variable aléatoire X suit la loi normale N(u ; 62).

1°)p(-3<X<0) avec pn=1 et c=4 2°)p(-4,8<X<-3,5) avec n=-4 et 6=0,3

3°)p(X<49) avec n=40 et 6 =12 4°)p(X>0) avec u=-1¢et c=3

5°)p(X<18) avec un=20 et 6=5 6°) p(X> =5) avec u=-3 et 6=2
Exercice 18

Une entreprise fabrique des conserves alimentaires dont I'étiquette annonce une masse de 250 grammes.
On admet que la variable aléatoire M qui a chaque conserve associe sa masse suit la loi normale de
moyenne p = 249 et d'écart-type o =5.
1°)En utilisant la calculatrice, donner a 10-3 prés, la probabilité qu'une boite de conserve ait une masse
comprise entre 240 et 250 grammes.
2°)En utilisant la calculatrice, déterminer les valeurs approchées a 10-3 prés de :
pH=c<M<p+o) ; plmu=-26<M<p+20) ; pp=-3c<M<p+3o0).
Interpréter ces résultats en termes statistiques avec des pourcentages.

Exercice 19

X suit la loi normale N (u ; 62).

1°)Sachant que p=1 et o =4, déterminer, & 10-3 prés, les probabilités suivantes :
pH=0c<X<p+o) ; p(p=-20<X<p+20) ; p(up=-3c<X<p+30)

2°)Justifier que les valeurs calculées dans la question précédente ne dépendent pas de u et de .
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Propriété

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale A {u ; o2).
Ona:

o pli=o<X<u+0)=068 a10-2prés.
e plu=-20<X<p+20)=095 a10-2 prés,
e plu=-30<X<p+30)=0997 &10-2 prés.

Exercice 20

Le quatient intellectuel QI est le résultat d'un test suivant une loi normale A(u ; o2).

Différents tests sont utilisés, Leur moyenne p est toujours 100.

L'écart-type o est de 15 pour le test dit "standard" et de 24 pour le test de Cattell.

L'intervalle [u - o ; p + o] est appelé plage de normalité 4 68% et l'intervalle [u - 20 ; u + 20] est appelé

plage de normalité & 95% .

17)Une personne a un résultat de 135 mais ne connait pas la nature du test utilisé. Indiquer, suivant le test,
si ce résultat est dans la plage de normalité 4 8%, dans la plage de normalité 4 95%.

2°)En utilisant une calculatrice, déterminer la probabilité qu'une personne choisie au hasard ait un Ql
supérieur & 140, pour un test standard et pour un test de Cattell.

3%)Justifier qu'un résultat X pour un test de Cattell correspond & 0,625X + 37,5 pour un test standard.

Exercice 21

Une variable aléatoire Y suit une loi normale de moyenne p et d'écart-type 1,7 .
La courbe ci-contre représente la densité de probabilité de Y.
1?)Indiquer par lecture graphique la valeur de p.
2°)Déterminer, a l'aide de la calculatrice la probabilité
p(25 <Y <4 ) (Ondonnera le resultat a 0,001 pres)
3%)En utilisant un résultat du cours, déterminer la valeur

de hpourque p(3-h<sY<3+A) =095 2 10 1 2 3 4 5 6 7 8

Rappels Intervalles de fluctuation au seuil de 95%!

= En classe de 2nde il a été vu que, pour un caractéte ayant une proportion p dans une population donnée,
lorsqu'on prend des échantillons de taille m.dans cette population, si 0.2 < p < 0,8 et si n > 25 alors
pour 85% au moins des échantillons la frégieénce du caractére appartient a l'intervalle [,u - ?1_-— PPt %

n n

» En classe de 1ére, pour une variable aléatoire X suivant une loi binomiale B(n ; p), on a considéré
a le plus petit entier tel que p(X <a)> 2,5% et ble plus petit entier tel que p(X < b) = 97,5%.

- EJ avec une probabilité supérieure ou égale a 95%.

n n

Alors la fréquence du succes est dans l'intervalle

Définition - Propriété

Un caractére ayant une proportion p dans une papulation donnée, on prend un échantillon de taille n dans
X .

cette population. Soit X I'effectif du caractére dans cet échantillon et F, :f sa fréquence.

On appelle intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95% de la variable aléatoire fréquence F,

l'intervalle Iﬂ=[p - 1.Elﬁm P+ 1,%@]_
Vn Vn

Remarques
« On peut justifier que 1,98 y/p(1 = p) < 1 ce qui montre que tet intervalle est plus précis que lintervalle de
ﬂumuation[ b L} donné en classe de 2nde.
Vo o Aa

s On considérera que l'on peut utiliser cet intervalle lorsque les conditions suivantes sont remplies :
n230 , nxpadet nu(l=p)ab
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Exercice 22

D'aprés I'Insee la proportion de femmes dans la population frangaise est d'environ 51,6 %.
Un observateur se place a la sortie d'une gare et note le nombre Y, de femmes observées parmi les n

premiéres personnes qui passent. Déterminer l'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95% de la
fréquence F, correspondant & Y, lorsque n = 50 puis lorsque n = 100.

Sur les 100 premiéres personnes sortant de la gare, 43 sont des femmes. Ce résultat est-il conforme a
l'intervalle trouvé ?

La méme expérience effectuée sur 100 personnes a la sortie des employés d'une entreprise donne 60
femmes. Peut-on en conclure que I'entreprise emploie plus particuliérement des femmes ?

Exercice 23

Un constructeur affirme que la probabilité qu'un de ses téléviseurs ait une panne dans les 5 ans suivant son

achat est égale a 0,17.

1°)Justifier, en utilisant une calculatrice, que lintervalle de fluctuation asymptotique de la fréquence de
panne au seuil de 95% pour un échantillon de 40 téléviseurs est:  [0,054 ; 0,286 ].

2°)Une association de consommateurs effectue un test sur 40 personnes ayant ce modéle de téléviseur.
Dans cet échantillon, 11 personnes ont eu une panne dans les 5 ans suivant leur achat.
Doit-on rejeter I'affirmation du constructeur ?

3°)L'association pense maintenant effectuer un test sur 200 téléviseurs. Déterminer l'intervalle de fluctuation
asymptotique au seuil de 95% de la fréquence de panne pour un échantillon de 200 téléviseurs.
Interpréter le résultat en fonction du nombre N de pannes décelées sur les 200 téléviseurs.

Exercice 24

Une mutuelle déclare que 22% de ses adhérents ont dépassé 20 journées d’absence au travail en 2013.
Afin d’observer la validité de cette affirmation, un organisme enquéte sur un échantillon de 200 personnes,
choisies au hasard et de fagon indépendante, parmi les adhérents de la mutuelle.

Parmi celles-ci, 28 ont comptabilisé plus de 20 journées d’absence en 2013.

Le résultat de I'enquéte remet-il en question 'affirmation de la mutuelle ? Justifier la réponse. On pourra
s’aider du calcul d’un intervalle de fluctuation.

Remarque

L'utilisation de l'intervalle de fluctuation permet de vérifier, par un échantillon, qu'une proportion est conforme
a un résultat annoncé ou supposeé.

Lorsqu'on veut, inversement, déterminer a partir d'un échantillon, la proportion dans la population générale,
on utilisera la notion d'intervalle de confiance.

Propriété

Un caractere ayant une proportion p dans une population donnée, on prend un échantillon de taille n dans

cette population. Soit X, I'effectif du caractére dans cet échantillon et F,=—" sa fréquence.
n
Lorsque n est suffisamment grand, p est dans lintervalle [Fn —%; F,ﬁ%} avec une probabilité
n n

supérieure ou égale a 0,95.

Définition
Un caractére ayant une proportion p dans une population donnée, si f est la fréquence observée sur un
échantillon de taille n (avec n assez grand), alors on dit que la proportion p (dans la population générale) se

J est un intervalle de confiance a 95% de la proportion p.

trouve dans l'intervalle [f - avec un niveau de confiance supérieur a 95%.

: . 1 1
On dit que I'mtervalle[f -—=f+—=
\n \n
Remarque

On pourra utiliser cet intervalle de confiance lorsque les conditions suivantes sont remplies :
nz30 ; nxpz5etnx(1-p)=5.
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Exercice 25

Dans un échantillon de 500 donneurs de sang agés de 18 a 25 ans, 267 sont des filles.

Donner au seuil de 95%, un intervalle de confiance de la proportion de filles parmi les donneurs de sang
agés de 18 a 25 ans. (Les bornes de cet intervalle seront données a 0,01 prés)

Une personne affirme qu'il y a davantage de gargons que de filles parmi les donneurs de sang agés de 18 a
25 ans. Que pensez-vous de cette affirmation ?

Exercice 26

On effectue un sondage pour déterminer le pourcentage de personnes décidées a voter pour un candidat A.
1°)Sur un échantillon de 50 personnes choisies au hasard, 22 ont déclaré vouloir voter pour A.
Déterminer un intervalle de confiance a 95% de la proportion p de personnes décidées & voter pour A.
Ce résultat est-il utilisable dans la pratique ?
2°)Sur un échantillon de 500 personnes choisies au hasard, 215 ont déclaré vouloir voter pour A.
Déterminer un intervalle de confiance a 95% de la proportion p de personnes décidées & voter pour A.
3°)On voudrait obtenir un intervalle de confiance a 95% d'amplitude 2%. Combien de personnes choisies au
hasard faudrait-il interroger ?

Remarque
L'intervalle [f - 1,96 XBQ/—E; £+ 1,96 x@} est parfois utilisé comme intervalle de confiance
n n

a 95 % mais il n'est pas possible de le justifier au niveau d'une Terminale.

Exercice 27

On interroge un échantillon de 1000 personnes choisies de fagon aléatoire.

Sur ces 1000 personnes, 490 personnes sont des femmes et 312 personnes ont moins de 25 ans.

1°)D'aprés I'Insee, la proportion de femmes dans la population générale est d'environ 51,6 %.
En utilisant l'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95%, déterminer si I'échantillon est
conforme a la répartition hommes-femmes dans la population générale.

2°)D'apreés I'Insee, la proportion des moins de 25 ans dans la population générale est d'environ 30,8 %.
En utilisant l'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95%, déterminer si I'échantillon est
conforme a la répartition des moins de 25 ans dans la population générale.

3°)On interroge les personnes de I'échantillon concernant l'intérét qu'ils portent a une émission de télévision.
258 des 1000 personnes sont intéressées.
Déterminer un intervalle de confiance & 95% de la proportion p de personnes intéressées par I'émission
de télévision dans la population générale.

Exercice 28

Un fournisseur produit deux sortes de cadenas. Les uns sont premier prix et les autres sont haut de gamme.

Un magasin de bricolage dispose d’'un stock de cadenas provenant de ce fournisseur ; ce stock comprend

un grand nombre de cadenas de chaque type.

1°)a) Le fournisseur affirme que, parmi les cadenas haut de gamme, il N’y a pas plus de 3% de cadenas
défectueux dans sa production. Le responsable du magasin de bricolage désire vérifier la validité de
cette affirmation dans son stock. A cet effet, il préléve un échantillon aléatoire de 500 cadenas haut de
gamme et en trouve 19 qui sont défectueux. Ce contréle remet-il en cause le fait que le stock ne
comprenne pas plus de 3% de cadenas défectueux ? On pourra pour cela utiliser un intervalle de
fluctuation asymptotique au seuil de 95%.

b) Le responsable du magasin souhaite estimer la proportion de cadenas défectueux dans son stock de
cadenas premier prix. Pour cela il préléve un échantillon aléatoire de 500 cadenas premier prix, parmi
lesquels 39 se révelent défectueux. Donner un intervalle de confiance de cette proportion au niveau de
confiance 95%.

2°)D’aprés une étude statistique faite sur plusieurs mois, on admet que le nombre X de cadenas premier
prix vendus par mois dans le magasin de bricolage peut étre modélisé par une variable aléatoire qui suit

la loi normale de moyenne p = 750 et d’écart-type ¢ = 25.

a) Calculer P(725 < X < 775).

b) Le responsable du magasin veut connaitre le nombre n de cadenas premier prix qu’il doit avoir en
stock en début de mois, pour que la probabilité d’étre en rupture de stock en cours de mois soit
inférieure a 0,05 (On ne réalimente pas le stock en cours de mois). Déterminer la plus petite valeur de
I’entier n remplissant cette condition.
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