Tevrmivale S spe

Correction covtréle de MA‘(‘J’\é.MA‘Ci%)e.S
av mardi Ob décembre 20I

Exercice 1

uestion de cours. (3 points) _ . _ _
1) Léquationax+by = cadmet des solutions entierget seulement sc est un multiple

du PGCD(a, b).
2) Dansle sens=
ax + by = c admet une solutionxg, yo).
CommeD = PGCD(a, b) divisea etb il divise axg + byj.
D divise doncc

Dansle sens=

c est un multiple d& = PGCD(a, b).

Donc il existe un entier relatK tel que :c = kd

De I'égalité de Bezout, il existe deux entiers relatifstv tels que :

au+bv=D
En multipliant park, on obtient :

auk + bvk = kD < a(uk) + b(vk) = ¢
Donc il existexg = Uk ety = VK tels queaxy + byg = ¢

3) L'équation & + 3y = 1 n"admet pas de solutions entiéres car pgc8)(6 3 et 1 n’est
pas multiple de 3

L'équation K&+5y = 1 admet des solutions entieres car pgcl]# 1 et 1 est multiple
de 1.

Exercice 2
pgcd et ppcm. (3 points)
1) On a avec l'algorithme d’Euclide :
7545=2012x 3 + 1509

2012=1509x 1 + 503
1509=503x 3

donc le pgcd(201,Z7545)= 503.

2) Ona:
(-2)(K+3)+7(XK+1)=-14k-6+14k+7=1

Donc il existe (,v) = (-2;7) tel queu(7k + 3) + v(2k+ 1) = 1
D’apreés le théoréme de Bezout, les nombres B et X + 1 sont premiers entre eux.
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3) Soitxety, x <, les entiers positifs. On pose=PGCD{,y) etm =PPCM{, y). On
aalors:

x=dx y=dy avec PGCDX,y)=1 et m=dxy
En remplagant, on trouve :
156=12Xy & Xy =13

or 13 n’a que deux diviseurs 1 et 13, doxic= 1 ety = 13 qui sont premiers entre
eux. Les deux entiers sont dore 12 ety = 6 x 13 = 156.

Exercice 3
Vrai - Faux (5 points)

1) Laproposition 1 estfaussear poum =4,onad =12eth+1 =9 etpgcd(129) =
3

2) Laproposition 2 est vrai : En dfet le couple (-1 ;-1) est solution dE) : 3x—5y =2
car31)-5(-1)=-3+5=2.
3Xx-5=2
Soit (x,y) la solution générale dé=. On a alors :
) g j { s s

Par soustraction des deux équations on obtient : (1)x+3() = 5(y + 1)

5 divise 3k + 1) comme 5 et 3 sont premiers entre eux, d’'apres le théorérGadss,
5 divise ik + 1), on al alors :
x+1=5k keZ

En remplacant dans (1), on obtient aloys+ 1 = 3k.

Les solutions sont donc de la form& = -1 + 5k ety = -1 + 3k.

3) Laproposition 3 est fausseEn dfet 7x 1 +5x (-2) = 7-5= 2, 0r 7 et 5 sont
premiers entre eux.

4) Laproposition 4 est fausseCherchons les racines de I'équatidf),(on a :
A =52 -4x480=784= 28

52+28:40 et x, = 52;28:12

Or le pppcm est un multiple du pgcd ce qui n’est pas le cas dvet 42.

On obtient alors les racines x; =

Exercice 4
Nouvelle-calédonie dec 2007 (partiel) (4 points)

1) a) E) n'a pas de solution entiére car le pgcd(@8) = 5, 1 n’est pas multiple de 5,
d’aprés le corollaire de Bezout cette équation n’a pas ddisolu

b) Par contre pgcd(140) = 1 et 1 est multiple de 1, donc d’aprés ce méme théoreme,
(E”) admet des solutions entiéres.
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c) Ona:

40=17x2+6 (1)
17=6x2+5 (2)
6=5x1+1

On remonte l'algorithme

5=6-1 en remplacant dans (2)

17=6x2+6-1

17=6x3-1 donc 6x3=17+1 enremplacantdans (3
40x3=17x6+17+1

40x3=17x7+1

Onaalors 14 (—7) — 40x (—3) = 1. On obtient alors la solutior-{; —3)

d) Soit (x,y), la solution générale d&(), on a alors :

17x — 40y = 1
{ 17(-7)- 40(-3) = 1

Par soustraction des deux équations, on a:
17(x+ 7) = 40(y + 3) Q)

40 divise 17k + 7), comme 40 et 17 sont premiers entre eux, d’apres le thé&orem
de Gauss, 40 divisx 7)

dkeZ x+7=40

En remplacant dans (1), on obtieny + 3 = 17k

Les solutions X, y) sont de la forme :

{x:—7+40f<
keZ

y=-3+17

Sil7xo =1 [40], alors 1%, = 1 + 40y doncXx, est solution dek’), donc :
7 7 .
0<-7+4k <40 & —<k<-—= soit k=1

Xo = 33

2) Comme al’=b[55] = (a17)33 =bB[55] = al?3=pB[55]
d’apres la question préecédanteX33=1[40] = 17x33=1+40k

Comme de plus?®® = 1 [55], on a donc :

al™3e = (a“o)k x a = a[55]

On a donc :b* = a[55]
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Exercice 5
Antille Guyane juin 2001 (5 points+ 1 point bonus)

1) a) adoit diviser{ etL. Donc amax = pgcd(, L) = pgcd(882945)

Par I'algorithme d’Euclide :

945=882x 1+ 63
882=63x 14

On adonc :ama = 63

Les valeurs possibles poarsont les diviseurs de 63 a€ {1,3,7,9,21, 63}

b) Le volume de la boite B est:= (> x L, onadonc :£?> x L = 77 760
On sait que : amax = pgcd¢,L) =d =12
Onpose:t=d¢’ et L=dL” avec pgcd,L)=1 ,onaalors:

77 760
gy |
128 °

Comme 45=12x45 ou 45=32x5 on en déduit alors :

v=d¥?L dou (2L =

¢,I"Y=(1,45) ou ¢,I")=(3,5),lesdimensions de la boite B droit sont donc :
(=12 et L=12x45=540 ou (=12x3=36 et L=12x5=60

2) a) c doit étre multiple def et L, on a donc :Cyin = ppcm¢, L) = ppcm(882945),

donc:
£xL _ 882x 945

Crin = 59cd(882945) 63
Les valeurs possibles poasont les multiples positifs de 13 230

=13 230

b) (bonus) Le volume de la boite B est:= > x L, on adonc :£?> x L = 15 435
On sait que : Cyin = ppcm¢, L) = m= 105
Onpose:(=d¢’ et L=dL” avec pgcdf,L)=1 ,onaalors:

m=deL’ et v=d¥?L =df’L’ xd?¢’ = md?¢’ donc d?¢ = T‘S =147
or147=3x7% et ¢ <105 onendéduitalorsd=7 et ¢ =3
m 105
Dem = d¢’L’ n en dédui L= = =
e d¢ on en déduit que AT

Les dimensions de la boite B sontdon€d=7x3=21 et L=5x7=35
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