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Variables aléatoires (corrigé niveau 1).  
 
Loi d’une variable aléatoire, espérance et variance . 
1. Notons nG  l’événement : « 6 sort au n ième lancer ». 

Alors : ∀ n  ∈ �*, nn GGGnX ∩∩∩== −11 ...)( . 

On a par ailleurs : )(ΩX = �*, et puisque les lancers sont indépendants, on a donc : 

  ∀ 1≥n , 
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2. X  étant à valeurs dans { n,...,0 }, Y  est également à valeurs dans { n,...,0 }. 

De plus : ∀ k  ∈ { n,...,0 }, )()( knXkY −=⇔= , donc :    
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Autrement dit, Y  suit la loi binomiale B( pn −1, ). 
 

3. On note tout d’abord que les valeurs prises par 2X  sont 0, 1 et 4. 
Puis : 
  • 15.0)0()0( 2 ==== XPXP , 

  • 60.0)1()1())1()1(()1( 2 =−=+==−=∪=== XPXPXXPXP , et : 

  • 25.0)2()2())2()2(()4( 2 =−=+==−=∪=== XPXPXXPXP , 
où on a utilisé le fait que les événements dans les réunions étaient incompatibles.  
 

4. a. Notons tout d’abord que l’univers « naturel » de cette expérience est { n,...,1 }2, ensemble des 2n  
    couples d’entiers entre 1 et n , correspondant aux faces supérieures des dés rendus discernables.  
    De plus la variable aléatoire S vérifie : )(ΩS = { n.2,...,3,2 }. 

    L’événement )( iS = , pour : 11 +≤≤ ni , correspond aux couples dont la somme des éléments fait i  

    autrement dit aux couples ( jij −, ), avec : nj ≤≤1 , et : nji ≤−≤1 , soit : 11 −≤≤ ij . 

    Il y a donc 1−i  tels couples et la probabilité utilisée dans cette modélisation étant uniforme, on en  

    déduit que : 
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b. De même, pour : nin .22 ≤≤+ , l’événement )( iS =  correspond aux couples ( jij −, ), avec :  

     nj ≤≤1 , et : nji ≤−≤1 , soit : njni ≤≤− . 

    Il y a : 1.2)1( +−=+−− innin , tels couples et : 
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c. Par réunion disjointe (ou événements incompatibles) : U
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5. Il nous faut donc déterminer : )0(0 == XPp , )1(1 == XPp  et : )2(2 == XPp . 

Or on sait que :  
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On est amené à résoudre le système : 
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Enfin, 0p  s’obtient par le fait que la somme des probabilités doit donner 1, soit : 
4

1
0 =p .   

 
6. Soit X  une variable aléatoire admettant une variance et telle que : 0)))((()( 2 =−= XEXEXV . 

Notons alors : 2))((' XEXX −= , et : { }0,')(' ≥=Ω nxX n . 

Alors les valeurs nx'  sont positives (puisque 'X  est un carré) et : 
+∞

=
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Donc : ∀ n  ∈ �, 0)''(.' == nn xXPx . 

On en déduit que si : 0' ≠nx , 0)''( == nxXP . 

Enfin la famille )0),''(' ≥= nxX n forme un système complet d’événements donc : 

  
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On en déduit que 'X  est nulle presque sûrement, donc : )(XEX = , presque sûrement ce qui peut aussi 

s’exprimer en disant que X  est presque sûrement constante. 
 

7. Il suffit de vérifier que :  
  • ∀ n  ∈ �*, 0≥np , ce qui est le cas, 

  • 1
1
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np , ce qui est aussi le cas puisque la série est télescopique avec : ∀ n  ∈ �*, 
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Ces deux points garantissent alors qu’il existe bien une variable aléatoire discrète dont la loi de probabilité 
est donnée par la famille ( npn. )n∈�*. 

 
8. a. Toutes les valeurs proposées sont positives et : 
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    Donc ( npn. )n∈�* est bien la loi de probabilité d’une variable discrète X . 

b. X admet une espérance si et seulement si la série 
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=1

.
n

npn  est absolument convergente. 

    Or : ∀ n  ∈ �*, 
)2ln(.2
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nnpn =≤ , qui est le terme général d’une série géométrique convergente. 

    Donc X  admet une espérance et : 
)2ln(

1

2

1
1

1
.

2

1
.

)2ln(

1

)2ln(.2

1
.)(

11

=
−

=== 
+∞

=

+∞

= n
n

n
npnXE . 

c. Comme fonction affine de X , Y  admet une espérance et : 01)()).2(ln()( =−= XEYE . 

    Y  est donc une variable centrée. 
 

9. a. La famille est constituée de réels positifs et : 1
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    Donc ( npn. )n∈� est bien la loi de probabilité d’une variable discrète X . 

b. A nouveau X  admet une espérance si et seulement si la série 
+∞

=1

.
n

npn  converge, ce qui est le cas car :  
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    qui tend vers 0 en +∞ du fait du théorème des croissances comparées.  

    Puis : 
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c. Pour la même raison qu’au-dessus la série 
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    théorème de transfert et X  admet une variance. 
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   On en déduit que : 
16

15

4

3

2

3
))(()()(

2
22 =







−=−= XEXEXV . 

 
10. Notons : ∀ k  ∈ �*, kB  l’événement : « la k ième boule tirée est Blanche ». 

On note pour commencer que : )(ΩX = �*, puis : ∀ n  ∈ �*, nn BBBnX ∩∩∩== −11 ...)( . 

Alors : ∀ n  ∈ �*, )().()...()...()( 1111 nnnn BPBPBPBBBPnXP −− =∩∩∩== , 

par indépendance des tirages. 

De plus : ∀ k  ∈ �*, 
1.2

1
)(

+
+=

k

k
BP k ,  

puisqu’avant le k ième tirage, la boîte contient 1+k  boules Blanches sur un total de 1.2 +k . 

Donc : ∀ 1≥n , 
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11. Notons tout d’abord que : { }1,...,2,1)( −=Ω nX . 

Puis : ∀ 11 −≤≤ nk , notons kB  l’événement : « on tire une boule Blanche au k ième tirage ». 

Alors : ∀ 11 −≤≤ nk , kk BBBkX ∩∩∩== −11 ...)( . 

Donc par la formule des probabilités composées : 
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X  prenant un nombre fini de valeurs, elle admet une espérance et une variance et : 
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d’où à l’aide de sommes classiques :   
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12. On commence par écrire : ∀ n  ∈ �, )1()()( +≥∪==≥ nXnXnX , 

et par incompatibilité : )1()()( +≥+==≥ nXPnXPnXP . 
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On en déduit que : 
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donc : )1()().1( +===− nXPnXPk , 

et par récurrence immédiate : ∀ n  ∈ �, )0(.)1()( =−== XPknXP n . 

Enfin on a aussi : 
k

XP
kXPnXP

n

n

n

)0(
)1().0(1)(

00

==−==== 
+∞

=

+∞

=

, 

donc : kXP == )0( , 

et finalement : ∀ n  ∈ �, )0(.)1.()( =−== XPkknXP n . 

On peut remarquer que la variable 1+X   suit la loi géométrique  ˇ( k ). 
 

13. a. Il est immédiat que : )(ΩX = �, et : ∀ n  ∈ �, )0(.
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b. X  admet une espérance si et seulement si la série 
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c. La variable aléatoire X  admet un moment d’ordre 2 car par le théorème de transfert, cela revient à  

    étudier la convergence de 
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    donc : ( ) aaeeaeaXE aaa +=+= − 22 ...)( . 

    Enfin : aaaaXEXEXV =−+=−= 2222 ))(()()( . 
 

14. a. Notons que : )(ΩX = �, et posons : ∀ n  ∈ �, )( nXPpn == . 

    La suite ( np ) vérifie une relation de récurrence double, d’équation caractéristique : 01.4.3 2 =+− rr ,  

    dont les racines sont 1 et 
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    De même 
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15. a. Avant le tirage n , la boîte contient n  boules Noires et 1 boule Blanche et 1+n  au total. 

    L’ensemble des valeurs possibles de Y  est �*, soit : )(ΩY = �*. 

    Notons ensuite pour : n  ∈ �*, nN  l’événement « on tire une boule Noire au tirage n  ». 

    Puis : ∀ n  ∈ �*, nn NNNnY ∩∩∩== −11 ...)( , et : 
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b. Y admet une espérance car : 
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    et avec la série exponentielle : 1)11()1()( −=−−+−−= eeeeYE . 

c. Puisque : ∀ n  ∈ �*, 
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16. Il est clair que puisque la bactérie peut être ratée à chaque tir, il se peut que la bactérie soit touchée r  fois  

au terme d’un nombre de tirs aussi grand qu’on veut (mais au minimum égal à r ) et qu’elle puisse même 
ne jamais mourir. 
On a donc : { } { }∞+∪+=Ω ,...1,)( rrX . 

Pour : rn ≥ , l’événement )( nX =  correspond au fait que la bactérie a été touchée 1−r  fois au cours des 

1−n  premiers tirs et qu’elle soit touchée une dernière fois au n ième tir. 
Le premier événement (qu’on pourrait formaliser à l’aide d’une autre variable aléatoire) correspond à 
l’obtention de 1−r  succès dans la répétition 1−n  fois d’une expérience de Bernoulli donc sa probabilité 
est donnée par une loi binomiale. 
Le second (indépendant du premier) est une simple expérience de Bernoulli. 

On peut donc écrire : rnrrnr pp
r

n
ppp

r

n
nXP −−− −









−
−

=









−









−
−

== )1.(
1

1
.)1.(

1

1
)( 1 . 

On peut alors remarquer que : 
+∞

=

+∞

=

−
+∞

=

−−+
−

=−








−
−

==
0

)1.(
!

)!1(
.

)!1(
)1.(

1

1
)(

k

k
r

rn

rnr

rn

p
k

rk

r

p
pp

r

n
nXP  . 

La dernière somme est donnée par la dérivée )1( −r ième de : 
x

x
−1

1
a , qui vaut :  
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  ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 
+∞

=
−

− −+=
−
−=









− 0
1

1

.
!

)!1(

)1(

)!1(

1

1

k

k
rr

r

x
k

rk

x

r

xdx

d
. 

Donc : 1
))1(1(

)!1(
.

)!1(
)( =

−−
−

−
==

+∞

=
r

r

rn p

r

r

p
nXP . 

Comme enfin { } { }+∞=∪≥= XrnnX ),( , constitue un système complet d’événements, on en déduit 

que : 011)( =−=+∞=XP , 
et la bactérie meurt presque sûrement. 
On peut également remarquer que : 1=r , redonne la loi géométrique. 
Enfin la série : 

≥

=
rn

nXPn )(.  converge car : rnrr ppnnXPn −+

∞+
−= )1.(.~)(. 1 ,  

et la théorème des croissances comparées montre que cette dernière quantité tend vers 0 en +∞ 
Donc X  admet une espérance et : 

  
p

r

p

r

r

p
p

k

rk

r

p
pp

r

n
nnXPnXE

r

r

k

k
r

rn

rnr

rn

=
−−

=−+
−

=−








−
−

=== +

+∞

=

+∞

=

−
+∞

=
 1

0 )1(

!
.

)!1(
)1.(

!

)!(
.

)!1(
)1.(

1

1
.)(.)( , 

à l’aide à nouveau d’une dérivée r ième cette fois. 
 

17. a. L’événement )( nX >  correspond à la situation où il est nécessaire d’acheter strictement plus de n   
    paquets pour obtenir la collection complète. 
    C’est donc exactement la même chose que le fait qu’il manque au moins une figurine dans la collection  
    au bout de n  achats. 
b. Ces trois probabilités valent 1 puisque pour obtenir la collection complète il faut au moins acheter 4  
    paquets de lessive. 
c. Pour : 1≥n , fixé, notons iA  l’événement : « au n ième achat, il manque au moins la figurine numéro i  ». 

    Alors : )()( 4321 AAAAnX ∪∪∪=> . 

    En application de la formule proposée, on identifie : 
      • il y a 4 événements iA  qu’on peut interpréter comme suit : lors des n ième  premiers achats, on n’a  

    donc obtenu que des figurines de numéros distincts de i . 
    Les combinaisons possibles de numéros de figurines lors de ces n  achats correspondent aux n -uplets  

    de nombre choisis entre 1 et 4, et les n -uplets correspondant à iA  sont au nombre de n3 . 

    L’indépendance des achats et l’équiprobabilité de trouver n’importe quelle figurine dans n’importe quel  
    paquet fait qu’on obtient )( iAP  à l’aide d’une probabilité uniforme sur l’univers qu’on vient de décrire,  

    et : 
n

n

n

iAP 






==
4

3

4

3
)( . 

      • il y a 6 événements ji AA ∩ , pour tous les couples d’indices distincts entre 1 et 4. 

    On les interprète alors en disant que lors des n ième  premiers achats, on n’a obtenu que des figurines de  
    numéros distincts de i  et de j , et avec des remarques similaires aux précédentes : 

      
n

ji AAP 






=∩
2

1
)( . 

      • il y a 4 événements kji AAA ∩∩ , pour tous les triplets d’indices distincts entre 1 et 4. 

    Cette fois, il est équivalent de dire que lors des n ième  premiers achats, on n’a obtenu que des figurines  
    de numéros distincts de i , de j  et de k , donc dont le numéro est le 4ième restant. 

    On en déduit que : 
n

nkji AAAP 






==∩∩
4

1

4

1
)( . 

      • enfin l’événement 4321 AAAA ∩∩∩   est impossible car il correspond à obtenir des figurines dont le  

    numéro est distinct de 1, 2, 3 et 4, qui sont les seuls possibles. 

    Finalement on a : 0
4

1
.4

2

1
.6

4

3
.4)( −







+






−






=>
nnn

nXP . 

d. Puisque X  est à valeurs dans �*, on peut utiliser la deuxième expression de l’espérance. 
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    En effet, la série 
≥

>
0

)(
n

nXP  converge comme somme de trois séries géométriques convergentes et :  

      
+∞

=

+∞

=

+∞

=

>+>=>=≥=
101

)()0()()()(
nnn

nXPXPnXPnXPXE . 

    Enfin :  
      • 1)0( =>XP , car l’événement est certain et : 

      • 
3

25

3

4
.

4

1
.42.

2

1
.64.

4

3
.41)( =+−+=XE . 

e. L’égalité proposée découle de la définition d’une probabilité si on ne considère que 2 événements. 
    Pour 3 événements CBA ,,  on peut alors appliquer cette égalité à BA ∩  et C  et obtenir : 

      )()()()()()()()( CBAPCBPCAPBAPCPBPAPCBAP ∩∩+∩−∩−∩−++=∪∪ . 
    On peut alors appliquer le même procédé pour 4 événements et obtenir le résultat proposé. 
 

Fonction de répartition. 
18. Puisque ))1(),0(( == XX  forme un système complet d’événements, on a :  

  )1()0(1 =+== XPXP , et donc : 
2

1
)1()0( ==== XPXP ,et X  suit la loi binomiale B 









2

1
. 

Donc sa fonction de répartition XF  vérifie : 

  • ∀ 0<x ,  0)()( =≤= xXPxFx , 

  • ∀ 10 <≤ x ,  
2

1
)0()()( ===≤= XPxXPxFx , car : )0()( =⇔≤ XxX , 

  • ∀ x≤1 ,  1)1()()( =≤=≤= XPxXPxFx .  

 
19. a. Si on note 21, XX  les variables aléatoires donnant les résultats des dés 1 et 2, alors :  

      • ),max( 21 XXX = , 

      • { }6,5,4,3,2,1)( =ΩX , 

      • et : ∀ { }6,5,4,3,2,1∈x , ))()(()()( 21 xXxXPxXPxFX ≤∩≤=≤= . 

    Par indépendance des lancers, on en déduit que : )().()( 21 xXPxXPxFX ≤≤= . 
    Comme enfin, les deux variables suivent la même loi  U(6), on en déduit que : 
      • ∀ 1<x , 0)()( =≤= xXPxFx , 

      • ∀ 51 ≤≤ k , ∀ 1+<≤ kxk , 
2

2
1 ))(()()()( 







=≤=≤=≤=
n

k
kXPkXPxXPxFX , 

      • ∀ x≤6 , 1)6()()( =≤=≤= XPxXPxFx .  

b. Il suffit ensuite d’écrire : ∀ 61 ≤≤ k , )1()()( −≤∪==≤ kXkXkX ,  

    et par incompatibilité : )1()()( −+== kFkXPkF XX , puis : 

      
22

2

2

2 1.2)1(
)1()()(

n

k

n

k

n

k
kFkFkXP XX

−=−−=−−== .  

 
20. a. Notons iX  les N  variables aléatoires donnant le résultat de chaque jeton tiré de l’urne numéro i . 

    Pour : x  ∈ �, on peut écrire : ∀ ω ∈ Ω, ))(( xX ≤ω ) ⇔ )))((max(
1

xX i
Ni

≤
≤≤

ω  ⇔ (∀ ni ≤≤1 , xX i ≤)(ω ).  

    Donc : ∏
==

≤=≤=≤=
n

i
i

n

i
iX xXPxXPxXPxF

11

)())(()()( I , puisque les tirages semblent indépendants. 

    Donc :  
      • ∀ 1<x , ∀ Ni ≤≤1 , 0)0()( =≤=≤ ii XPxXP , et : 0)( =xFX , 

      • ∀ 11 −<≤ nk , ∀ 1+<≤ kxk , ∀ Ni ≤≤1 , 
n

k
kXPxXP ii =≤=≤ )()( , et : 

N

X n

k
xF 







=)( , 

      • ∀ xn ≤ , ∀ Ni ≤≤1 , 1)()( =≤=≤ nXPxXP ii , et : 1)( =xFX . 
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b. On constate de plus que : )(ΩX  = �n. 

    Puis : ∀ k  ∈ �n, )1()()()()( −≤∪==<∪==≤ kXkXkXkXkX ,  

    car X  est à valeurs entières et l’union étant disjointe, on en déduit que : 

      
NN

XX n

k

n

k
kFkFkXPkXPkXP 







 −−






=−−=−≤−≤== 1
)1()()1()()( . 

c. Puisque X  ne prend qu’un nombre fini de valeurs, elle admet une espérance et : 

      
==





















 −−






===
n

k

NNn

k n

k

n

k
kkXPkXE

11

1
.)(.)( . 

    On en déduit que : 






 +−=






 −−= 
−

==

+

==

+
1

01

1

11

1 ).1(.
1

)1.(.
1

)(
n

k

N
n

k

N
N

n

k

N
n

k

N
N

kkk
n

kkk
n

XE , et : 

      
−

=

−

=

+







−=






 −=
1

1

1

1

1.
1

)(
n

k

Nn

k

NN
N n

k
nkn

n
XE , cette dernière somme n’ayant pas d’expression « simple ». 

 
Lois usuelles, modélisations, approximations. 
21. a. X  suit ici la loi uniforme sur {1, …, 6}  U(6), les résultats étant équiprobable (dé équilibré).  

b. Ici la probabilité à chaque tirage d’obtenir une boule Rouge est constante égale à :
3

1

12

4 = . 

    Il s’agit donc d’une succession de 8 épreuves de Bernoulli avec une probabilité de succès égale à 
3

1
. 

    X  suit donc la loi binomiale B 








3

1
,8 .  

c. Ici il s’agit d’une expérience où on attend « le premier succès », donc X  suit la loi géométrique de  

    paramètre : 
3

1

12

4 ==p , soit ˇ 








3

1
. 

d. Le placement de chaque boule est une épreuve de Bernoulli avec probabilité de succès égale à 
3

1
, et  

    indépendant des autres placements. 

    On veut estimer le nombre de succès : X  suit donc la loi binomiale B 








3

1
,10 )  

e. Puisque les cartes sont mélangées au hasard, la place de la Dame de Cœur est équiprobable parmi  
    toutes les places possibles et donc X  suit la loi uniforme sur {1, …, 32}, soit U(32). 
f. Cette situation est totalement identique à la précédente (on aurait pu imaginer que les cartes étaient  
    tirées une à une du paquet (ou du sac) et étalées ensuite sur la table). 
    X  suit donc loi uniforme sur { n,...,1 }, soit U(n). 

g. Il s’agit ici d’une expérience où on attend « le premier succès » et X  suit donc la loi géométrique de  

    paramètre 
n

1
, soit  ˇ 









n

1
. 

h. Ici il s’agit d’une succession de n  épreuves de Bernoulli indépendantes de paramètre : 
r

p
1= , et X   

    suit donc la loi binomiale B 








r
n

1
, . 

 
22. On commence par écrire : )1()0)1(()01.2()1.2( 222 ≠=>−=>+−=+< XXXXXX . 

Donc par complémentarité : λλ λλ −− −=−==−=+< eeXPXXP .1
!1

.1)1(1)1.2(
1

2 . 

Puis : U
+∞

=

==
0

).2()(
n

nXpairX , 

et comme cette réunion est disjointe, on en déduit par incompatibilité : 
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  )1.(
2

1
)(.

)!.2(
.).2()( .2

0

.2

0

λλλ λλ −−
+∞

=

−
+∞

=

−=====  eche
n

enXPpairXP
n

n

n

. 

 

23. a. Il est immédiat par récurrence que : ∀ n  ∈ �, )0(.
!

2
)( === XP

n
nXP

n

. 

    Comme de plus la somme des probabilités doit valoir 1, on a donc :  

      2

00

).0(
!

2
).0()(1 eXP

n
XPnXP

n

n

n

====== 
+∞

=

+∞

=

, soit : 2)0( −== eXP , et finalement : 

      ∀ n  ∈ �, 2.
!

2
)( −== e

n
nXP

n

. 

    X  suit donc la loi de Poisson P(2).  
    On en déduit que : 2)()( == XVXE . 

b. La suite ( )( nXP = )n∈�* est une suite vérifiant une relation de récurrence linéaire double, d’équation  

    caractéristique : 01.4.3 2 =+− rr , qui a pour racines 1 et 
3

1
. 

    Donc : ∃ ( BA, ) ∈ �2, ∀ n  ∈ �*, 
n

n
n B

ABAnXP
33

1
.1.)( +=







+== . 

    Puisque la série 
≥

=
1

)(
n

nXP , doit être convergente, on a : 0=A , et de somme 1, on a alors : 

      
2

3

1
1

1
.

3

1
.

3
)(1

11

B
B

B
nXP

n
n

n

=
−

==== 
+∞

=

+∞

=

, et : 2=B . 

    Finalement : ∀ n  ∈ �, 
13

1
.

3

2
)( −==

n
nXP , et X  suit la loi géométrique  ˇ 









3

2
. 

    En particulier : 
2

3
)( =XE , et : 

4

3
)( =XV . 

 
24. a. L’ensemble des valeurs prises par Y  est �. 

    Puis )0( =Y  est égal à l’union disjointe U
+∞

=

+=
0

)1.2(
k

kX , et donc : 

      
pp

pppkXPkXPYP
k

k

kk −
=

−−
=−=+==







 +=== 
+∞

=

+∞

=

+∞

= 2

1

)1(1

1
.)1.()1.2()1.2()0(

2
0

.2

00
U . 

    D’autre part : ∀ n  ∈ �*, ).2()( nXnY === , et donc : 

      1.2)1.().2()( −−==== nppnXPnYP . 

    Enfin, la série 
≥

=
0

)(.
n

nYPn  converge car : ∀ n  ∈ �*, 






=− ∞+
−

2
1.2 1

)1.(.
n

oppn n , et : 

      
222

1

12

1

1.2

0 )2.(

1

))1(1(

)1.(
))1.(().1.()1.(.)(.)(

pp

p

p

pp
pnppppnnYPnYE

n

n

n

n

n −
−=

−−
−=−−=−=== 

+∞

=

−
+∞

=

−
+∞

=

. 

b. L’ensemble des valeurs prises par Y  est encore �, et comme dans la question précédente : 

      
+∞

=

+∞

=

+=+==






 +=∪===
00

)1.2()0()1.2()0()0(
kk

kXPXPkXXPYP U , et donc : 

      
2

.21
)(.

)!1.2(
.)0(

.2

0

1.2 λλ
λλλλ λλ −−

−−
+∞

=

+
−− −+=+=

+
+== 

ee
shee

k
eeYP

k

k

. 

    D’autre part : ∀ n  ∈ �*, 
)!.2(

.).2()(
.2

n
enXPnYP

nλλ−==== . 
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    Enfin, on a : 






= ∞+
−

2

.2
2 1

)!.2(
..

n
o

n
en

nλλ ,  

    donc la série 
≥

=
0

)(.
n

nYPn  converge, et Y  admet une espérance. 

    De plus : 
4

)1.(
)('.

2

.

)!.2(
)..2(.

2

.

)!.2(
..)(.)(

.2

1

1.2

1

.2

0

λλλ
λ λλλλλλ −−+∞

=

−−+∞

=

−
+∞

=

−====== 
e

ch
e

n
n

e

n
ennYPnYE

n

n

n

n

n

.   

 

25. a. La série converge puisque : ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 






=−− ∞+
−

2
3 1

).2).(1.(
n

oxnnn n . 

    De plus : ∀ x  ∈ ]-1,+1[, 
43

3

3

3

0

3

)1(

6

1

1
).2).(1.().2).(1.(

xxdx

d
xnnnxnnn

n

n

n

n

−
=









−
=−−=−− 

+∞

=

−
+∞

=

− , 

    puisqu’une série entière est de classe C∞ sur son intervalle ouvert de convergence et que ses dérivées  
    successives s’y obtiennent par dérivation terme à terme. 
b. La loi de X  est assez simple, c’est la loi du premier succès dans une suite d’expériences de Bernoulli  
    indépendantes, soit la loi géométrique. 
    Donc : )(ΩX  = �*, et : ∀ n  ∈ �*, pqnXP n .)( 1−== , où on a noté : pq −= 1 . 

    En notant kS  l’événement : « A se réalise au k ième essai », on peut aussi dire que :  

      nn SSSnX ∩∩∩== −11 ...)( ,  

    d’où le même résultat par indépendance des essais car : pSP k =)( . 

    Dans ce cas, la série 
≥

=
1

)(.
n

nXPn  converge, donc X  admet une espérance, et :  

      
pq

pqpnXE
n

n 1

)1(

1
...)(

2
1

1 =
−

==
+∞

=

− . 

c. On a : )(ΩY  = � – {0,1}, et la loi de Y  peut s’obtenir avec la formule des probabilités totales : 

      • pour : 1=n , 0)()1( ==== nYPYP , et : 

      • ∀ 2≥n , 
−

=
= ====

1

1
)( )().()(

n

k
kX kXPnYPnYP . 

    Or : 11 −≤≤ nk , )()( nYP kX ==  correspond à la probabilité d’obtenir un succès au nième essai après le  

    k ième, ce qui est identique à obtenir un succès au )( kn − ième essai en repartant du début, soit : 

     )()()( kxXPnYP kX −==== ,  

    et donc : 22
1

1

22
1

1

11 .).1(....)( −
−

=

−
−

=

−−− −====  n
n

k

n
n

k

kkn qpnqpqpqpnYP . 

    On peut également écrire : )...(...)...()( 121121 nnnn SSSSSSSSnY ∩∩∩∩∪∪∩∩∩∩== −− ,  

    et les événements de cette réunion étant deux à deux incompatibles, on obtient le même résultat en  
    utilisant à nouveau l’indépendance des lancers. 
    Puis la série 

≥

=
1

)(.
n

nYPn  converge donc Y  admet une espérance et : 

      
pq

pqpnnYE
n

n 2

)1(

2
..).1.()(

3
2

2

22 =
−

=−=
+∞

=

− .. 

d. On constate évidemment que : )()( YEXE < . 
 

26. Le nombre d’enfants dans une famille peut ainsi varier de 1 à +∞. 
De plus, pour : n  ∈ �*, l’événement )( nX =  correspond au fait d’avoir un garçon (le n ième) et 1−n  filles 
(tous les enfants précédents). 

X  suit donc une loi géométrique de paramètre 
2

1
, et : 

nn

nXP 






=






==
−

2

1

2

1
.

2

1
)(

1

. 
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Dans une famille qui comporte n  enfants, la proportion de garçons est 
n

1
 (soit le nombre de garçons 

divisé par le nombre total d’enfants). 

Si cette valeur correspond à la variable aléatoire Y , on a donc : 
X

Y
1= . 

Enfin )(YE  existe si la série 
≥

=
1

)(.
1

n

nXP
n

 est absolument convergente par le théorème de transfert, ce 

qui est le cas. 

Donc Y  admet une espérance qui vaut : 7.0)2ln(
2

1
ln

2

1
.

1
)(

1

≈=






−=






=
∞+

=n

n

n
YE . 

 
27. La poule peut pondre autant d’œufs qu’on veut, donc : )(ΩN = �, et chaque œuf peut ou pas éclore. 

Donc : )(ΩK  = �. 

On utilise ensuite le système complet d’événements )1),(( ≥= nnN . 

Puis : ∀ k  ∈ �, U
+∞

=

=∩===
0

))()(()(
n

kKnNkK , 

et par incompatibilité : 
+∞

=
=

+∞

=

====∩===
0

)(
0

)().())()(()(
n

nN
n

kKPnNPkKnNPkKP . 

Or :  
  • si : kn < , 0)()( === kKP nN ,  

car on ne peut avoir plus de poussins que d’œufs pondus, 

  • si : kn ≥ , knk
nN pp

k

n
kKP −

= −







== )1.(.)()( ,  

car on compte le nombre de succès dans la répétition d’une même expérience de Bernoulli B( p ). 

Donc : 
+∞

=

−−+∞

=

−−+∞

=

−−

−
−=

−
−=−








==

kn

knk

kn

knnk

kn

knk
n

kn

p

k

pe

kn

p

k

pe
pp

k

n

n
ekKP

)!(

))1.((
.

!

)..(

)!(

)1.(
.

!

.
)1.(..

!
.)(

λλλλ λλ
λ .  

On reconnaît alors (au besoin avec une translation d’indice) une série exponentielle et : 

  ∀ k  ∈ �, 
!

).(
..

!

)..(
)( .)1.(

k

p
ee

k

pe
kKP

k
pp

k λλ λλ
λ

−−
−

=== . 

Donc K  suit loi de Poisson P( p.λ ). 
 

Couple et famille de variables aléatoires. 
28. a. On a d’une par : )3,1()( =aZ , )1,1()( =bZ  et : )3,2()( =cZ . 

    Donc : { })3,2(),3,1(),1,1()( =ΩZ . 

    D’autre part : { }2,1)( =ΩX , et : { }3,1)( =ΩY , et : { })3,2(),1,2(),3,1(),1,1()()( =Ω×Ω YX .  

    On a donc : )()()( Ω≠Ω×Ω ZYX . 

b. On a évidemment : { }6,5,4,3,2,1)()( =Ω=Ω YX . 

    D’autre part, on a obligatoirement : XY ≤ ,  
    et la liste des éléments de )(ΩZ est :  
      (1,1), (2,1), (2,2), (3,1), (3,2), (3,3), (4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (6,1), (6,2),  
      (6,3), (6,4), (6,5), (6,6). 
    On a à nouveau : )()()( Ω≠Ω×Ω ZYX . 
 

29. a. Il y a 4 couples de valeurs possibles pour ( YX , ) , et :  

      2)1()0().0())0()0(())0,0(),(( pYPXPYXPVUP −=====∩=== , 

      )1.()0().1())0()1(())1,1(),(( ppYPXPYXPVUP −=====∩=== , 

      )1.()1().0())1()0(())1,1(),(( ppYPXPYXPVUP −=====∩==−= , 

      2)1().1())1()1(())0,2(),(( pYPXPYXPVUP =====∩=== , 
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    en utilisant l’indépendance de X  et de Y . 
b. On calcule ensuite : 0.0)1.(.1)1.(.1)1.(0).( 22 =+−−−+−= ppppppVUE , 

    d’où : 00)().().(),cov( 22 ≠−=−=−= ppVEUEVUEVU , 

    donc U  et V  ne sont pas indépendantes. 
 

30. a. L’univers « naturel » de cette expérience est : { }26,5,4,3,2,1==Ω , qu’on munit d’une probabilité  
    uniforme. 
    Les valeurs prises par X  sont : { }6,5,4,3,2,1)( =ΩX , et : 

    • { })1,2(),1,3(),1,4(),1,5(),1,6(),6,1(),5,1(),4,1(),3,1(),12(),1,1()1( ==X , donc : 
36

11
)1( ==XP . 

    • { })2,3(),2,4(),2,5(),2,6(),6,2(),5,2(),4,2(),3,2(),2,2()2( ==X , donc : 
36

9
)2( ==XP , 

    • de même : 
36

7
)3( ==XP , 

36

5
)4( ==XP , 

36

3
)5( ==XP , et : 

36

1
)6( ==XP . 

    Ensuite : 25.2
4

9

36

81

36

1
.6

36

3
.5

36

5
.4

36

7
.3

36

9
.2

36

11
.1)( ===+++++=XE . 

b. La loi de : YXS += , s’obtient comme précédemment par dénombrement et :  
      • { }12,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2)( =ΩS , et : 

      • 
36

1
)12()2( ==== SPSP , 

36

2
)11()3( ==== SPSP , 

36

3
)10()4( ==== SPSP ,     

        
36

4
)9()5( ==== SPSP , 

36

5
)8()6( ==== SPSP , et enfin : 

36

6
)7( ==SP . 

    Enfin : 
36

6
.7

36

5
).86(

36

4
).95(

36

3
).104(

36

2
).113(

36

1
).122()()( ++++++++++=+= YXESE , 

    et : 7)( =SE . 

    On en déduit par linéarité que : 75.4
4

19

4

9
7)()()( ==−=−+= XEYXEYE . 

c. En notant : YXZ .= , on a : { }36,30,25,24,20,16,18,15,9,12,10,8,6,5,3,4,3,,2,1)( =ΩZ . 

    On en déduit la loi de Z  par dénombrement avec par exemple : 

      • { })1,1()1,1()1( ===== YXZ , et : 1)2( ==Zcard , et : 
36

1
)1( ==ZP , 

      • { })3,4(),4,3(),2,6(),6,2()4,3()6,2()12( ===∪==== YXYXZ , et : 
36

4
)12( ==ZP .   

    De même :    

      
,

36

2
)30()14()20(

)18()15()12()10()8()5()3()2(

=======

===============

ZPZPZP

ZPZPZPZPZPZPZPZP
 

    et : 
36

1
)25()16()9( ====== ZPZPZP ,  

    Puis enfin : 
36

3
)4( ==ZP . 

    Ensuite : 
36

4
.3

36

2
).301420181512108532(

36

1
).251691()( +++++++++++++++=ZE ,  

    et : 
36

337
).()( == YXEZE . 

    Enfin : 0
144

191

4

19
.

4

9

36

337
)().().(),cov( ≠−=−=−= XEXEYXEYX . 

    On en déduit que les variables X  et Y  ne sont pas indépendantes. 
 



PSI Dupuy de Lôme – Chapitre 10 : Variables aléatoires (Exercices : corrigé niveau 1).            - 13 - 

31. a. On commence par préciser que : { }1,...,0)( −=Ω nZ . 

    Puis : ∀ 11 −≤≤ nk , 









=∩+=∪









+=∩===

−

=

−

=
UU

kn

p

kn

p

pYpkXpkYpXkZ
11

)()()()()(  , 

    et par incompatibilité et indépendance : 

      
2

11

.2)().()().()(
n

kn
pYPpkXPpkYPpXPkZP

kn

p

kn

p

−=








=+=+









+==== 

−

=

−

=

. 

    D’autre part : U
n

p

pYpXZ
1

)()()0(
=

=∩=== , et pour les même raisons : 
nn

n
ZP

1
)0(

2
=== . 

    Donc : 






 −−−−=−==+== 
−

=

−

= 6

)1.2).(1.(

2

)1.(
..

2
).(

2
)(.)0(.0)(

2

1

1
2

1

1

nnnnn
n

n
knk

n
kZPkZPZE

n

k

n

k

, 

    et après simplification : 
n

n
ZE

.3

1
)(

2 −= . 

    De même : 
6

1

4

)1.(

6

)1.2).(1.(
..

2
).(

2
)(.)(

222

2

1

1

2
2

1

1

22 −=






 −−−−=−=== 
−

=

−

=

nnnnnn
n

n
knk

n
kZPkZE

n

k

n

k

. 

    Enfin : 
2

22222
22

.18

)2).(1(

.3

1

6

1
))(()()(

n

nn

n

nn
ZEZEZV

+−=






 −−−=−= . 

b. On constate à nouveau que : { }nS .2,...,2)( =Ω ,  

    puis on écrit encore : ∀ nk .22 ≤≤ , U
n

p

pkYpXkZ
.2

1

)()()(
=

−=∩=== . 

    En utilisant l’incompatibilité puis l’indépendance, on distingue alors deux cas : 

      • si : 12 +≤≤ nk , alors : 
2

1

1

1
)().()(

n

k
pkYPpXPkZP

k

p

−=−==== 
−

=

, 

      • si : nkn .21 ≤≤+ , alors : 
2

1.2
)().()(

n

kn
pkYPpXPkZP

n

nkp

+−=−==== 
−=

. 

    D’où : 
+===

+−+++−===
n

nk

n

k

n

k n

kn
k

n
n

n

k
kkSPkSE

.2

2
2

2
2

.2

2

1.2
.

1
).1(

1
.)(.)( . 

    On effectue dans la deuxième somme le changement d’indice : 2.2' +−= knk , et elle devient : 

      
=

−+−n

k n

kkn

2
2

)1').(2'.2(
. 

    En rassemblant, on obtient :  

    
n

n
n

k
nSE

n

k

1
).1(

1
).2.2()(

2
2

++−+= 
=

, 

    et donc : 1
1

).1(
2

)1.(
.

2.2
)(

2
+=++−+= n

n
n

nn

n

n
SE  

    Le diagramme ci-contre donne la loi de probabilité  
    de S (pour : 6=n ). 
    On comprend assez le nom de « loi triangulaire » 
    et la moyenne (vu la symétrie de la représentation)  
    apparaît clairement comme valant 7, soit dans le  
    cas général 1+n . 
c. C’est l’espérance de S  donc cette moyenne vaut 1+n . 
 

32. a. Notons tout d’abord que X  est à valeurs dans �* et que pour un entier n  non nul, )( nX =  correspond  

    à : nn FFF ∩∩∩ −11 ... , donc par indépendance : 
n

nn FPFPFPnXP 






=== − 2

1
)().()...()( 11 . 
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    X  est une variable aléatoire suivant la loi géométrique  ˇ 








2

1
. 

    De même, )( nY =  correspond à : nn FFF ∩∩∩ −11 ... , et : 
n

nn FPFPFPnYP 






=== − 2

1
)().()...()( 11  . 

b. Le couple ( YX , ) prend ses valeurs dans �*2 et plus précisément, pour : ( ji, ) ∈ �*2, on a : 

      • si : ji = , alors 0),( === jYiXP , puisqu’on ne peut obtenir Pile et Face au même tirage. 

      • si : 2≥i , et : 2≥j , on a encore : 0),( === jYiXP , car on a obtenu Pile ou Face au 1er tirage, 

      • si : 1=i , et : 2≥j , alors : jj FFFjYiX ∩∩∩=== −11 ...),( , et :  

        
j

jj FPFPFPjYiXP 






==== − 2

1
)().()...(),( 11 . 

      • de même si : 1=j , 2≥i , on a : 
i

ii FPFPFPjYiXP 






==== − 2

1
)().()...(),( 11 . 

c. Les variables X  et Y  ne sont pas indépendantes, puisque :  

      0)1,1( === YXP , et : 0
4

1

2

1
.

2

1
)1().1( ≠==== YPXP . 

d. Z  prend ses valeurs dans l’ensemble des entiers naturels supérieurs ou égaux à 2. 
    Puis :  
      • si : 2=k , alors : 0)1,1()2()( ======= YXPZPkZP , et : 

      • si : 3≥k , 
−

=

−

=

−===






 −====
1

1

1

1

),(),()(
k

i

k

i

ikYiXPikYiXPkZP U , par incompatibilité et :  

      )1,1()1,1()( =−=+−==== YkXPkYXPkZP , puisque ce sont les deux seuls termes non nuls. 

    De plus on a : 11 −≠ k , donc : 
211 2

1

2

1

2

1
)( −−− =+==

kkk
kZP .  

 
33. a. Notons que tous les termes sont bien positifs. 

    De plus : ∀ 1≥j , la série 
≥1

,
i

jip  converge car : 
2,

1
.

)1.(

1
~

)1.().1.(

1

ijjjjii
p ji +++

=
∞+

,  

    terme général d’une série de Riemann convergente. 

    Puis : ∀ 1≥j , 
)1.(

1
1.

)1.(

1

)1.(

1
.

)1.(

1

11
, +

=
+

=
++

== 
+∞

=

+∞

= jjjjiijj
pS

ii
jij  (série télescopique classique),  

    puis : 1
)1.(

1

11

=
+

=
+∞

=

+∞

= jj
j jj

S . 

    et ( jipji ,),,( )(i,j)∈N*² définit bien la loi de probabilité d’un couple ( YX , ) de variables aléatoires discrètes. 

b. La loi de X s’obtient par : 

      ∀ 1≥i , 
)1.(

1

)1.(

1
.

)1.(

1

)1.().1.(

1
),()(

111 +
=

++
=

++
===== 

+∞

=

+∞

=

+∞

= iijjiijjii
jYiXPiXP

jjj

. 

    De façon identique (ou par symétrie) : ∀ 1≥j , 
)1.(

1
)(

+
==

jj
jYP .  

c. Puisqu’on a alors : ∀ 1≥i , ∀ 1≥j , )().(
)1.().1.(

1
),( jYPiXP

jjii
jYiXP ===

++
=== ,  

    les variables X  et Y sont bien indépendantes. 
 

34. a. On remarque tout d’abord que tous les jia ,  sont positifs, puis que : 

      • si : 0=j  , 0
0

,0 ==
+∞

=i
jiaS , et que : 
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      • ∀ 1≥j , 22
1

0

22

0
, .)1).(1(.)1( ppjppaS j

j

i

j

i
jij

−
−

=

−
+∞

=

−−=−==  .  

    De plus la série 
≥0j

jS  converge car : 







=−− ∞+

−
2

22 1
.)1).(1(

j
oppj j , et :       

      1
))1(1(

1
.)1.(.)1.(..)1).(1(

2
2

1

12

0

12

1

22

0

=
−−

=−=−=−−= 
+∞

=

−
+∞

=

−
+∞

=

−
+∞

= p
ppkppkpppjS

k

k

k

k

j

j

j
j . 

    Donc ( jiaji ,),,( )(i,j) ∈ �² est bien la loi d’un couple ( YX , ) de variables aléatoires discrètes. 

b. X  prend ses valeurs dans � et sa loi s’obtient par : 

      ∀ 1≥i , 1
1

2

1

22

1

)1.(
)1(1

)1(
..)1(),()( −

−+∞

+=

−
+∞

=

−=
−−

−=−=====  i
i

ij

j

j

pp
p

p
pppjYiXPiXP . 

    Y  prend ses valeurs dans � / {0,1} et : 

      ∀ 2≥j , 22
1

0

22

1

.)1).(1(.)1(),()( ppjppjYiXPjYP j
j

i

j

j

−
−

=

−
+∞

=

−−=−=====  .  

    Les variables aléatoires X  et Y ne sont pas indépendantes car : 
      0)2,2( 2,2 ==== aYXP , et : 0).1.()2().2( 2 ≠−=== pppYPXP . 

c. Soit donc : 2≥j . 
    Alors :  

      • 
1

1

.)1).(1(

.)1(

)(

),(
)(

22

22

)( −
=

−−
−=

=
==== −

−

= jppj

pp

jYP

jYiXP
iXP

j

j

jY , si : 11 −≤≤ ji , et : 

      • 0
)(

),(
)()( =

=
===== jYP

jYiXP
iXP jY , sinon. 

    Un peu comme une restriction de probabilité uniforme sur �j-1. 
 

35. Tout d’abord : )(ΩZ = �*. 

Puis : ∀ 2≥n , ))2()1(())1()0(()( −=∩=∪−=∩=== nXYnXYnZ , 
et par incompatibilité puis indépendance : 

  








−
+

−
=−==+−====

−−
−

)!2()!1(
..

2

1
)2().1()1().0()(

21

nn
enXPYPnXPYPnZP

nn λλλ . 

D’autre part : )0()0()1( =∩=== YXZP , et à nouveau par indépendance : λ−== eZP .
2

1
)1( . 

On constate alors que : 0)(.3  →= +∞→n
nZPn , par croissances comparées, et Z  admet une espérance. 

Ensuite : 








−
+

−
+==+== 

+∞

=

−+∞

=

−
−

+∞

= 2

2

2

1

2 )!2(
.

)!1(
.1..

2

1
)(.)1(.1)(

n

n

n

n

n n
n

n
nenZPnZPZE

λλλ . 

On écrit alors : ∀ 2≥n , 
)!1()!2(

.
)!1()!2()!1(

).11(
)!1(

.
121111

−
+

−
=

−
+

−
=

−
+−=

−

−−−−−−

nnnnn
n

n
n

nnnnnn λλλλλλλ
,  

et de même : ∀ 2≥n , 
)!2(

.2
)!3(

.
)!2(

.
222

−
+

−
=

−

−−−

nnn
n

nnn λλλλ
,  

la première simplification étant valable pour : 3≥n , (et le terme correspondant s’annule pour : 2=n ). 

D’où : 








−
+

−
+

−
+

−
+= 

+∞

=

−+∞

=

−+∞

=

−+∞

=

−
−

2

2

3

3

2

1

2

2

)!2(
.2

)!3(
.

)!1()!2(
.1..

2

1
)(

n

n

n

n

n

n

n

n

nnnn
eZE

λλλλλλλ , 

soit : 
2

3.2
).2.)1(.1.(.

2

1
)(

+=++−++= − λλλ λλλλλ eeeeeZE . 

Pour la même raison, Z  admet un moment d’ordre 2 et donc une variance, et : 

  








−
+

−
+==+== 

+∞

=

−+∞

=

−
−

+∞

= 2

2
2

2

1
2

2

222

)!2(
.

)!1(
.1..

2

1
)(.)1(.1)(

n

n

n

n

n n
n

n
nenZPnZPZE

λλλ . 
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On utilise alors : )1.(2)2).(1(2 −+−−= nnnn , et : 4)2.(5)3).(2(2 +−+−−= nnnn , afin de sommer les 
séries et en réindexant (et changeant les valeurs initiales de sommation au besoin) : 

   • λλλλλλ
e

nnn
n

n

n

n

n

n

n

)..2(
)!2(

.2
)!3()!1(

. 2

2

1

3

1

2

1
2 +=

−
+

−
=

− 
+∞

=

−+∞

=

−+∞

=

−

, 

   • λλλλλλλ
e

nnnn
n

n

n

n

n

n

n

n

n

).4.5(
)!2(

.4
)!3(

.5
)!4()!2(

. 2

2

2

3

2

4

2

2

2
2 ++=

−
+

−
+

−
=

− 
+∞

=

−+∞

=

−+∞

=

−+∞

=

−

, 

d’où : 
2

4.7.2
.

2

1
)(

2
2 +++= − λλλeZE . 

Enfin : 
4

1

2
.

2

1

2

3.2

2

4.7.2
.

2

1
))(()()(

22
22 −+=







 +−+++=−= −− λλλλ λλ eeZEZEZV . 

 
36. Soient X  et Y  deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi  ˇ( p ) avec : p ∈ ]0,1[. 

a. Puisque : =Ω=Ω )()( YX  �*, on a tout d’abord : =Ω)(S  � \ {0,1}. 

    Puis : ∀ 2≥n , U
1

1

)()()(
−

=

−=∩===
n

k

knYkXnS , 

    et par incompatibilité puis indépendance : 
−

=

−====
1

1

)().()(
n

k

knYPkXPnSP . 

    Donc : ∀ 2≥n , 22
1

1

11 )1.().1()1.(.)1.()( −
−

=

−−− −−=−−==  n
n

k

knk ppnppppnSP . 

b. On a immédiatement : 0)(.  →= +∞→n
nSPn ,  

    avec le théorème des croissances comparées, donc S  admet une espérance, et : 

      
+∞

=

−
+∞

=

−
+∞

=

−−=−−===
2

22

2

22

2

)1).(1.(.)1.().1.()(.)(
n

n

n

n

n

pnnpppnnnSPnSE , 

    et à l’aide de la dérivée seconde de : 
x

x
−1

1
a , on en déduit que : 

      
pp

pSE
2

))1(1(

2
.)(

3
2 =

−−
= . 

    Pour les mêmes raisons qu’au-dessus, S  admet un moment d’ordre 2 donc une variance. 

    Puis : 
+∞

=

−
+∞

=

−−−+===
2

22

2

22 )1.().1.().11()(.)(
n

n

n

ppnnnnSPnSE . 

    A l’aide cette fois d’une dérivée troisième :  

      






 −−−−−+= 
+∞

=

−
+∞

=

−

2

2

2

222 )1).(1.()1).(1.().1(.)(
n

n

n

n pnnpnnnpSE ,  

    et donc : 
234

22 3
.2

))1(1(

2

))1(1(

6
.)(

p

p

pp
pSE

−=








−−
−

−−
= . 

    Enfin : 
222

22 1
.2

43
.2))(()()(

p

p

pp

p
SESESV

−=−−=−= . 

 

37. a. On a : ∀ n  ∈ �*, 
+∞

+=

+∞

+=

==






 ==>
11

)()()(
nknk

kXPkXPnXP U ,  

    par incompatibilité et donc : nn p
p

ppnXP )1(
)1(1

1
.)1.()( −=

−−
−=> . 

b. On commence par noter que : =Ω)(Z  �*. 

    Puis : ∀ n  ∈ �*, ))()(())()(())()(()( nYnXnYnXnYnXnZ =∩>∪=∩=∪>∩=== , 
    et à nouveau par incompatibilité, puis indépendance, on en déduit que : 
      )().()().()().()( nYPnXPnYPnXPnYPnXPnZP =>+==+>=== . 
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    Le résultat obtenu en a. pour X  vaut pour Y , et donc par indépendance : 
      1111 )1.(.)1()1.(.)1.()1.()1.()( −−−− −−+−−+−−== nnnnnn qqpqqppqppnZP , 

    d’où : )..())1).(1(()]1.(.)1.(.[)1.()1()( 111 qpqpqppqqpqpqpnZP nnn −+−−=−++−−−== −−− . 

    Il suffit de remarquer enfin que : qpqpqpppqp .).1(1)1).(1(1 −+=+−−−=−−− , 

    pour en déduire que la loi de Z  est bien géométrique, de paramètre : qpqpr .−+= . 
 

38. a. Toutes les valeurs proposées sont bien positives et la série 
≥

=
0

)(
n

nXP  converge comme série  

    géométrique et a pour somme : 1
)1(1

1
.)1.(

0

=
−−

=−
+∞

= p
ppp

n

k . 

    On peut calculer l’espérance de X  par un calcul direct ou en remarquant que si l’on pose : 1+= XY , 
    alors : 
      • )(ΩY = �*, 

      • ∀ n  ∈ �*, 1)1.()1()( −−=−=== nppnXPnYP , 

    et la loi de Y  est la loi géométrique  ˇ( p ). 

    Donc Y  (et donc X ) admet une espérance et : 1
1

1)()1()( −=−=−=
p

YEYEXE . 

b. On a tout d’abord : =Ω)(Z  �, puis : 

      ∀ n  ∈ �, U
n

k

knYkXnZ
0

))()(()(
=

−=∩=== ,  

    et par incompatibilité puis indépendance : 

      ∀ n  ∈ �, n
n

k

knk
n

k

pnppppknYPkXPnZP )1).(1.()1.()1(.)().()( 2

0

2

0

−+=−−=−==== 
=

−

=

. 

c. Enfin, pour : n  ∈ �, la loi conditionnelle cherchée se définit par : 

      ∀ k ∈ �, 
)(

))()((
)()( nXP

nZkXP
kXP nZ =

=∩==== , 

    et on distingue deux cas : 
      • si : nk > , alors : 0))()(( ==∩= nZkXP , car : ZX ≤ , et dans ce cas : 

      0)()( === kXP nZ . 

      • si : nk ≤ , alors : )().())()(())()(( knYPkXPknYkXPnZkXP −===−=∩===∩= ,  

      et donc : 
1

1

)1).(1.(

)1.(.)1.(
)(

2)( +
=

−+
−−==

−

= npnp

pppp
kXP

n

knk

nZ . 

    On constate que cette loi conditionnelle est la loi uniforme sur { }n,...,1,0 . 
 

39. a. La loi de X  est la loi binomiale B 






 +
2

1
,1n , puisque cela correspond au nombre de succès (ici cela  

    correspond à obtenir Face) dans la répétition indépendante d’une même expérience de Bernoulli de  

    paramètre 
2

1
. 

    De même la loi de Y  est la loi binomiale B 








2

1
,n , 

b. X  variant de 0 à 1+n  et Y  de 0 à n , et étant deux variables aléatoires indépendantes, on a tout  
    d’abord : { }1,...,1,0,1,...,))(( +−−=Ω− nnYX . 

    Puis : ∀ p  ∈ ))(( Ω− YX , U
1

0

))()(()(
+

=

−=∩===−
n

k

pkYkXpYX , 

    et par incompatibilité et indépendance : 

      ∀ p  ∈ ))(( Ω− YX , 
+

=

−====−
1

0

)().()(
n

k

pkYPkXPpYXP . 
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    On distingue alors plusieurs cas pour évaluer les probabilités qui apparaissent :  
      • si : 1≥p , alors k  peut varier entre 1 et 1+n  pour que : npk ≤−≤0 , et : 

      
+

=

++

=

+










−+






 +







=
















−















 +
==−

1

1

1.21

1

1

.
1

.
2

1

2

1
..

2

1
.

1
)(

n

k

nn

k

nn

kpn

n

k

n

pk

n

k

n
pYXP . 

    On examine alors le coefficient de pnx +  dans : nnn xxx )1.()1()1( 11.2 ++=+ ++ , et : 

      - dans l’expression de gauche, on obtient 








+
+
pn

n 1.2
, 

      - dans l’expression de droite : 
+

=









−+






 +1

1

.
1n

k kpn

n

k

n
. 

    En effet, pnx +  peut s’écrire np xx .  (ce qui correspond à : pk = ), 11. −+ np xx  (pour : 1+= pk ), etc…  

    jusqu’à 11. −+ pn xx  (pour : )1+= nk . 

    Donc on vient d’obtenir : 








+
+

=








−+






 +


+

= pn

n

kpn

n

k

nn

k

1.2
.

11

1

, et donc : 

      ∀ 10 +≤≤ np , 








+
+

==− + pn

n
pYXP

n

1.2
.

2

1
)(

1.2
. 

      • si : 0≤p , alors k  peut varier entre 0 et pn +  pour que : npk ≤−≤0 , et : 

      






 +
=









−+






 +







==− +

+

=

+

 n

n

kpn

n

k

n
pYXP

n

pn

k

n 1.2
.

2

1
.

1
.

2

1
)(

1.2
0

1.2

, 

    En examinant à nouveau le coefficient de pnx +  dans : nnn xxx )1.()1()1( 11.2 ++=+ ++ , obtient toujours : 

      - dans l’expression de gauche, on obtient 








+
+
pn

n 1.2
, 

      - dans l’expression de droite : 
+

=









−+






 +pn

k kpn

n

k

n

0

.
1

, car : 

    pnx +  peut s’écrire pnxx +.0  (pour : 0=k ), 11. −+ pnxx  (pour : 1=k ), jusqu’à 0.xx pn+  (pour : )pnk += . 

    Donc à nouveau : 








+
+

=








−+






 +


+

= pn

n

kpn

n

k

npn

k

1.2
.

1

0

,  

    et à nouveau : ∀ 1−≤≤− pn , 








+
+

==− + pn

n
pYXP

n

1.2
.

2

1
)(

1.2
. 

c. La première probabilité est immédiate : 

      








+
+

=








−+
+

=






 +
==−== +++ 1

1.2
.

2

1

)1.2(

1.2
.

2

11.2
.

2

1
)0()(

1.21.21.2 n

n

nn

n

n

n
YXPYXP

nnn
. 

    Pour la deuxième on obtient, à nouveau par incompatibilité : 

      
+

=
+

+

=









+
+

==−=>−=>
1

1
1.2

1

1

1.2
.

2

1
)()0()(

n

p
n

n

p pn

n
pYXPYXPYXP . 

    On remarque ensuite que :  

      
=

+
=

+
=










−−+
+

=








−
+

=−=−=<−=<
n

p
n

n

p
n

n

p pnn

n

pn

n
pYXPYXPYXP

1
1.2

1
1.2

1 )()1.2(

1.2
.

2

11.2
.

2

1
)()0()( , 

    d’où : 








+
+

−>=








+
+

=








++
+

=< +

+

=
+

=
+  1

1.2
.

2

1
)(

1.2
.

2

1

1

1.2
.

2

1
)(

1.2

1

2
1.2

1
1.2 n

n
YXP

kn

n

pn

n
YXP

n

n

k
n

n

p
n

. 

    Enfin : 1)0()0()0( =>−+=−+<− YXPYXPYXP , 

    donc : 1)0()0()0(.2 ==−+=−−>− YXPYXPYXP ,  

    soit : 
2

1
)0()( =>−=> YXPYXP . 
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40. On commence par noter que X  et Y  admettent une espérance ainsi que 2U  et 2V , car : 

  2222 ...2. ββα ++= XXU , avec une expression similaire pour 2V . 

Donc U  et V  admettent aussi une espérance et : ).()().(),cov( VUEVEUEVU −= . 
Or :  
  • βα += )(.)( XEUE , δγ += )(.)( YEVE , et :  

  • δβγβδαγαδβγβδαγα .)(..)(..).(..)........().( +++=+++= YEXEYXEYXYXEVUE , soit : 

  • ),cov(..))().()().(.(.),cov( YXYEXEYEXEVU γαγα =−= . 

Puis : )(.).().()( 2 XVXVXVUV ααβα ==+= , soit : )(.)( XU σασ = , et  de même : )(.)( YV σγσ = . 

On doit alors supposer que α et γ sont non nuls pour pouvoir parler de ),( VUρ . 

Et finalement : ),(
)(.).(.

),cov(..
),( YX

YX

YX
VU ρ

σγσα
γαρ ±== , le signe étant celui de α.γ.  

 
41. Pour chaque tirage tous les numéros ont la même probabilité de sortir et iX  suit donc la loi uniforme sur 

�N pour tout entier i . 

Donc : ∀ i  ∈ �*, 
2

1
)(

+= N
XE i , et : 

12

1
)(

2 −= N
XV i . 

Par linéarité de l’espérance on a donc : ∀ n  ∈ �*, 
2

1
.)()(

1

+==
=

N
nXESE

n

k
kn . 

Puis les variables iX  étant mutuellement indépendantes : 
12

1
.)()(

2

1

−==
=

N
nXVSV

n

k
kn . 

42. Par linéarité de l’espérance on a : mnXEXE
n

k
k .)()(

1

==
=

. 

Puis : vnv
nn

vnXXXVXVXV
nji

ji

n

k
k

n

k
k ..

2

)1.(
.2.),cov(.2)()( 2

111

=−+=+=






= 
≤<≤==

.  

 
Fonctions génératrices. 
43. Au travail donc… 

• Si X  suit la loi uniforme U( n ), on a : 

  ∀ t ∈ �, t
t

t

n
t

n
t

n
tG

nn

k

k
n

k

k
X .

1

1
.

1
.

1
.

1
)(

11 −
−=== 

==

, la dernière égalité étant valable pour : 1≠t . 

• Si X  suit la loi de Bernoulli B( p ), on a : 

  ∀ t ∈ �, tpptptptGX .)1(.).1()( 10 +−=++−= . 

• Si X  suit la loi binomiale B( pn, ), on a : 

  ∀ t ∈ �, ( )n
n

k

knk
n

k

kknk
X tppptp

k

n
tpp

k

n
tG .1)1.()..(.)1.(.)(

00

+−=−







=−








= 

=

−

=

− . 

• Si X  suit la loi géométrique  ˇ( p ), on a : 

  
tp

tptpptG
n

nn
X ).1(1

1
...)1.()(

0

1

−−
=−=

+∞

=

− , et cette série a pour rayon de convergence : 
p

R
−

=
1

1
, la 

fonction étant elle définie sur 








−
+

−
−

pp 1

1
,

1

1
. 

• Si X  suit la loi de Poisson P(λ), on a : 

  ∀ t ∈ �, tt

n

n

n

n
n

X eee
n

t
et

n
etG ).1(.

00

.
!

).(
..

!
.)( −−

+∞

=

−
+∞

=

− ====  λλλλλ λλ
. 

 
44. Tout d’abord, si X  suit la loi B( pn, ), alors :  
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  ∀ t ∈ �, n
n

k

kknk
n

k

k
X ptptpp

k

n
tkXPtG ))1(.(.)1.(.).()(

00

−+=−







=== 

=

−

=

. 

De même si Y  suit la loi B( pm, ), alors : ∀ t ∈ �, m
Y ptptG ))1(.()( −+= . 

Puis X  et Y  étant indépendantes, on a : ∀ t ∈ �, mn
YXYX ptptGtGtG +

+ −+== ))1(.()().()( , 

et YX +  suit la loi binomiale B( pmn ,+ ).  
 

45. a. Vérifier la cohérence de cette définition revient à vérifier qu’on définit bien ainsi une variable aléatoire  
    discrète. 

    Or toutes les valeurs prises sont positives et : 1)(.
)(

1

)!.2(
.

)(

1
)(

0

.2

0

==== 
+∞

=

+∞

=

xch
xchn

x

xch
nXP

n

n

n

. 

    Donc on vient bien de définir ainsi la loi de probabilité d’une variable aléatoire discrète. 

    La fonction génératrice cherchée est donnée par la série entière : 
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    Or : ∀ t ∈ �*, ∀ n  ∈ �, 0
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    et la règle de d’Alembert garantit que le rayon de convergence de la série entière est donc : +∞=R . 

    Ensuite : ∀ t ∈ �, 
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      • si : 0<t , 
)(

).cos(

)!.2(

)..()1(
.

)(

1
)(

0

.2

xch

tx

n

tx

xch
tG

n

nn

X

−=−−= 
+∞

=

. 

b. Comme série entière, XG  est de classe C∞ sur �, donc X  et 2X  admettent une espérance. 
    De plus : 
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Résultats asymptotiques. 
46. Chaque passager a une probabilité de présence de 0.95 au départ de l’avion. 

On a donc une succession de 94 expériences de Bernoulli de paramètre 0.95, soit une variable aléatoire 
X  donnant le nombre de passagers présents au départ de l’avion qui suit la loi binomiale B(94, 0.95). 
La probabilité qu’il y ait un problème au départ (trop de personnes présentes) correspond donc à : 
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Si d’autre part, on considère la variable aléatoire Y  donnant le nombre de passagers absents au départ de 
l’avion, soit : XY −= 94 , cette variable Y  suit la loi binomiale B(94,0.05). 
On peut alors approcher cette loi binomiale par la loi de Poisson de paramètre : 7.4)95.01.(94 =−=λ , car 

on a : 94=N , éléments concernés (valeur assez grande) et un produit : 7.4. =pN , (donc assez faible). 
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Dans ce cas, la probabilité qu’il y ait un problème (pas assez d’absents au départ) est donc : 
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La loi de Poisson proposée semble donc une bonne approximation ici de la loi binomiale précédente. 
 

47. La loi de nX  est ici clairement la loi binomiale B 
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,  puisque le fait de remettre la boule tirée après 

chaque étape fait qu’on a affaire ici à une succession de n  expériences de Bernoulli indépendantes et de 

paramètre : 
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Or lorsque n  tend vers +∞, et puisque : 1. =npn , on peut approcher cette loi par la loi de Poisson P(1). 

En particulier on a : 
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Remarque : en fait, on a : 
n

k
knk

n n
n

knk

n

nnk

n
kXP 







 −−
−

=






 −















== −

−
1

1.)1.(
)!!.(

!1
1.

1
.)( ,  

et la formule de Stirling donne :  

  
!.

1
~.

!.

1
~.

)(
.

1
.

!.

1
~

1
.)1.(

).(.2..)!.(

..2..
~)(

)( kee

e

ken

kn

n

kn

ekee
n

kneknk

nen
kXP

k

kn

k

k

k
k

knkn

nn

n ∞+∞+

−

∞+

−
−−−

−

∞+







 −−−
−−

=
π

π
. 

 

48. On a par linéarité de l’espérance : ∀ n  ∈ �*, ppn
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L’inégalité de Bienaymé-Tchebytchev donne alors : ∀ 0>ε , 
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Or si on étudie la fonction : )1.( ppp −a , sur [0,1], on constate qu’elle y reste positive et qu’elle atteint 

son maximum en : 
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1=p , où elle vaut 
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49. a. Notons tout d’abord que X  suit la loi binomiale B 
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    Puis l’inégalité de Bienaymé-Tchebytchev donne : 
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b. On constate ensuite que : ∀ n  ∈ �*, 
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    Enfin, 
n

X
 correspond à la fréquence d’apparition du 1 au cours ce des n  lancers et si donc on veut que  
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    cette fréquence soit dans l’intervalle 
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    correspond à une probabilité de 0.95 de trouver 
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50. a. Le résultat demandé est immédiat puisqu’il s’agit de la loi faible des grands nombres, en remarquant  

    simplement que : 2σ=v , où σ est l’écart-type commun à toutes les variables aléatoires kX .  

b. Il suffit donc de trouver N  tel que : 3
22

1

10
)10.(

10 −
−

−

≤
N

, soit : N≤=−

−
6

4

31

10
10

10.10
, et : 610=N , convient. 

 


