Variables aléatoires (corrigé niveau 1).

Loi d’'une variable aléatoire, espérance et variance

1. Notons G, I'événement : « 6 sort au n™™ lancer ».

Alors : O n ON*, (X =n) 251 n..nG_nG,.
On a par ailleurs : X(Q) = N*, et puisque les lancers sont indépendants, on a donc :

O n21, P(X =) = P(G, n...n G,y 1 G,) = P(G,)..P(G,4).P(G,) =@ _ :

X suit bien la loi géométriquey)(éj .

X étant a valeurs dans {0,...,n}, Y est également a valeurs dans {0,...,n}.
De plus: O k 0{0,...,n}, (Y =k) « (X =n-k), donc:

0 k 0{0,...,n}, P(Y =k) = P(X =n~-k) =(nTk].p“‘k.(l— 0)* :m.a— 0)*.p"*

Autrement dit, Y suit la loi binomiale % (n,1- p).

. On note tout d’abord que les valeurs prises par X? sont 0, 1 et 4.
Puis :
« P(X?=0)=P(X =0) = 015,
« P(X?=1)=P((X=)DO(X =-1)=P(X =1)+P(X =-1) = 060, et :
« P(X?=4)=P((X=2)0(X =-2))=P(X =2)+ P(X =-2) = 025,
ou on a utilisé le fait que les événements dans les réunions étaient incompatibles.

. a. Notons tout d’abord que I'univers « naturel » de cette expérience est {1,...,n}? ensemble des n?
couples d’entiers entre 1 et n, correspondant aux faces supérieures des dés rendus discernables.
De plus la variable aléatoire S vérifie : S(Q) ={23,...,2n}.

L'événement (S=i), pour: 1<i<n+1, correspond aux couples dont la somme des éléments fait i
autrement dit aux couples (j,i—j),avec: 1< j<n,et:1<i—-j<n,soit: 1< j<i-1.

Ily a donc i —1 tels couples et la probabilité utilisée dans cette modélisation étant uniforme, on en

déduit que : P(S=1) =%.
n
b. De méme, pour: Nn+2<i < 2.n, I'événement (S=i) correspond aux couples ( j,i — | ), avec:

l<j<n,et:1<i—j<n,soit:i—-n<j<n.

lya: n—=(i—-n+1) =2n-i+1, tels couples et : P(S= |)——I+1

n+l

c. Par réunion disjointe (ou événements incompatibles) : (S<n+1) = U(S =k), et:

k=2
n+l n+ o -1_1 Zﬂ:I 1 n(n +1) (n +1)
k=2 n n2 i=1 2 2.n .

Il nous faut donc déterminer: p, =P(X =0), p,=P(X =1 et: p, =P(X =2).
Or on sait que :

2
« 1=E(X) =) i.P(X =i)=0.p, +1.p, +2.p,, et:
i=0

. %: E(X?) - (E(X))? :(ii.zP(X = i)]—lz =0.p, +1.p, +4.p, -1
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p+2.p,=1

Cx . 1
On est amené a résoudre le systéme : _3,soit: p,=—,et: p,=—.
p,+4.p, = E 2 4

Enfin, p, s’obtient par le fait que la somme des probabilités doit donner 1, soit: p, = Z .

6. Soit X une variable aléatoire admettant une variance et telle que : V(X) = E((X — E(X))?) =0.
Notons alors : X'= (X —E(X))?, et: X'(Q) ={x,,n=0}.

+o0

Alors les valeurs X', sont positives (puisque X' estun carré) et: 0= ZX'n.P(X': X,).
n=0

Donc: O n ON, X .P(X'=x)=0.
On endéduitquesi: X', #0, P(X'=x",)=0.
Enfin la famille (' X'= X', ), n = 0) forme un systéme complet d’événements donc :
1=P(X'=0)+ Y P(X'=x,) et: P(X'=0)=1.
X', 20
On en déduit que X' est nulle presque strement, donc : X = E(X), presque sirement ce qui peut aussi
s’exprimer en disant que X est presque slrement constante.

7. 1l suffit de vérifier que :
« On ON* p, =0, cequiestle cas,

— . : : L. . : 1 1
. E P, =1, ce qui est aussi le cas puisque la série est télescopique avec : 0 n ON*, p, =— ——1.
n=1 n n+

Ces deux points garantissent alors qu'il existe bien une variable aléatoire discrete dont la loi de probabilité
est donnée par la famille (N. P, )now-.

8. a. Toutes les valeurs proposées sont positives et :

1 1 =11 1
Zm znfwa wazf&j'ﬁi(wkﬂ)l

n=1 -1 n=1 N

Donc (Nn.p,).on+ €st bien la loi de probabilité d’une variable discréete X .

b. X admet une espérance si et seulement si la série z n.p, estabsolument convergente.

n=1
Or:0nON* 0<np, = ﬁ , qui est le terme général d’une série géométrique convergente.
In
Donc X admet une espérance et: E(X) =) n.p, =) ! 1t 1.1 _ 1
o = 2".In(2) In(2) 2 _1 In@2
2

c. Comme fonction affine de X, Y admet une espérance et : E(Y) = (In(2)).E(X) -1=0.
Y est donc une variable centrée.

9. a. Lafamille est constituée de réels positifs et : Z P, -1 + (Ej = l 1 i =1.
n=0 2 =1 3 2 3

Donc (Nn.p,).on st bien la loi de probabilité d’une variable discréte X .

b. A nouveau X admet une espérance si et seulement si la série Z n.p, converge, ce qui est le cas car :
n=1

On=1, n>.(n.p,) = n?(lj :
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qui tend vers 0 en +oo du fait du théoréme des croissances compareées.

Puis : E(X) = ann i (%J =%§n(éj e
1

n=0 n=1 n=1

+00
c. Pour la méme raison qu’au-dessus la série Z n®.p, converge donc X? admet une espérance par le
n=1
théoreme de transfert et X admet une variance.

& o 1 & (1) (1) 2 11 3
Puis: E(X?)=Yn’.p, =Y n(n=-D|=| +dn/=| =|=]. +=, ==,
()= 2,0 =2, )@ z@ @ 1V 3 1y 2
1--. 1--.
3 3
3 (3) _15
On en déduit que : V(X) = E(X?) - (E(X))* ==-|=| ==.
q ()()(())Z(AJ T
10. Notons : 0 k O N*, B, I'événement : « la k™™ boule tirée est Blanche ».
On note pour commencer que : X(Q) = N*, puis: O n ON*, (X =n)=B,n..nB_, nB,.
Alors : 0 n ON*, P(X =n)=P(B,n...n B, nB.)=P(B,)..P(B.,).P(B,),
par indépendance des tirages.
k+1
De plus: O k ON*, P(B ) =—,
p ) (By) ok+1
puisqu’avant le k'™ tirage, la boite contient k +1 boules Blanches sur un total de 2.k +1.
n-1 n-1 n | |
Donc: 0 n21, P(X = n) = ﬂ(l k+1j n+1 n+1l<_| k _2".(n+DL(n- 1).
4 2k+1))2n+1 2n+1l)2k+1 (2n+1)!
11. Notons tout d’abord que : X(Q) ={1I,2,...,n —]}.
Puis : 0 1<k <n-1, notons B, I'événement : « on tire une boule Blanche au k™ tirage ».
Alors: 01<sksn-1, (X=k)=B,n..n B, nB,.
Donc par la formule des probabllltes composees
Ol<ks<n-1, P(X = k)—P(B)P (B) PBlﬂ N (Bkl) o (B) et:
D1sks<n-1, P(X =ky=n=2Nn=3 n-(k=DH-1 2 =2'(n K.
n-1 n-(k-)+1n-k+1 n(n-1
X prenant un nombre fini de valeurs, elle admet une espérance et une variance et :
2.(n— k) 2 &
E(X)=) kP(X =k) = D k.(n—k),
z kzi‘ n(n-1 n.(n—l) é
doual alde de sommes classiques :
E(X) = 2 .[n.n.(n—l)_n.(n—l).(2.n—1)j:n_2.n—1: n+1
n.(n-1) 2 6 3 3
n-1 _ _ 2 _ 2
Puis : E(X*) = X K*.P(X =k) = Sk -k =2 .(n.”'(” Y.(2n-Y) _n~.(n-D ]
k=1 n.(n _1) k=1 n-(n_l) 6 4
et E(X?) = n.2n-1) n.(n-1) _ n.(n+1),
3 2 6

n.(n+1) (n+1) (n+1).(n—2)

d'oti: V(X) = E(X?) - (E(X))? = 6 9 18

12. On commence par écrire: O N ON, (X=n)=(X=nO(X =n+1),
et par incompatibilité : P(X=2n)=P(X =n)+P(X>n+1).
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13.

14.

On en déduit que : w =P(X = n)+w,

k

donc: 1-k).P(X =n)=P(X =n+1),

et par récurrence immédiate : 0 n ON, P(X =n) = 1-k)".P(X =0).

Enfin on a aussi : Z P(X=n)=1=P(X = O).Z @a-k)" :W’
n=0 n=0

donc: P(X =0) =Kk,

et finalement: 0 n ON, P(X =n) =k.l-k)".P(X =0).

On peut remarquer que la variable X +1 suit la loi géométrique &Z(k).

a. Il estimmédiat que : X(Q)=N,et: 0 n ON, P(X =n) =a—I.P(X =0).
n!

n

Etcomme:1=) p, =P(X = O).za—' =e* P(X =0), etdonc: P(X =0) =e™.
n=0 n=0 I

n

Donc: 0O n ON, P(X =n) =a—|.e_a.
nl

+o00

b. X admet une espérance si et seulement si la série Zn. p,, est absolument convergente.
n=1
or n®.(n. p,) tend vers 0 quand n tend vers +o (théoréme des croissances comparées), donc X

n +00 n-1

i +00 a B B
admet une espérance et : E(X) = Zn.—.e d-ae™.
n=0 n! n=1 (n _1)'

c. La variable aléatoire X admet un moment d’ordre 2 car par le théoréme de transfert, cela revient a

+o00

—a ~a

=ae € =a.

étudier la convergence de z nz.pn qui converge pour une raison similaire a celle de la question b.

n=1
) 400 an B _ 400 an—l _ 400 an _ 400 an—l +00 an
Puis: E(X?)=>'n*>.—e®=ae™> n =ae?) (n+).—=ae"a +> =1,
n=0 n! n=1 (n _1)| n=0 nl n=1 (n _1)| n=0 nl

donc: E(X?)=ae™(ae* +e*)=a’ +a.
Enfin: V(X) = E(X?)-(E(X))*=a’+a-a’ =a.

a. Notons que : X(Q)=N, etposons: O n ON, p, =P(X =n).
La suite (p,) vérifie une relation de récurrence double, d’équation caractéristique : 3.r°> —4r +1=0,

) 1
dont les racines sont 1 et 5

Donc: O(a,B)0R%, 0N ON, p, :a+ﬁ.(%j :

De plus la série Z p, doit étre convergente (et de somme 1), donc: a =0.

n=0

Enfin : Z(%] = 1.i = g et donc on doit prendre : S = %

n=0

Laloide X estdoncdonnée par: 0 n ON, P(X =n) =§(%) .

b. La série an(%j converge (car nz.n.(%j tend vers 0) donc X admet une espérance.

n=0
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R 2 (1Y o -
De méme Z n2.—.[§j converge pour une raison similaire et par le théoréme de transfert, X admet

n=0

une espérance et X admet une variance.

+00 n +o0 n-1
S e
n=0 n=1

oo 1 2(/1 2 e 1 n-2 1 &= 1 n-1 .
De méme : E(X?) = Zn 3(3) §[(§j nzzn(n—l).(gj +§;n(§j ],son:

E(X2)=2—. 2 2 1 =%+% 1, etenfin: V(X) = E(X2) - (E(X))? =1-

3 T

15. a. Avant le tirage n, la boite contient n boules Noires et 1 boule Blanche et n+1 au total.
L'ensemble des valeurs possibles de Y est N*, soit : Y(Q) = N*.

Notons ensuite pour : n O N*, N I'événement « on tire une boule Noire au tirage n ».
Puis: O n ON* (Y =n) :E n..nN_;nN,, et

P(Y =n)=P(N)P-(N,).. P (N,o) P o (N,) =

Deméme: Z(Q)=N*et:0nON* (Z=n)=N,n ...

bloo

N

n-1 1 1
n n+1 n(n+1)

NN, _
12
P(Z=n)= P(Nl)'PNl(NZ)"'PNln...nNn,z (Nn—l)'PNln...nNn l(N )= E g
4
b. Y admet une espérance car : n>.n.P(Y =n) =

( , tend vers 0 en +w et z n.P(Y =n) converge.
n n>1

+00

. (n+).n- (n+1)+1 <
Puis : E(Y) = Z;,( n+1)! Z (n+1) 2 (n- 1)| z' Z(n+1)'

e n!
et avec la série exponentielle : E(Y) =e—-(e-1) +(e-1-1) =e-1.

: 1 . P .
c. Puisque : 0 n O N* nP(Z =n) =—+1, la variable aléatoire Z n’admet pas d'espérance.
n

16. Il est clair que puisque la bactérie peut étre ratée a chaque tir, il se peut que la bactérie soit touchée r fois
au terme d’'un nombre de tirs aussi grand qu’on veut (mais au minimum égal a r ) et qu’elle puisse méme
ne jamais mourir.

Onadonc: X(Q) ={r,r +1..} O{+c}.
Pour: n=r, I'événement (X =n) correspond au fait que la bactérie a été touchée r —1 fois au cours des

n—1 premiers tirs et qu’elle soit touchée une derniére fois au n*™ tir.

Le premier événement (qu’on pourrait formaliser a I'aide d’une autre variable aléatoire) correspond a
I'obtention de r —1 succes dans la répétition n—1 fois d’'une expérience de Bernoulli donc sa probabilité
est donnée par une loi binomiale.

Le second (indépendant du premier) est une simple expérience de Bernoulli.

-1 -1
On peut donc écrire : P(X =n) = ((?_1] p.(- p)”_r}p = (?_:J p .ad-p)""

On peut alors remarquer que : Z P(X =n) = Z( jp - ( ‘irl)l Z (k +li,_1)! 1-p)*

La derniére somme est donnée par la dérivée (r —1)“™ de : X~ Tox’ qui vaut :
- X
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17.

dr—l 1 r—l' k+r_1'

Donc: » P(X =n)= P =t _
n=r (r _1)' (1_ (1_ p))r
Comme enfin {(X =n),n= r} O {X = +00}, constitue un systeme complet d’événements, on en deduit
que: P(X =+0) =1-1=0,
et la bactérie meurt presque srement.
On peut également remarquer que : r =1, redonne la loi géométrique.
Enfin la série : Zn.P(X =n) converge car: n.P(X = n); n“tp.a-p",

nzr

et la théoreme des croissances comparées montre que cette derniére quantité tend vers 0 en +oo
Donc X admet une espérance et :

. O T L IO S S o1 (S ) P’
E(X)—gn.P(X—n)—gn.(r_Jp.<1 P) (_1),2 e

ieme

r! :L
na-p™t p’

a l'aide a nouveau d’'une dérivée r cette fois.

a. L’événement (X >n) correspond a la situation ou il est nécessaire d’acheter strictement plus de n

paquets pour obtenir la collection complete.
C’est donc exactement la méme chose que le fait qu'il manque au moins une figurine dans la collection
au bout de n achats.

b. Ces trois probabilités valent 1 puisque pour obtenir la collection compléte il faut au moins acheter 4
paquets de lessive.

c. Pour: n=1, fixé, notons A I'événement: «au n

Alors: (X>n)=(A0OA OALOA).
En application de la formule proposée, on identifie :
il y a4 événements A qu’on peut interpréter comme suit : lors des n

donc obtenu que des figurines de numéros distincts de i .
Les combinaisons possibles de numéros de figurines lors de ces n achats correspondent aux n-uplets

de nombre choisis entre 1 et 4, et les n-uplets correspondant a A sont au nombre de 3".

L’indépendance des achats et I'équiprobabilité de trouver n'importe quelle figurine dans n’importe quel
paquet fait qu'on obtient P(A) a I'aide d’une probabilité uniforme sur I'univers qu’on vient de décrire,

et: P(A)=j—:=(§j .

« ily a 6 événements A n A, pour tous les couples d’indices distincts entre 1 et 4.

On les interpréte alors en disant que lors des n premiers achats, on n’a obtenu que des figurines de
numéros distincts de i et de |, et avec des remarques similaires aux précédentes :

P(A N A) =@j .

«ilya4évenements A n A; n A, pour tous les triplets d'indices distincts entre 1 et 4.

ieme

achat, il manque au moins la figurine numéro i ».

ieme

premiers achats, on n'a

ieme

ieme

Cette fois, il est équivalent de dire que lors des n
de numéros distincts de i, de | etde k, donc dont le numéro est le

premiers achats, on n'a obtenu que des figurines
4" restant.

On en déduitque : P(A n A, n A) =4—1n =(%) :
« enfin 'événement A n A, n A, n A, estimpossible car il correspond a obtenir des figurines dont le

numeéro est distinct de 1, 2, 3 et 4, qui sont les seuls possibles.
Finalementona: P(X >n) =4, 3 - 6. 1 + 4, L -0.
4 2 4

d. Puisque X est a valeurs dans N*, on peut utiliser la deuxiéme expression de I'espérance.
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En effet, la série z P(X >n) converge comme somme de trois séries géométriques convergentes et :

n=0
E(X)=Y . P(X2n) =3 P(X >n)=P(X >0)+> P(X >n).
=1 n=0 =1
Enfin :
e P(X >0) =1, car I'événement est certain et :
3 1 14 _ 25

« E(X)=1+4°4-6-2+4--=22
4 2 4’3 3

e. L'égalité proposée découle de la définition d’'une probabilité si on ne considére que 2 événements.
Pour 3 événements A, B,C on peut alors appliquer cette égalité a An B et C et obtenir :

P(AOBOC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AnB)-P(AnC)-P(BNnC)+P(AnBnC).
On peut alors appliquer le méme procédé pour 4 événements et obtenir le résultat proposé.

Fonction de répartition.
18. Puisque ((X =0),(X =1)) forme un systéme complet d’événements, on a :

1=P(X =0)+P(X =2),etdonc: P(X =0)=P(X =2 :%,et X suit la loi binomiale % (%)

Donc sa fonction de répartition F, vérifie :
e 0 x<0, F.(x)=P(X<x)=0,

c00sx<l, F.()=P(X<x=P(X =O)=%,car: (X<x) = (X =0),
c01<x, F (X =P(X <x)=P(X <1) =1.

19. a. Sion note X,, X, les variables aléatoires donnant les résultats des dés 1 et 2, alors :
o X =max(X,, X,),
- X(@) ={ 123456},
- et: 0 x0{ 1234586}, F, (x) = P(X < X) = P((X, £ X) n (X, < X)).
Par indépendance des lancers, on en déduit que : F, (X) = P(X; < x).P(X, £X).
Comme enfin, les deux variables suivent la méme loi ¢/(6), on en déduit que :
0 x<1, F,(x)=P(X<x)=0,

2
+01<k<5,0ksx<k+1, F (X)=P(X £x)=P(X £k) = (P(X, £k))? =(Ej ,
n
«06<sx, FF(X)=P(X<x)=P(X<6)=1.
b. Il suffit ensuite d’écrire: 1 1<k <6, (X <k)=(X=k)O(X<k-1),
et par incompatibilité : F, (k) = P(X =k)+ F, (k-1), puis :
k? _(k-)° _2k-1

P(X =k)=Fx(k)‘Fx(k‘1)=F " 2

20. a. Notons X, les N variables aléatoires donnant le résultat de chaque jeton tiré de I'urne numéro i .
Pour: X OR, onpeut écrire: w0 Q, (X(&)<X)) = (wa}i(xi (w)<x) = (O1l<i<n, X (w)<Xx).
<I<

Donc: Fy(X) =P(X £Xx) = P(ﬂ(Xi <X)) = I_J P(X, < x), puisque les tirages semblent indépendants.
i=1 1=
Donc :
+0Xx<1,01<i<N, P(X,<£x)=P(X,<£0)=0,et: F (x)=0,

N
cO1<k<n-1,0k<x<k+1,01<i<N, P(X, €X)=P(X, <k) =X et: FX(x):(Ej ,
n n

e0n<sx,01<i<N, P(X,<x)=P(X,<n)=1,et: F, (x) =1.
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b. On constate de plus que : X(Q) =N
Puis: O K ONp, (X<k)=(X=k)O(X<k)=(X=Kk)O(X<k-1),
car X est a valeurs entiéres et I'union étant disjointe, on en déduit que :

P(X =k) = P(X <k) = P(X <k =1) = Fy (k) = Fy (k= 1) :(Ej _[kT_lj |

c. Puisque X ne prend qu’un nombre fini de valeurs, elle admet une espérance et :

E(X) = kZ:k.P(X =k) = ;k[GJN —(k—'le].

n
On en déduit que : E(X)——(ZkN+l Zk(k N j (Zk”+l Z(k+1)k j
n" = n" &= k=0
E(X)=— ( z K" j =n- Z_:[Ej , cette derniére somme n’ayant pas d’expression « simple ».
=\n

Lois usuelles, modélisations, approximations.
21.a. X suiticila loi uniforme sur {1, ..., 6} /(6), les résultats étant équiprobable (dé équilibré).

22.

4 1
b. Ici la probabilité a chaque tirage d’obtenir une boule Rouge est constante égale a : E = 5

Il s’agit donc d’'une succession de 8 épreuves de Bernoulli avec une probabilité de succés égale a 5

X suit donc la loi binomiale % (8%) .

c. Ici il s’agit d’'une expérience ou on attend « le premier succes », donc X suit la loi géométrique de
. 4 1 (1
parametre : p=-—=—,soit&Z| — |.
12 3 3

d. Le placement de chaque boule est une épreuve de Bernoulli avec probabilité de succes égale a —, et
indépendant des autres placements.

. . . o . 1
On veut estimer le nombre de succés : X suit donc la loi binomiale % (10, —j)

e. Puisque les cartes sont mélangées au hasard, la place de la Dame de Cceur est équiprobable parmi
toutes les places possibles et donc X suit la loi uniforme sur {1, ..., 32}, soit #/(32).

f. Cette situation est totalement identique a la précédente (on aurait pu imaginer que les cartes étaient
tirées une a une du paquet (ou du sac) et étalées ensuite sur la table).
X suit donc loi uniforme sur {1,...,n}, soit @/ (n).

g. Il s’agit ici d’'une expérience ou on attend « le premier succes » et X suit donc la loi géométrique de
R 1 (1
parametre —, soit &| — |.
n n
h. Ici il s’agit d’'une succession de n épreuves de Bernoulli indépendantes de paramétre: p=—, et X
r

suit donc la loi binomiale % [nlj .
r

On commence par écrire : (2X < X?+1D)=(X*-2X+1>0)=((X-1)*>0)=(X #1).

1
-4 A Z=1-)e™.
1

Donc par complémentarité : P(2X < X?+1)=1-P(X =1)=1-¢e
Puis : (X pair) :U(X =2n),

n=0
et comme cette réunion est disjointe, on en déduit par incompatibilité :
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23. a.

24. a.

P(X pair) = ZP(X 2.n) = Ze‘”

+00 /‘2[1

).

4 ch(A) = % -

Il est immédiat par récurrence que : 0 n ON, P(X =n) = 2— P(X =0).

Comme de plus la somme des probabilités doit valoir 1, on a donc

1= ZP(X—n)—P(X O)Z——P(X 0).e?, soit : P(X =0) =e™?, et finalement :
n=0 -

On ON, P(X =n)=2—'.e’2
n!

X suit donc la loi de Poisson &2 (2).
On en déduit que : E(X) =V(X) =2.

. La suite (P(X =n)),on+ €st une suite vérifiant une relation de récurrence linéaire double, d’équation

caractéristique : 3.r° —4.r +1=0, qui a pour racines 1 et =

Donc: O(AB)OR?, On ON* P(X=n)=A1"+ B(é) = A+3—Bn.
Puisque la série z P(X =n), doit étre convergente, ona: A=0, et de somme 1, on a alors :

nx1

+00 +00 B 1 l B
1=YP(X=n=Y_—=BZ.—~-=—,et: B=2.
2 25 B3 172

Finalement: O n ON, P(X =n) :%3”1_1 '

En particulier : E(X) 22, et: V(X) :%

et X suit la loi géométrique ﬁ(%)

L’ensemble des valeurs prises par Y est N.

Puis (Y =0) est égal a I'union disjointe U(X =2k+1), etdonc:

P(Y =0) — P(O(X =2k +1)J = +Z”P(X =2k +l) = +Z’° p(l— p)Z.k = pl_ (11_ p)2 = 2} " .

D’autre part: 0 n ON* (Y =n)=(X =2n), etdonc:
P(Y =n)=P(X =2n) = p.(l—- p)*"*.

Enfin, la série > n.P(Y =n) converge car: 0 n ON*, n.p.(L- p)*"™" = (n—lzj ,et:

n=0
p.d-p) _ 1-p

EY) =3P =) =Y np.d-p)>™ = p.a- p).> n(@-p)?) = =
(Y) nZ:(‘;n( n) ;np( p) p.( p);n(( P - pe= )

. L’ensemble des valeurs prises par Y est encore N, et comme dans la question précédente :

P(Y =0) = P((X =0)D[j(x = 2.k+1)J: P(X =O)+§P(X =2k +1), et donc :

k=0 k=0

o0 2k+1 A 22
P(Y=0=e”+>e". A —e retsp(l)=1T2e e
v (2k +1)! 2
/12.n
D'autre part: 0 n ON*, P(Y =n)=P(X =2n)=e™. .
(2.n)!
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25. a.

C.

2n
Enfin, ona: n*.e™. A" 0,.. (%]
(2.n)! n

donc la série Z Nn.P(Y =n) converge, et Y admet une espérance.

n=0

+00 +00 _ AZ.n e—A /1 +00 Az.n—l e—A A /] (1_ e—2./1 )
De plus: E(Y) =Y nP(Y =n) =Y ne™. =23 (2n). = ch)y=-—-_7,
eplus: E(Y) =2 nP(Y=n)=2, 2n 2 2,@n e 2 2

La série converge puisque : 0 x O]-1,+1[, n.(n=1).(n-2).x"° =o,, (izj )
n

- +00 ~ _ N3 _ + _ _ n-3 d3 1 _ 6
De plus: 0 x O]-1,+1], ;n.(n D.(n-2).x —;n-(n D-(n=2)x"" = (1_ Xj‘ 1-x*’

puisqu’une série entiére est de classe C” sur son intervalle ouvert de convergence et que ses dérivées
successives s'y obtiennent par dérivation terme a terme.

.Laloide X estassez simple, c’est la loi du premier succés dans une suite d’expériences de Bernoulli

indépendantes, soit la loi géométrique.

Donc: X(Q) =N* et: 0 n ON* P(X=n)=q"".p,olonanoté: q=1-p.

En notant S, I'événement : « A se réalise au k®™ essai », on peut aussi dire que :
(X=nN)=Sn..nS,nS,,

d’ou le méme résultat par indépendance des essais car : P(S,) = p.

Dans ce cas, la série Zn.P(X =n) converge, donc X admet une espérance, et :

nx1

+00 ~ 1
E(X)=) npg™=p. ==,
zl L-9° p
Ona: Y(Q) =N-{0,1}, etlaloi de Y peut s’obtenir avec la formule des probabilités totales :

epour: n=1, P(Y=1)=P(Y=n)=0,et:

n-1
«0n=22, P(Y=n)=> Py (Y =n).P(X=K).
k=1

Or:1l<ksn-1, Ry, (Y =n) correspond & la probabilité d’obtenir un succés au n“" essai aprés le

k®™ ce qui est identique & obtenir un succeés au (n-k) *™ essai en repartant du début, soit :
P(X:k)(Y =n) =P(X =x-K),

n-1
-2 2 -2
q""=(n=-1.p°.q"".
k=1
On peut également écrire: (Y =n)=(§nS,n..nS_ nS)0..0E NS n..nS,nS,),
et les événements de cette réunion étant deux a deux incompatibles, on obtient le méme résultat en
utilisant & nouveau l'indépendance des lancers.

Puis la série z Nn.P(Y =n) converge donc Y admet une espérance et :

nx1

n-1
etdone: P(Y =n) =Y, pq"**.pg* = p*.
k=1

+0o ~ 2 2
E(Y) =) n(n-1).p>.q"* = p> =—..
zz @-a)° p

d. On constate évidemment que : E(X) < E(Y).

26. Le nombre d’enfants dans une famille peut ainsi varier de 1 & +co. )
De plus, pour : n 0O N*, I'événement (X =n) correspond au fait d’avoir un garcon (le n**™®) et n—1 filles

(tous les enfants précédents).

. o N ) 1 _ _ 1(1 n—1_ 1 n
X suit donc une loi géométrique de parameétre > et: P(X=n)==|= = =1.

2\2 2
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: . . 1 .
Dans une famille qui comporte n enfants, la proportion de garcons est — (soit le nombre de gargons
n
divisé par le nombre total d’enfants).

. R . L L 1
Si cette valeur correspond a la variable aléatoire Y, onadonc: Y = Y

Enfin E(Y) existe si la série Z—.P(X =n) est absolument convergente par le théoreme de transfert, ce
nx1

qui est le cas.

+o00 n
Donc Y admet une espérance qui vaut : E(Y) = Zi(éj = —In[%j =In(2)= 0.7.
n=1
27. La poule peut pondre autant d’ceufs qu’on veut, donc : N(Q)= N, et chaque ceuf peut ou pas éclore.
Donc : K(Q) =N.
On utilise ensuite le systéme complet d’événements ((N =n), n=>1).

Puis: 0 k ON, (K:k):[j((Nzn)m(K=k)),

n=0

et par incompatibilité : P(K = k) = Z P(N=n)n (K =Kk)) = Z P(N =n).P ., (K =K).
n=0 n=0
Or:
*si:n<k, Py.,(K=k)=0,

car on ne peut avoir plus de poussins que d’'ceufs pondus,

pe.a-p",

car on compte le nombre de succés dans la répétition d’'une méme expérience de Bernoulli % ( p).
+00 n
L2 AT (N

esiinzk, Py, (K=k)=

BIK = 1) = AN o e _€p (AN AP _ et (A.p)" & (AL-p)T
Donc : P(K —k)—nZ:l;e kP aA-p) " nZ:l; =K ” ; PR

On reconnait alors (au besoin avec une translation d'indice) une série exponentielle et :
- k k
(. _ o (A
Ok ON, P(K=k)=2"AP) (kl P rom = g A-P) kl?) .
Donc K suit loi de Poisson &2(A.p).

Couple et famille de variables aléatoires.
28.a.Onadunepar: Z(a) = (13), Z(b) = (1) et: Z(c) = (23).
Donc: Z(Q) ={ (D, 13), (23}
D'autre part : X(Q) ={12}, et: Y(Q) ={13}, et: X(Q)xY(Q) ={ @), @3, (2)), 23)}.
Onadonc: X(Q)xY(Q) % Z(Q).
b. On a évidemment : X(Q) =Y(Q) ={ 1,23 4,5,6}.
D’autre part, on a obligatoirement : Y < X,
et la liste des éléments de Z(Q) est :
(1,1), (2,1), (2,2), (3.1), (3,2), (3,3), (4.1), (4,2), (4.3), (4,4), (5,1), (5,2), (5,3), (5.4), (5.5), (6,1), (6,2),
(6,3), (6,4), (6,5), (6,6).
On aanouveau : X(Q)xY(Q) % Z(Q).

29. a. Il y a 4 couples de valeurs possibles pour ( X,Y), et :
P(U,V) = (00)) =P((X =0)n (Y =0)) = P(X =0).P(Y =0) = (1- p)*,
P(U,V)=@D)=P(X =D n(Y=0)=P(X=10.PY=0)=p.0-p),
P(U,V)=Q0-D)=P(X=0)n(Y=1)=P(X=0).P(Y=1)=p.A-p),
P(U,V) = (20)) = P((X =1) n (Y =1)) = P(X =1.P(Y =1) = p?,
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30. a.

.Ennotant: Z= XY ,ona: Z(Q) :{ 12 3435,68101

en utilisant I'indépendance de X etde Y.

. On calcule ensuite : EUV) = 0.(l— p)* + 1L.p.(l— p) - 1.p.(l— p) + 0.p* =0,

d'ou: covU,V)=EUV)-EU).E(V)=0-p®>=-p* 20,
donc U et V ne sont pas indépendantes.

L'univers « naturel » de cette expérience est: Q =={ 12 345, 6}2, gu’on munit d’'une probabilité
uniforme.
Les valeurs prises par X sont: X(Q) ={ 12345, 6}, et:

+ (X=0={(@D.02.a 3 04,159, 16), (1. (6. (41, 31, (2D}, donc: P(X =1) %é'
9

- (X=2={@2 2,23, (24),(25),(26),(62),(52), (42,32}, donc: P(X =2) 36

« de méme : P(X=3)=l, P(X=4)=i, P(X=5)=i,et: P(X=6)=i.
36 36 36 36

Ensuite : E(X) =12 +2—+3L +4> 455 46 1 =519 955
36 36 36 36 36 36 36 4

.Laloide: S= X +Y, s’obtient comme précédemment par dénombrement et :

- S(Q)={ 23456,7,89101112}, et:
1 2 3
« P(S=2)=P(S=12)=—, P(S=3)=P(S=1) ==, P(S=4) =P(S=10) = —,
(S=2)=P( ) =3¢ P(S=39)=P(S=1)=_., P(S=4)=P( 36

4 5 6
P(S=5=P(S=9) =—, P(S=6)=P(S=8)=—, etenfin: P(S=7)=—.
( ) = P( ) 36 ( ) = P( ) 36 l ( ) 36
Enfin: E(S) = E(X +Y) = (2412 = 4 (3+11.2 + (4410 — + 5+ 9) - + (6+8) > + 7.0
' 36 36 '36 '36 ‘36 36°

36
et: E(S)=7.
IQ = 475.
4

9,151816,20,24, 2530, 36} :

On en déduit par linéarité que : E(Y) = E(X +Y)-E(X)=7-

N o

On en déduit la loi de Z par dénombrement avec par exemple :

« (Z=)=(X=1Y=2)={@D}, et: card(Z=2) =1, ¢et: P(Z =1)=3—16,
4

< (2=12=(X=2Y=6)0(X =3Y=4)={ (26), (62, (34), @3)}, et: P(Z=12) "3

De méme :
P(Z=2)=P(Z2=3)=P(Z=5=P(Z=8=P(Z2=100=P(Z=12) =P(Z =15) =P(Z =198)

=P(Z=20)=P(Z=14) = P(Z :30)=3—2é,

et: P(Z=9)=P(Z=16) =P(Z =25 :3_16'

Puis enfin: P(Z =4 :i.
36
Ensuite : E(Z) = (1+9+16+ 25).3—16+ (2+3+5+8+10+12+15+18+20+14+ 30).3—26+3.3i;5,

et: E(Z) = E(XY) = >/

36
Enfin : cov(X,Y) = E(XY) - E(X).E(X) ==/ 919 191,
36 44 14

On en déduit que les variables X et Y ne sont pas indépendantes.
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31. a. On commence par préciser que : Z(Q) :{O,...,n —:I}.

Puis: 01<k<n-1, (Z=k)=(nU_k(X=p)n(Y=k+ p)JD(nUk(X=k+ p)ﬂ(Y=IO)J,

p=1 p=1
et par incompatibilité et indépendance :

P(Z =K) = (Z P(X = p).P(Y =k + p)j (f‘ P(X =k + p).P(Y = p)j =2 nn—zk,

Drautre part: (Z =0) = U(X p) n (Y = p), et pour les méme raisons : P(Z =0) = n_nz %
Donc: E(Z) =0.P(Z =0) +nik.p(z =k) = Zk (n-k) __( n. (n2 ) n (n—l)é(z.n—l)j’
et aprés simplification : E(Z) = n’ _1,
3n
De méme : E(Z?) = Zkz P(Z = k) __an (n-K) __( n.(n- 1)6(2n 1) nz-(l‘ll—l)zj _ n26—1.
Enfin : V(Z) = E(Z?) - (E(2))? = (” ‘1j _(M-)(°+2)
18n?

b. On constate a nouveau que : S(Q) 2 2. n

puis on écrit encore : 0 2<k < 2n, (Z=k)=U(X =pn((Y=k-p).

p=1
En utilisant I'incompatibilité puis I indépendance on distingue alors deux cas :
:2<ks<n+1,alors: P(Z =Kk) = ZP(X p).P(Y =k-p) = k- 1
p=1 n’

n+lsks2n alors: PZ=K)= Y P(X = p)P(Y =k - p) = 2N K+

p=k-n

+
Dot : E(S) = Zk P(S=k) = Zk—+(n+1) —+ Z g 2n-k+l k L
k=n+2
On effectue dans la deuxieme somme le changement d’indice : k =2n-k+2, etelle devient :

Z“: (2n-k+2).(k'-1) .

n2 0.3

En rassemblant, onn l(()titlent : . “25_:
E(S) = (2.n+2).2—2+(n+1).— ;
.2

et donc : E(S)—2n+2 n.(n - 1)+(n+1).1:n+1
n .15

Le diagramme ci-contre donne la loi de probabilité ]
de S(pour: n=6). 0.1
On comprend assez le nom de « loi triangulaire » ]
et la moyenne (vu la symétrie de la représentation) . I]E—
apparait clairement comme valant 7, soit dans le ] | | | |
cas général n+1.

c. C'est I'espérance de S donc cette moyenne vaut n+1.

2 4 & 8 W 12
32. a. Notons tout d’abord que X est a valeurs dans N* et que pour un entier n non nul, (X =n) correspond

a:F,n..nF_, nF, ,donc parindépendance : P(X =n) = P(F,)..P(F.).P(F.) = (%) .
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X est une variable aléatoire suivant la loi géométrique ?[Ej

De méme, (Y =n) correspond a : El N...N E nF,,et: P(Y=n)= P(E)...P(K).P(Fn) = (%) :

b. Le couple (X,Y) prend ses valeurs dans N** et plus précisément, pour : (i, j) ON** ona:
esi:i=j,alors P(X =i,Y =) =0, puisqu’'on ne peut obtenir Pile et Face au méme tirage.
esi:i>2,et: j=2,onaencore: P(X =i,Y = j) =0, car on a obtenu Pile ou Face au 1* tirage,
esizi=1,et: j=22,alors: (X =1,Y = j)=€m...mam F . et:

P(X =i,Y = j) = P(F,)..P(F,,)-P(F)) :[%j].

edemémesi: j=1,i=22,0ona: P(X=i,Y=))= P(Fl)...P(Fi_l).P(Ei) 2(%) .

c. Les variables X et Y ne sont pas indépendantes, puisque :
P(X=1Y=1)=0,et: P(X =2).P(Y =1) 2%% 2%;& 0.
d. Z _prend ses valeurs dans I'ensemble des entiers naturels supérieurs ou égaux a 2.
P-UIssl .: k=2,alors: P(Z=k)=P(Z=2)=P(X =4Y =1)=0,et:

k-1 k-1
esi: k=23, P(Z=k) = P(U(X =i,Y = k—i)j = z P(X =i,Y =k —1), par incompatibilité et :
i=1 i=1
P(Z=k)=P(X =1Y=k-1)+P(X =k-1Y =1), puisque ce sont les deux seuls termes non nuls.
1 1 _ 1
2k—l + 2k—l - 2k—2 )

Deplusona:l1l#k-1,donc: P(Z=k) =

33. a. Notons que tous les termes sont bien positifs.

De plus: O j =1, la série Z p;; convergecar: p,; =—. 1 - ~— _1 iz
=) LO+D.J.(J+D = .00+ i
terme général d’'une série de Riemann convergente.

. i 1 - 1 1 1
Puis:0O |21, S, =) p; = D — = d=—— (série télescopique classique),
‘ le : J-(J+1)iZ:1:|-(I+1) (+)  J+Y
+00 +00 1
puis : S = — =1
; ‘ JZ:;'J-(Hl)

et ((,]), P;.; Ja,on= définit bien la loi de probabilité d’'un couple ( X,Y') de variables aléatoires discrétes.
b. La loi de X s’obtient par :

. e . e 1 1 & 1 1
Oi=21, P(X=i)=) P(X=i,Y=])=) — — =— Do =— .
,Z:;‘ ]Z:;'I.(I +D.j.(j+D) i.(i+D JZ:;‘ (J+D)  i(i+D
De facon identique (ou par symétrie) : 0 j =1, P(Y = j) =- _1 :
(1 +1)
c. Puisquonaalors: 0i21,0 j=21, P(X=i,Y=])= ! =P(X =i).P(Y=)),

i.(i+2.j.(j +1
les variables X et Y sont bien indépendantes.

34. a. On remarque tout d’abord que tous les & ; sont positifs, puis que :

+si:j=0,8 =Y a,;=0,etque:
i=0
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j-1

+0j21,8=a,=) -p'p*=(i-2.a-p)7.p*
i=0

i=0

De plus la série ) S; converge car: (j —1).(- p)!.p* = om(ij, et:

%0 j?
+00 +00 . . +00 ~ +00 ~ 1
'S, =X (i-0.a-p)2p?=p° Y k@-p)*=p° Y k@-p"=p’——5 =1
j=0 j=1 k=0 k=1 (1_ (1_ p))
Donc ( (i, j),a”. )iy o= €st bien la loi d’'un couple ( X,Y') de variables aléatoires discretes.
b. X prend ses valeurs dans N et sa loi s’obtient par :

D1, P(X=i) =Y P(X=iY =)= 30 p) 2 p? = pz.—l‘l_‘(lp_);) = p.a-p)™

Y prend ses valeurs dans N /{0,1} et :
+00 j-1 ) ] -
0j22, P(Y=])=) P(X=i,Y=])= (-p)?.p*=(j-D.a-p)'*.p*.
i=1 i=0

Les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes car :
P(X=2Y=2)=a,, =0, et: P(X=2).P(Y =2) = p.~ p).p> #0.
c. Soitdonc: | =2.

Alors :
=i.Y=j - n)i?2p?
Ry (X =)= PXEYED @R o g et
P(Y =1) (j-D.a-p"".p° -1
. _PX=iY=))_ _
s By (X =i)= P =) =0, sinon.

Un peu comme une restriction de probabilité uniforme sur Nj.;.

35. Tout d'abord : Z(Q) = N*.
Puis:On=22, (Z=n)=((Y=0n(X=n-))O(Y=D)n(X=n-2),
et par incompatibilité puis indépendance :

P(Z =n)=P(Y =0).P(X =n-1)+P(Y =).P(X =n-2) :%'e% '((r?:)' ' (r?:)'j'

D'autre part: P(Z =1) =(X =0) n (Y =0), et a nouveau par indépendance : P(Z =1) = %.e_” :

On constate alors que : N°.P(Z =n) O Ll - 0, par croissances comparées, et Z admet une espérance.

] +00 1 Z +00 /1[1—1 +00 /1[1—2
E te: E(Z2)=1P(Z=D)+ ) nP(Z=n)=—e" |1+ > n. + > n. )
nsuite : B(2) =1P(Z =1+ ) nPZ =n) =3 ( 2 T2 (n—2)!j

n=2
n-1 n-1 n-1 n-1 n-2 n-1
On écritalors: 0 n=2, n. A =(n-1+1). A = A + A =A. A + A :
(n-1)! (n=-1)!' (n=-2)! (n-1)! (n=-2)! (n-1)!
An—Z An—Z An—Z

etdeméme: 0 Nn=2, n. = A + 2. ,
(n—=2)! (n-3)! (n—-2)!

la premiere simplification étant valable pour : n= 3, (et le terme correspondant s’annule pour : n=2).
. 1 i +00 An—Z +00 An—l +00 An—S +00 An—Z
Dou: E(Z)==e"]1+1)] +> +AD +2.) ,
2 = (-2 =Zh-)t Zh-3)! Z{h-2)
2A+3

soit : E(2Z) =%.e‘” A+Are’ +(e -)+1e' +2e") = -

Pour la méme raison, Z admet un moment d’ordre 2 et donc une variance, et :

+00 1 +00 An—l +00 An—Z
E(ZH)=22P(Z=D+>n’P(Z=n)==e" |1+ n% +) ' n. .
(@) =P@ = 2Pz =n = o e b N T 2 o2
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On utilise alors : n*> =(n-1).(n-2)+2.(n-1), et: n®* =(n—2).(n-3) +5.(n-2) + 4, afin de sommer les
séries et en réindexant (et changeant les valeurs initiales de sommation au besoin) :

g
Enfin: V(Z) = E(Z?) - (E(2))? =§.e‘”

36. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi &(p) avec: pJ]0,1[.
a.

37. a.

+00 5 An—l +00 An—l +00 An—l 5 3
- > n = +2.) = (N +2A)e’,
n=2 (n—]_)l n=3 (n_3)| n=2 (n—2)'
+00 n-2 +00 n-2 +00 n-2 +00 n-2
e >on? A => A +5.z/1—+4.z A =(N*+54+4)¢e,
= (=2 =Z(h-4 =Zh-3)! =Z({h-2)
2
ol : E(Z?) :%.e‘” +M

2
1

+2./12+7./1+4_(2./1+3j2:1 a A1
2 2 2 4

3
Puisque : X(Q) =Y(Q) = N*, on a tout d'abord : S(Q) = N\{0,1}.

n-1
Puis:0nz2, (S=n) = J(X=k)n (Y =n-k),

k=1

n-1

et par incompatibilité puis indépendance : P(S=n) = z P(X =k).P(Y =n—-K).
k=1

n-1
Donc:0n=2, P(S=n)=> p.A-p)*t.p.a-p)"**=(n-1.p%@0-p)">.
k=1

. On aimmédiatement : n.P(S=n) 0[] - 0O,

avec le théoréme des croissances comparées, donc S admet une espérance, et :

E(S) = in.P(S: n) = +Z_O("‘n.(n—l).pz.(l— p)"? = pz.in.(n—]).(l— p)"?,

et a I'aide de la dérivée seconde de : X+ 1— on en déduit que :
- X

2 2

@-e-p)P P
Pour les mémes raisons qu’au-dessus, S admet un moment d’ordre 2 donc une variance.
Puis: E(S?) =) n*P(S=n)=> (n+1-)n(n-1.p>.- p)">.

n=2 n=2
A l'aide cette fois d’'une dérivée troisieme :

E(S) = p’

+o0o

E(S%) = pz.(Z(n+1).n.(n—l).(1— p)"2 —in.(n—l).(l— p)“‘zj,

etdonc: E(S%) = pz.( 6 i 2 3j=2.3_2p.
@-a-p) @-a@-p) p
Enfin: V(S) = E(S?) - (E(9))2 =22 P-4 =517 P
pP° P p

Ona:0n 0N P(X>n)=P(L+j(X:k)j: iP(X:k),

k=n+1 k=n+1

par incompatibilité et donc : P(X >n) = p.(L- p)“.; =@1-p)".
1-1-p)

. On commence par noter que : Z(Q) = N*.

Puis:OnON*, (Z=n)=(X=nn{(Yy>n)0(X=nn(Y=n)O(X >n)n (Y =n)),
et & nouveau par incompatibilité, puis indépendance, on en déduit que :
P(Z =n)=P(X =n).P(Y >n)+P(X =n).P(Y =n)+P(X >n).P(Y =n).
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38. a.

39. a.

Le résultat obtenu en a. pour X vaut pour Y, et donc par indépendance :
P(Z=n)=p.A-p)"".L-0)" +p.A-p)" q.0-9)"" + (- p)a.a-a)"",

dou: P(Z=n)=@1-p)"".A-a)"".[p.-a)+ pa+a.A-p)] = (L~ p).-L-a)"".(p+q- pa).

Il suffit de remarquer enfinque : 1- 1- p).A—-q)=1-QL-p-p+pg =p+g-pdg,

pour en déduire que la loi de Z est bien géométrique, de paramétre : r = p+q-— p.g.

Toutes les valeurs proposées sont bien positives et la série Z P(X =n) converge comme série

n=0

+00 1
géomeétrique et a pour somme : p.A- p)* = p—=1.
zo 1-A-p)
On peut calculer I'espérance de X par un calcul direct ou en remarquant que sil'on pose : Y = X +1,
alors :
* Y(Q) = N*,
«ONON* PY=n)=P(X=n-D)=p.aA-p"",
etlaloide Y est la loi géométriqgue &Z(p).

Donc Y (etdonc X ) admet une espérance et : E(X) = E(Y —1) = E(Y) —1zl -1.
p

. On atout d'abord : Z(Q) = N, puis :

OnON, (Z=n)=U((X =Kk) n (Y =n-Kk)),
k=0
et par incompatibilité puis indépendance :

OnON, P(Z=n)= ip(x =Kk).P(Y =n-k) = pz.i a-p).a-p)"* = pc(n+1.0- p)".

. Enfin, pour : n O N, la loi conditionnelle cherchée se définit par :

P(X =k)n (Z =n))
P(X =n)

OkON, P,.,(X=Kk)=
et on distingue deux cas :

esi: k>n,alors: P((X=k)n(Z=n))=0,car: X<Z,etdanscecas:

Pz=n (X =k) =0.

esi:k<sn,alors: P((X=K)n(Z=n))=P((X =k)n (Y =n-k)) =P(X =k).P(Y =n-k),

_ k _ n—k
etdonc: P,_, (X =k) = p.(12 Y pd-p 1 .
p.(n+1.A- p)" n+1

On constate que cette loi conditionnelle est la loi uniforme sur {0,l..., n}.

Laloide X estla loi binomiale .% [n +:L§j , puisque cela correspond au nombre de succes (ici cela

correspond a obtenir Face) dans la répétition indépendante d’'une méme expérience de Bernoulli de

1
parametre rk

De méme la loide Y est la loi binomiale & (n%)

. X variantde0a n+letY deOa n, et étant deux variables aléatoires indépendantes, on a tout

d'abord : (X =Y)(Q) ={-n,...,—1,0,1,...,n+1}.
n+l

Puis: 0 p O (X-Y)(Q), (X-Y=p)={J(X=K)n(Y=k-p),

et par incompatibilité et indépendance :

OpOX=-Y)Q), P(X-Y= p):gP(X =k).P(Y =k-p).

k=0

PSI Dupuy de Léme — Chapitre 10 : Variables aléatoires (Exercices : corrigé niveau 1).
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On distingue alors plusieurs cas pour évaluer les probabilités qui apparaissent :
esi: p=1, alors k peut varier entre 1 et n+1 pourque : 0<sk-p<n,et:

wcren= Y 8 e

On examine alors le coefficient de x™*? dans: (1+X)*"™" = (L+X)"".(L+X)", et :

) ) 2n+1
- dans I'expression de gauche, on obtient ,
n+p
] ) in+1 n
- dans I'expression de droite : Z . .
ia\ kK J\n+tp-k

n+p

En effet, X" peut s’écrire x”.x" (ce qui correspond a: k= p), x"*.x"" (pour: k = p+1), etc...

jusqua x"™*.xP™ (pour: k=n+1).

) omMin+] n 2n+1
Donc on vient d’obtenir : Z . = , et donc :
Z( k Jlntp-k) (n+p

00<spsn+l, PX-Y=p) =—— 1_(2n+1
p p 22n+1 n+p )
si: p<0, alors k peut varierentre O et n+ p pourque: O<k—-p<n,et:

1\ e n+1 n 1 (2n+1
PX-Y=p)=|=]| . ) == ,
( P) [Zj ;( k ](n+ p—k] 22"”1( n ]

En examinant & nouveau le coefficient de x™ dans : (L+ x)>™" = (L+ x)".(L+ X)", obtient toujours :
2n+ 1}

- dans I'expression de gauche, on obtient (
n+p

npe n+1 n
- dans I'expression de droite : Z ,car:
o\ k J{n+p-k

peut s’écrire X°.X™P (pour: k =0), x"*x"™"™" (pour: k =1), jusqua x™P.x° (pour: k=n+ p).
TPin+1 n 2n+1

Donc & nouveau : Z = ,
=\ k Jln+p-k n+p

etanouveau: 0 -n< ps-1, P(X-Y=p)=—— 1 (2n+1
uv 4 p p 22n+1 n+p .

n+p

. La premiére probabilité est immédiate :
2n+1 2n+1 2n+1
P(X =Y)=P(X =Y =0)= . =1 =1 |
2" n 2"\ (@2n+)—-n) 2°" n+1
Pour la deuxiéme on obtient, & nouveau par incompatibilité :

n+l li2n+1
PX>Y)=P(X =Y >0)=3 P(X-Y = p) = e Z( ) j
i 2 n+p

On remargue ensuite que :

h 2n+1 2n+1
P(X<Y):P(X—Y<O):ZP(X—Y:—p)_22n+1 Z( n+J 22n+1 Z((Zn_,_l)r]-'-(n p)J

p=1
2n+1 wi2n+1 1 (2n+1

ou : <Y) = >Y) - : .

dou: P(X <Y) = Z(mpﬂJ S Z( ] P(X >Y) 22'“+1(n+1]

Enfin: P(X-Y<0)+P(X-Y=0)+P(X-Y>0) =1,

donc: 2P(X-Y>0)-P(X-Y=0)+P(X-Y =0) =1,

soit: P(X >Y):P(X—Y>O):%.
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40. On commence par noter que X et Y admettent une espérance ainsi que U ? et V2, car
U2=a%X?+2.B8X+ 3%, avec une expression similaire pour V?.
Donc U et V admettent aussi une espérance et : covU,V) =EU).E(V)-EUV).
Or:
cEU)=a.E(X)+8, E(V)=y.E(Y)+0,et:
s EUV)=E@yXY+adX+LyY+pLJ0)=ayEXY)+ad.E(X)+pLyE()+ [0, soit:
e covU,V) = a.y.(E(X).E(Y) - E(X).E(Y)) = a.y.cov(X,Y).
Puis: V(U) =V (a.X + B) =V (a.X) =a*V(X), soit: a(U) =|a.o(X), et de méme : o(V) =|)o(Y).
On doit alors supposer que a et y sont non nuls pour pouvoir parler de p(U,V).
a.y.cov(X,Y)

lala(X)|n.o(Y)

Et finalement : p(U,V) = =+p(X,Y), le signe étant celui de a.y.

41. Pour chaque tirage tous les numeéros ont la méme probabilité de sortir et X; suit donc la loi uniforme sur
Ny pour tout entier i .

2 —
Donc: O i ON* E(X, )—N—1 et: V(X;)= N 1.
2 12
o ; . N+1
Par linéarité de I'espérance on adonc: O n ON* E(S,) = Z E(X,)=n. .
k=1
, , . o N _ N?-1
Puis les variables X, étant mutuellement indépendantes : V(S,) = ZV(XK) =n. TE
k=1
42. Par linéarité de I'espérance on a : E(X) = Z E(X,)=nm.
k=1
n.(n- 1)
Puis : V(X) =V Zx ZV(X )+2. ) cov(X;, X;)=nv+2——=> 5 =n’v.
k=1 k=1 I<i<j<n

Fonctions génératrices.
43. Au travail donc...
* Si X suit la loi uniforme ¢/(n),on a:

k_l“k 11-t" e )
OtOR, Gy (t) = Z—t nkzl‘t Pt ct21.
* Si X suitlaloi de Bernoulh L(p),ona:
OtOR, G, (1) = @L- p)t°+ pt'+= (- p) + pt.
* Si X suit la loi binomiale % (n, p),ona:

OtOR, Gy (t) =im-pk-(l p)" =i(£)-(pi)k-(l— P =(1-p+pt).

k=0

» Si X suit la loi géométrique &Z(p), ona:

Gy (t) = z p.A-p)""t" = p.t.; et cette série a pour rayon de convergence : R= i , la
n=0 1-(1-p)t -p’
o e 1 1
fonction étant elle définie sur T
-p 1-p

* Si X suit la loi de Poisson 9)()\) ona:

n

OtOR, Gy (1) = Ze t" ‘”z( DY e gt = i,
n n!

44. Tout d'abord, si X suit la loi % (n, p), alors :
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OtOR, Gy (t) :ip(x = k)t =i(£).pk.(l— p)" 1" = (pt+@- p))".

De méme si Y suitlaloi % (m,p), alors: OtOR, G, (t) =(pt+@-p)".

Puis X et Y étantindépendantes,ona: 0t0R, Gy, (t) =G, (t).G, (t) =(pt+@-p)" ™",
et X +Y suit la loi binomiale &2 (n+m, p).

45. a. Vérifier la cohérence de cette définition revient & vérifier qu’on définit bien ainsi une variable aléatoire
discréte.

+00 +00 2n
Or toutes les valeurs prises sont positives et : Z P(X =n)= 1 Z xZ 1 ch(x) =1.
o ch(x) &5 (2.n)!  ch(x)

Donc on vient bien de définir ainsi la loi de probabilité d’une variable aléatoire discréte.

. L . ; 3 . R +00 1 +00 tn'XZ.n
La fonction génératrice cherchée est donnée par la série entiére : Zt”.P(X =n)= z .
= ch(x) 7= (2.n)!

tn+1,P(x = n+1)| _ |t|| X 2M+2 (2n)|| _ |t| X2 0 J;]D .0
| t"P(X=n) | "@n+2)" x*" @n+2.2n+1) ™~
et la regle de d’Alembert garantit que le rayon de convergence de la série entiére est donc : R = +co .

o & 1 & _
Ensuite : Ot O R, G, (t) = ;t P(X=n)= ) nzz(; an et donc :
1 zw (xa/)*" _ ch(x/t) ot
ch(x) &= (2.n)! ch(x)

esi:t<0, G, (t)= 1 -m (D01 = cos/-t) .

Or:0tOR*, 0N ON,

esi:t=20, G, (1) =

ch(x) 7= (2n)! ch(x)
b. Comme série entiére, G, est de classe C” sur R, donc X et X % admettent une espérance.
De plus:
Oot>0, le(t)ZM-L,d’OU: E(X)ZGX'(]_):X'Sh(X) et
Ch(X) 2.\/f 2.Ch(X)
2 2
1150, 6, ()= MO X _0t) X g gy X S09 X
ch(x) 4t ch(x) P 4 ch(x) 4

On peut alors retrouver : G, "'(1) = in.(n—l).P(X =n) = E(X.(X -1)) = E(X?) - E(X), soit :

n=2

gy 2 e e [ X _sh(0) x), xsh(x) _(xsh(x))’
V(X) =E(X7)-E(X)" =G, ") +G,'D-Gx'D (4 ch(x)'4j+2.ch(x) (2.ch(x)]’

soit aprés simplification : V(X) = X(x+ sh(x).ch(x)) )
4.ch?(x)
Résultats asymptotiques.
46. Chaque passager a une probabilité de présence de 0.95 au départ de I'avion.
On a donc une succession de 94 expériences de Bernoulli de paramétre 0.95, soit une variable aléatoire
X donnant le nombre de passagers présents au départ de I'avion qui suit la loi binomiale .% (94, 0.95).

La probabilité qu’il y ait un probléme au départ (trop de personnes présentes) correspond donc a :
94

94

P(X29) =) P(X=n)= z(ﬂ 095".(1- 095%™ = 0.3028.
n=91 n=o1 N

Si d’autre part, on considére la variable aléatoire Y donnant le nombre de passagers absents au départ de

I'avion, soit: Y =94- X, cette variable Y suit la loi binomiale .2 (94,0.05).

On peut alors approcher cette loi binomiale par la loi de Poisson de parametre : A = 94.(1—- 095) = 4.7, car

ona: N =94, éléments concernés (valeur assez grande) et un produit : N.p = 4.7, (donc assez faible).
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Dans ce cas, la probabilité qu’il y ait un probléme (pas assez d’absents au départ) est donc :

3 47k

P(Y<3)= ZP(Y ky=>e “”—
k=0

La loi de P0|sson proposée semble donc une bonne approximation ici de la loi binomiale précédente.

= 0.3097.

47.Laloide X, estici clairement la loi binomiale % (n,—j puisque le fait de remettre la boule tirée apres
n

chaque étape fait qu’'on a affaire ici & une succession de n expériences de Bernoulli indépendantes et de
. 1
parametre : p, =—.
n

Or lorsque n tend vers +o, et puisque : N.p, =1, on peut approcher cette loi par la loi de Poisson .22(1).

k
En particulierona: P(X, =k) = e‘l.%, etdonc: P(X, =k) O L] - %
! - ek!

Remarque : en fait, ona: P(X, =Kk) = (:](%j (1—%jn_ :ﬁ!—k)"(n_l)_k (1_%jn,

et la formule de Stirling donne :
n o—n k
P(X, = k)~ n".e"A27mn n—l)"l 11 (n-k)* ( j 1 e 1
n

Kkl (n-k)"*.e " J2m(n-k) { ewek e nk

~__~

o @kl ek += akl

X 1 1
nj:—.E(Xn) =—np=p.
n n n

48. On a par linéarité de I'espérance : O n ON*, E(Y,) = E[

Par ailleurs : V/(Y,) :V(X”j = Lvix)=tapa-p =20
n n

Y,
L'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev donne alors : 0 £ >0, P(|Y E(Y, )| >2£)s—1 V¥.) , SOit ici :
£?
p-p)

ne’
Or si on étudie la fonction : p+— p.(L— p), sur [0,1], on constate qu’elle y reste positive et qu’'elle atteint

0&e>0, P(Y,-plze)s————

. 1 1 : - ,
son maximumen : p=—, ou elle vaut 2 ce qui entraine bien : P(|Yn - p| >£)< 5 -
n.e

49. a. Notons tout d’abord que X suit la loi binomiale .% [n%) et:

E(X)=ni=" et:v(x)=ni2=20
6 6 66 36
Puis l'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev donne :
0&>0, PQX—E(X)|2£):PUX—2 2£jsv(>2(),
£

. n nl, n )_5n 10000_ 510
soitpour: £=—, P [ X ——=>2—
10C 6

100 36 n? 36n
b. On constate ensuite que : 0 N O N*, | | X —— n X l 1
6 100 n 6 100/
A
Donc : P RS P —1-plIx=-Ms " |51- 510 .
n 6 100 6/ 100 36N

X R . iy :
Enfin, — correspond a la fréquence d’apparition du 1 au cours ce des n lancers et si donc on veut que
n
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. . : 1 1 1 1 . PN
cette fréquence soit dans l'intervalle | ————,—+—— avec un risque d’erreur inférieur a 0.05, cela
6 100 6 10

correspond a une probabilité de 0.95 de trouver — dans cet intervalle, ce qui est garantit des que :
n

_ 510 510°

1 > 095, soit: n=
36.n

E >27777,ouencore: N2 27778

50. a. Le résultat demandé est immédiat puisqu’il s'agit de la loi faible des grands nombres, en remarquant
simplement que : v =07, ol o est 'écart-type commun & toutes les variables aléatoires X,

-1 -1 3
10 > <107, soit: 107 10°

N.(02)

=10° < N, et: N =10°, convient.

b. Il suffit donc de trouver N tel que : =
C
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