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Suites et séries de fonctions (corrigé niveau 2).  
 
Convergence simple et uniforme de suites de fonctio ns. 
24. a. Pour x  fixé dans [0,1] : 

      • si : x  ∈ [0,1[, la suite ))(( xun converge vers 1− , 

      • si : 1=x , la suite ))1(( nu est constante égale à 0 et converge donc vers 0.  

    Il y a donc convergence simple de ( nu ) vers u , définie par : ∀ x  ∈ [0,1[, 1)( −=xu , et : 0)1( =u . 

    Puisque toutes les fonctions nu  sont continues sur [0,1] et que u  ne l’est pas, il ne peut pas y avoir  

    convergence uniforme de ( nu ) sur [0,1].  

    On peut d’ailleurs remarquer que : ∀ n  ∈ �*, )()(lim1supsup
1[1,0[]1,0[

xuxuuuuu n
x

nn −==−=−
<
→

. 

    Il n’y a donc convergence uniforme de ( nu ), ni sur [0,1], ni sur [0,1[. 

    Pour : 10 << a , en revanche : ∀ n  ∈ �*, ∀ x  ∈ [ a,0 ],  n
n

n

n

n

n a
x

x

x

x
xuxu .2

1

.2
1

1

1
)()( ≤

+
=+

+
−=− . 

    On en déduit que : n
n

a

auu .2sup
],0[

≤−  , et ( nu ) converge uniformément sur [ a,0 ] vers u .  

b. Pour x  fixé dans [0,1], on a : 
      • si : 0=x , ou : 1=x , la suite ))(( xun est constante égale à 0 et converge donc vers 0, 

      • si : x  ∈ ]0,1[, la suite ))(( xun  converge vers 0, du fait du théorème des croissances comparées. 

    Donc la suite ( nu ) converge simplement sur [0,1] vers la fonction nulle (notée u ). 

    On peut ensuite, pour n  fixé non nul, étudier les variations de nu  et constater qu’elle reste négative et 

    atteint un minimum en : nex
1

−
= , où elle vaut 

e

1− .  

    Donc : ∀ n  ∈ �*, 
e

uun

1
sup

]1,0[
=− , et la suite ne converge pas uniformément sur [0,1]. 

    En revanche, sur [ a,0 ], avec : 10 << a , ∃ 0n  ∈ �*, ∀ 0nn ≥ , nea
1

−
≤ , car la suite ( ne

1
−

) tend vers 1. 

    Donc : ∀ 0nn ≥ , )(sup
],0[

auuu nn
a

=− , et la suite des sup tend vers 0. 

    Il y a donc convergence uniforme de ( nu ) sur [ a,0 ].  

c. Pour x  fixé : 
      • si : 0=x , la suite ))(( xun  est constante égale à 0 et converge donc vers 0, 

      • si : 0>x , la suite ( xn. ) tend vers +∞ et la suite ))(( xun  tend vers 
2

π
,  

      • si : 0<x , par imparité, la suite ))(( xun  tend vers 
2

π− . 

    La suit ( nu ) converge donc simplement sur � vers la fonction u , nulle en 0 et valant 
2

).(
π

xsigne  sinon. 

    Toutes les fonctions nu  étant continues sur � alors que la fonction limite ne l’est pas, il n’y a pas  

    convergence uniforme de ( nu ) vers u  sur �. 

    Soit ensuite : 0>a . 

    Alors : ∀ n  ∈ �, ∀ x  ∈ [ +∞,a ), 






≤






=−=−
anxn

xnxuxun .

1
arctan

.

1
arctan).arctan(

2
)()(

π
. 

    Donc : 






≤−
+∞ an

uun
a .

1
arctansup

),[
, et ( nu ) converge uniformément sur [ +∞,a ) vers u . 

    Par imparité, on a le même résultat sur ( a−∞− , ]. 
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25. Soit tout d’abord x  fixé dans [0,1]. 
  • si : 0=x , la suite ))0(( nu , est constante égale à 0 donc converge (vers 0), 

  • si : x  ∈ ]0,1], ∃ xn  ∈ �, ∀ xnn ≥ , x
n

≤
+1

1
,  

et la suite ))(( xun  est constante nulle à partir du rang xn , et converge donc vers 0. 

La suite ( nu ) converge donc simplement sur [0,1] vers la fonction nulle (notée u ).  

On peut ensuite remarquer que : ∀ n  ∈ �, n

n

nn uuuu
]

1

1
,0[]1,0[]1,0[

supsupsup

+

==− . 

Puis sur l’intervalle restant, la fonction nu  est positive et atteint son maximum en 
)1.(2

1

+n
, où elle vaut 

4

)1( 2−+ αn
, d’où : ∀ n  ∈ �, 

4

)1(
sup

2

]1,0[

−+=−
αn

uun . 

La suite converge donc uniformément sur [0,1] si et seulement si : 2<α . 
Remarque : quelque soit la valeur de α, la suite converge uniformément sur [ 1,a ], avec : 10 << a . 
 

26. a. Pour x  un réel fixé : ∃ xn  ∈ �, ∀ xnn ≥ , nx < , et : 














 −=






 −=
n

x
n

n

x
xf

n

n 1ln.exp1)( ,  

    et un développement limité montre que cette suite tend vers xe− .  

    Donc la suite ( nf ) converge simplement sur � vers f  : xex −
a . 

b. Soit maintenant un entier n  fixé : 2≥n . 

    On peut tout d’abord remarquer que : ∀ x  ∈ [ n,0 [, 
n

x

n

x −≤






 −1ln , donc : x
n exf −≤)( . 

    Puis : ∀ x  ∈ [ n,0 [, )(1)()( xu
n

x
exfxf n

n
x

n =






 −−=− − , et : 
1

1)('
−

−







 −+−=
n

x
n n

x
exu . 

    Sur [ n,0 [, on a : ( 0)(' =xun ) ⇔ ( 






 −−=−
n

x
nx 1ln).1( ). 

    Posons alors : ∀ x  ∈ [ n,0 [, 






 −−+=
n

x
nxxvn 1ln).1()( , ce qui donne : 

xn

x
xvn −

−= 1
)(' . 

    On constate que 'nv  est positive sur [0,1], nulle en 1 et négative sur [ n,1 [. 

    Donc nv  s’annule en 0, est croissante sur [0,1] puis décroît strictement sur [ n,1 [  et tend vers ∞−  en n . 

    Donc nv  s’annule une seule fois sur ] n,0 [ en une valeur nα , et 'nu  s’annule une seule fois sur ] n,0 [ en  

    nα , qui vérifie : 
1

1
−

−







 −=
n

n

n
e n

αα . 

    nu  est alors : 

      • croissante sur [ nα,0 ] puisque : 0)0()0( =− nff , et : ∀ x  ∈ [ n,0 [, 0)()( ≥− xfxf n , et : 

      • décroissante sur [ nn ,α [. 

    Finalement : ∀ x  ∈ [ n,0 [, 
n

e

n
e

n
euxfxf

n

nn nn

n

n
nnn

α
αα αααα

−
−− =















 −−=






 −−==−≤
.

11.1)()()(0 . 

    Et comme la fonction : xexx −.a , est continue sur �+, nulle en 0 et de limite nulle en +∞, elle est  

    bornée sur �+ par une valeur K , d’où on déduit que : ∀ x  ∈ [ n,0 [, 
n

K
xfxf n ≤− )()( . 

    Par ailleurs : ∀ x  ∈ [ +∞,n ), nx
n eexfxf −− ≤=− )()( , et on déduit que : 

      ∀ 2≥n , nn
n e

n

K
e

n

K
ff −−

+∞
+≤≤− ),max(sup

),0[
. 
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    En conclusion, la suite ( nf ) converge uniformément sur �+ vers nP . 

 

27. a. Notons : ∀ 1≥n , ∀ x  ∈ [0,1], 
n

xx
xxg n

)1.(
)(

−+= .  

    Alors ng  est de classe C1 sur [0,1] pour tout entier : 1≥n , et :  

      ∀ 1≥n , ∀ x  ∈ [0,1], 
n

xn

n

x
xg n

.2)1(.21
1)('

−+=−+= . 

    Donc : ∀ 1≥n , ∀ x  ∈ [0,1], 0
12)1(

)(' ≥−=−+≥
n

n

n

n
xg n , et ng  est croissante sur [0,1]. 

    On en déduit que : ]1,0[)]1(),0([])1,0([ == nnn ggg . 

    Donc : ∀ 1≥n , ∀ x  ∈ [0,1], )(xg n  ∈ [0,1], et )(xf n  existe.   

b. Pour : x  ∈ [0,1], fixé, la suite 






 −+
n

xx
x

)1.(
 tend vers x , et par continuité de f  en x , la suite ( )(xf n )  

    tend vers )(xf . 

    Donc la suite ( nf ) converge simplement sur [0,1] vers f . 

    Enfin le théorème des accroissements finis garantit que : 

       ∀ 1≥n , ∀ x  ∈ [0,1], ∃ xnc ,  ∈ [0,1], )('.
)1.(

)()( ,xnn cf
n

xx
xfxf

−=− . 

    Notons alors M  un majorant de 'f  sur [0,1] (qui existe puisque f  est de classe C1 sur [0,1]) et : 

       ∀ 1≥n , ∀ x  ∈ [0,1], 
n

M

n

xx
Mxfxf n ≤−≤− )1.(

.)()( ,  

    d’où on déduit que : ∀ 1≥n , 
n

M
xfxf n

x

≤−
∈

)()(sup
]1,0[

,  

    et la suite ( nf ) converge uniformément sur [0,1] vers f . 

 

28. a. Puisque la suite ( nP ) converge uniformément sur � vers nP , on peut affirmer que, pour : 0
2

1 >=ε , il  

    existe un entier naturel N  tel que : ∀ Nn ≥ , 
2

1
sup =≤− εfPn

R
.  

    Donc : ∀ Nn ≥ , ∀ x  ∈ �, 1.2)()()()()()( =≤−+−≤− εxPxfxfxPxPxP NnNn . 

    Pour tout entier : Nn ≥ , la fonction Nn PP −  étant alors polynomiale et bornée sur �, elle est constante. 

b. Notons alors : ∀ n  ∈ �, nNn aPP += , où : na  ∈ �. 

    La suite ( )0(nP ) converge puisque ( nP ) convergeant uniformément, elle converge simplement sur �. 

    Donc de l’égalité : ∀ n  ∈ �, )0()0( Nnn PPa −= , on en déduit que la suite ( na ) converge vers une limite  

    qu’on peut noter α. 
    On en déduit que : ∀ x  ∈ �, ∀ n  ∈ �, nNn axPxP += )()( , et en passant à la limite, on en déduit que : 

      α+= )()( xPxf N , 

    autrement dit, nP  est une fonction polynomiale. 

 
29. Il suffit d’écrire : 

  ∀ x  ∈ I, uuyuyuxuxu n
J

n
Jy

n −=−≤−
∈

sup)()(sup))(())(( ϕϕ , d’où : uuuoou n
J

n
I

−≤− supsup ϕϕ . 

Le théorème des gendarmes garantit alors que ( ϕoun ) converge bien uniformément sur I vers ϕuo .  

 
30. Notons fM  et gM  des majorants de f  et de g  sur I. 

Alors : ∀ n  ∈ �, ∀ x  ∈ I, )().()().()().()().()().()().( xgxfxgxfxgxfxgxfxgxfxgxf nnnnnn −+−≤− . 
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D’où : )()(.)()()(.)()().()().( xgxgxfxfxfxgxgxfxgxf nnnnn −+−≤− . 

Puisque ( ng ) converge uniformément sur I vers g , on sait que ( gg n
I

−sup ) tend vers 0 donc est une 

suite bornée : notons M  un majorant de cette suite. 
Alors : ∀ n  ∈ �, ∀ x  ∈ I, gn

I
nn MMxgggxgxgxgxg +≤+−≤+−≤ )(sup)()()()( . 

D’où : ∀ n  ∈ �, ∀ x  ∈ I, ggMffMMxgxfxgxf n
I

fn
I

gnn −+−+≤− sup.sup).()().()().( , 

et donc : ∀ n  ∈ �, ggMffMMgfgf n
I

fn
I

gnn
I

−+−+≤− sup.sup).(..sup . 

Le théorème des gendarmes permet de conclure à la convergence uniforme de ( nn gf . ) sur I vers gf . . 

 
Convergence simple, uniforme ou normale de séries d e fonctions. 
31. a. Pour x  fixé, la série 

≥1

)(
n

n xu  vérifie le critère spécial des séries alternées et donc converge. 

    Puisque : ∀ x  ∈ �+*, 
nx

x

xn

x
xun

1
.

)1(
~

)1.(
1ln)(

+








+
+=

∞+
, la série n’est pas absolument convergente  

    et il n’y a convergence normale de la série de fonctions sur aucun intervalle dans �+ (autre que {0}). 
    Enfin, le fait que le critère spécial s’applique pour tout x  garantit que : 

      ∀ 1≥n , ∀ x  ∈ �+, 
1

1

)1).(1()1).(1(
1ln)()( 1 +

≤
++

≤








++
+=≤ + nxn

x

xn

x
xuxR nn , et :  

      
1

1
sup

+
≤

+ n
Rn

R

. 

    Il y a donc convergence uniforme sur �+. 
b. Pour x  fixé dans �+*,  

      • si : 1=x , la série diverge grossièrement, puisque : ∀ 1≥n , 
2

1
)1( =nu , 

      • si : 1<x , alors : n
nnnn x

xxx
xu =

+
= −∞+−

1
~

1
)( , et la série converge, 

      • si : 1>x , alors : 
n

nnnn xxxx
xu 







=
+

=
∞+−

11
~

1
)( , et la série converge. 

    Donc il y a convergence simple sur ]0,1[ et sur ]1,+∞). 
    Puisque les fonctions sont positives, on a : ∀ n  ∈ �*, )()()(0 xRxSxS nn =−≤ , et : )()(1 xRxu nn ≤+ . 

    Puisque : 
2

1
)(lim 1

1
=+→

xun
x

, et : +∞=+→
)(lim 1

0
xun

x
, il ne peut pas y avoir convergence uniforme sur des  

    intervalles ayant pour borne une de ces valeurs. 

    Sur : [ ba, ] ⊂ ]0,1[, on a : ∀ n  ∈ �*, ∀ x  ∈ [ ba, ], nn
nnnn bx

xxx
xu ≤=≤

+
= −−

11
)( , 

    et sur : [ +∞,a ) ⊂ ]1,+∞), on a : ∀ n  ∈ �*, ∀ x  ∈ [ +∞,a ), 
n

nnnn axxx
xu 







≤≤
+

= −

111
)( . 

    On en déduit la convergence normale et uniforme de la série sur les intervalles proposés. 

c. Il est clairement nécessaire d’avoir : 1
1

1 <
+
−

x

x
, pour que la série 

≥1

)(
n

n xu  puisse converger. 

    Donc on doit se restreindre à : 0>x . 

    Pour x  fixé, 0>x , alors : 
n

n x

x
nxun

+
−=

1

1
.)(. 42 , tend vers 0 (théorème des croissances comparées). 

    Donc la série 
≥1

)(
n

n xu  converge et la série de fonctions converge simplement sur ]0,+∞).     

    On remarque ensuite que la fonction : 
x

x
x

+
−

1

1
a , est strictement décroissante sur ]0,+∞). 
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    Sur [ ba, ] ⊂ ]0,+∞), on pose : 








+
−

+
−=

b

b

a

a

1

1
,

1

1
maxα , et : ∀ n  ∈ �, ∀ x  ∈ [ ba, ], n

n nxu α.)( 2≤ . 

    On en déduit que la série de fonctions converge normalement (donc uniformément) sur [ ba, ].  

    Puis, sur ] a,0 ] ou [ +∞,a ), il ne peut y avoir convergence normale car : 

      ∀ n  ∈ �, 2

0
)(lim)(lim nxuxu n

x
n

x
==

+∞→→
, donc : 2

],0]
sup nun

a

≥ , et : 2

),[
sup nun
a

≥
+∞

. 

    Enfin, pour : x  ∈ ] a,0 ], (avec : 10 << a ),  

      • 
≥1

)(
n

n xu  est à termes positifs et :  

      • ∀ n  ∈ �, )()()(1 xSxSxu nn −≤+ . 

    Or : ∀ n  ∈ �, 2

0
)(lim nxun

x
=

→
, et si nSS −  est bornée sur ] a,0 ], alors : ∀ n  ∈ �, n

a

SSn −≤+
],0]

2 sup)1( . 

    Il ne peut y avoir convergence uniforme sur ] a,0 ]. 

    Soit : a≤1 , et supposons qu’il y ait convergence uniforme de ( nu ) sur [ +∞,a ). 

    Alors : ∀ n  ∈ �, nSS −  est bornée sur [a,+∞), et ( n
a

SS −
+∞),[

sup ) tend vers 0. 

    Mais : ∀ n  ∈ �, 1
),[),[

111 supsup +
+∞+∞

+++ −+−≤−+−≤−= n
a

n
a

nnnnn SSSSSSSSSSu . 

    On aurait donc : ∀ n  ∈ �, ∀ x  ∈ [ +∞,a ), 1
),[),[

1 supsup)( +
+∞+∞

+ −+−≤ n
a

n
a

n SSSSxu , et en particulier : 

      ∀ n  ∈ �, 1
),[),[

2 supsup)(lim +
+∞+∞+∞→

−+−≤= n
a

n
a

n
x

SSSSnxu , 

    ce qui est impossible puisque la suite majorante tend vers 0 quand n  tend vers +∞.  
    Donc il n’y a pas convergence uniforme sur [ +∞,a ).     
 

Convergence et sommes de séries de fonctions. 
32. a. Soit x  fixé dans �. 

      • si : 0=x , la série est la série nulle et elle converge. 

      • si : 0≠x , la série 
≥1

)(
n

n xu  est alternée et vérifie le critère spécial des séries alternées, car :  

      ∀ n  ∈ �*, 






 +=








+
+=

n

C

xn

x
xun 1ln

²)1.(

²
1ln)( ,  

    et la suite tend vers 0 et est bien décroissante puisque ln  est croissant sur �+.  
    Donc la suite de fonctions converge finalement simplement sur �. 
    La convergence normale n’est obtenue sur aucun intervalle, car elle entraînerait la convergence absolue  
    de 

≥1

)(
n

n xu  pour des valeurs de x  non nulles. 

    Or : ∀ x  ∈ �*, 
n

C

n

C

xn

x
xun ∞+








 +=








+
+= ~1ln

²)1.(

²
1ln)( , ce qui interdit la convergence de 

≥1

)(
n

n xu .   

    Enfin pour n  fixé non nul, on a vu que pour tout réel x  la série 
≥1

)(
n

n xu  vérifie le critère spécial donc : 

      
1

1

²)1).(1(

²

²)1).(1(

²
1ln)()()()( 1 +

≤
++

≤








++
+=≤−= + nxn

x

xn

x
xuxSxSxR nnn . 

    On en déduit que : ∀ n  ∈ �*, 
1

1
sup

+
≤

n
Rn

R
,  

    et il y a convergence uniforme de la série sur �.  
b. On sait que la série de fonctions converge uniformément sur �. 

    De plus, chaque fonction nu  a une limite finie en +∞ qui vaut : 






 +−=
+∞→ n

xu n
n

n

1
1ln.)1()(lim . 

    Enfin, la série des limites est convergente (toujours avec le critère spécial des séries alternées). 
    Donc par le théorème de la double limite, on peut écrire :   
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      
+∞

=

+∞

= +∞→+∞→







 +−==
11

1
1ln.)1()(lim)(lim

n

n

n
n

xx n
xuxS . 

    Si on revient à des sommes partielles, on peut écrire :  

      ∀ 1≥N , 
====










−
−






 +=






 +−=






 +−=
N

k

N

k

N

n

n
N

n

n
N k

k

k

k

n

n

n
S

11

.2

1

.2

1
.2 1.2

.2
ln

.2

1.2
ln

1
ln.)1(

1
1ln.)1( , 

    soit : )1()2ln(.
!.2

)!.2(
ln.2)1.2ln(

.2

1.2
ln.2

2.2
1

.2 ∞+
=

++






=++






 −=  oN
N

N
N

k

k
S

N

N

k
N . 

    En reprenant les intégrales de Wallis, on avait : 
NN

N
dttI

N
N

N .4
~

2
.

!.2

)!.2(
).(sin

2.2
2

0

.2
.2

πππ

∞+
==  . 

    On en déduit que : 
π
1

~.
!.2

)!.2(
2.2 ∞+

N
N

N
N

, puis que ( NS .2 ) tend vers 








π
2

ln ,  

    soit finalement : 






==






 +−=
+∞→

+∞

=+∞→  π
2

lnlim
1

1ln.)1()(lim .2
1

N
N

n

n

x
S

n
xS . 

33. a. On commence par poser : ∀ n  ∈ �, ∀ 0>x , ∏
= +

=
n

k
n kx

xu
0

1
)( . 

    On peut ici essayer de démontrer la convergence normale de  nu sur tout [ +∞,a ), avec : 0>a . 

    En effet : ∀ n  ∈ �*, ∀ x  ∈ [ +∞,a ), 
!

1
.

11
.

111
)(0

100 nakaakakx
xu

n

k

n

k

n

k
n ≤

+
≤

+
≤

+
=≤ ∏∏∏

===

. 

    On en déduit bien la convergence normale de la série sur tout intervalle [ +∞,a ). 

    Donc S  est définie sur �+*. 
    De plus, toutes les fonctions nu  sont continues sur �+*, donc la convergence normale sur tous les  

    intervalles précédents garantit que S  est continue sur ]0,+∞[. 

b. Pour : x > 0, on a : ∀ n  ∈ �, )(.
1

.
1

1

1
)1( 1

1

0

1

10

xux
kx

x
kxkx

xu n

n

k

n

k

n

k
n +

+

=

+

==

=
+

=
+

=
++

=+ ∏∏∏ . 

    Donc, les séries étant toutes convergentes, on en déduit que :  

      ∀ 0>x , 1)(.)
1

)(.()(.)1(
1

−=−==+ 
+∞

=
xSx

x
xSxxuxxS

n
n .  

c. Pour un équivalent en 0, on commence par écrire : ∀ 0>x , 
x

xS
xS

1)1(
)(

++= . 

    Comme S  est continue sur �+, )1( +xS  tend vers )1(S  quand x  tend vers 0. 

    Or : 11
!

1

)!1(

1

1

1
)1( 1

100 0

−=−==
+

=








+
=  ∏

+∞

=

+∞

=

+∞

= =

ee
nnk

S
nnn

n

k

, donc : 
x

e
xS

0
~)( . 

    En +∞, on commence par écrire : )(.
111

.
11

)( 1
1 1

xS
xxkxxx

xS
n

n

k

+=








+
+=  ∏

+∞

= =

. 

    Il suffit alors de démontrer que la nouvelle fonction 1S  qui apparaît tend vers 0 en +∞. 

    Or cette nouvelle série converge normalement sur [1,+∞) (comme S ), chaque fonction qui la constitue a  
    une limite finie (nulle) en +∞, et la série de ces limites converge. 

    Donc : 0)(lim 1 =
+∞→

xS
x

, d’où : )1(.
11

)( ∞++= o
xx

xS , et finalement : 
x

xS
1

~)(
∞+

. 

 

34. a. On pose : ∀ 2≥n , ∀ x  ∈ �, 
22

.211
)(

xn

x

xnxn
xun −

=
+

−
−

= . 

    Pour : x  ∈ ]-2,+2[, tous les termes )(xun  sont définis, pour : 2≥n . 

    Pour l’étude de la convergence simple de la série, on distingue deux cas : 
      • si : 0=x , la série 

≥2

)0(
n

nu  est la série nulle et converge, 
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      • si : 0≠x , alors : 
222

.2
~

.2
)(

n

x

xn

x
xun ∞+−

= , et la série 
≥2

)(
n

n xu  est absolument convergente.  

    La série de fonctions 
≥2n

nu  converge simplement sur ]-2,+2[ et ϕ est définie sur cet intervalle. 

    Pour : 2≥n , ∀ x  ∈ [0,1], on a de plus : 
2222

2
~

1

2.2
)(

nnxn

x
xu nn ∞+

=
−

≤
−

= α . 

    On en déduit que la série de fonctions 
≥2n

nu  converge normalement sur [0,1]. 

    Comme de plus, toutes les fonctions nu  sont continues sur [0,1], ϕ est également continue sur [0,1]. 

b. La convergence normale établie précédemment sur [0,1] permet d’écrire : 

        
+∞

=

+∞

=









+
−

−
=









+
−

−
=

2

1

0

1

0
2

1

0
.

11
.

11
).(

nn

dx
xnxn

dx
xnxn

dxxϕ . 

    Puis : ∀ 2≥n , 






 −−








+
=+−−−=









+
−

− n

n

n

n
xnxndx

xnxn

1
ln

1
ln)]ln()ln([.

11 1
0

1

0
. 

    Et la convergence de cette série télescopique donne finalement :  

      )2ln(
2

1
ln0).(

1

0
=







−= dxxϕ . 

 

35. a. Pour tout x  réel (ou complexe), on a : 
+∞

=

=
0 !n

n
x

n

x
e .  

b. On peut donc écrire :  

      ∀ x  ∈ �, 
+∞

=

+∞

=

==
00

)cos(.2 )(
!

))cos(.2(

n
n

n

n
x xu

n

x
e , avec : ∀ n  ∈ �, ∀ x  ∈ �, 

!

))cos(.2(
)(

n

x
xu

n

n = . 

c. La série de fonctions 
≥0n

nu converge simplement sur [0,2.π]. 

    Puis : ∀ n  ∈ �, ∀ x  ∈ [0,2.π], n

n

n n
xu α=≤

!

2
)( , 

    et la série 
≥0n

nα  converge car elle correspond au développement en série de 2e . 

    Donc la série de fonctions 
≥0n

nu converge normalement sur [0,2.π]. 

    On peut donc écrire :  
+∞

=

+∞

=

==
0

.2

0
0

.2

0

.2

0

)cos(.2 .)cos(.
!

2
.

!

))cos(.2(
.

n

n
n

n

n
x dxx

n
dx

n

x
dxe

πππ
. 

    Puis : ∀ n  ∈ �,  −+=+=
ππ

π

ππ

0

.2

0

.2

0
.)cos().)1(1(.)cos(.)cos(.)cos( dxxdxxdxxdxx nnnnn . 

    • Si n  est impair, l’intégrale est nulle. 
    • Si n  est pair, posons : pn .2= , p  ∈ �. 

    On peut alors écrire :  == 2

0

.2

0

.2.2

0
.)cos(.4.)cos(.2.)cos(

πππ
dxxdxxdxx ppn . 

    On reconnaît une intégrale de Wallis, et : 

      
2

.
)!(2

)!.2(
.4.)cos(

2.2

.2

0

ππ

p

p
dxx

p
n = , d’où : 

22.2

.2
.2

0 )!(

.2
.2.

)!(2

)!.2(
.

)!.2(

2
.)cos(.

!

2

pp

p

p
dxx

n p

p
n

n ππ
π

== . 

    Finalement :  
+∞

=

+∞

=

==
0

2
0

.2

0

.2

0

)cos(.2

)!(

1
..2.)cos(.

!

2
.

p
pairn

n

n
n

x

p
dxx

n
dxe π

ππ
. 
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36. On commence par poser : ∀ n  ∈ �*, ∀ 0>x , 
x

n

n
n

xu
)1(

)(
−= . 

• Pour x  réel strictement positif fixé la série 
≥1

)(
n

n xu  vérifie le critère spécial des séries alternées et donc 

converge (le terme général est alterné et décroît en valeur absolue vers 0). 

De plus : ∀ 0>a , ∀ n  ∈ �*, ∀ x  ∈ [ +∞,a ), 
ax

nk
x

k

n nnn
xR

)1(

1

)1(

1)1(
)(

1 +
≤

+
≤−= 

+∞

+=
,  

d’où : 
an

a n
R

)1(

1
sup

),[ +
≤

+∞
. 

Donc la série converge uniformément 
≥1n

nu sur [ +∞,a ) et les fonctions nu  étant continues sur ]0,+∞), on 

en déduit la continuité de ζ2 sur ]0,+∞). 
• Toutes les fonctions nu  sont de plus de classe C1 sur ]0,+∞), et :  

    ∀ n  ∈ �*, ∀ 0>x , 
x

n

n
n

n
xu

)ln(.)1(
)('

1+−= . 

Considérons alors, pour x  fixé, la fonction xψ  définie par : ∀ t > 0, 
xt

t
t

)ln(
a , de classe C1 sur �+*. 

Sa dérivée vaut : ∀ t > 0, 
1

)ln(.1
)(' +

−=
xx

t

tx
tψ , et xψ  est croissante sur ]0, xe

1

[, décroissante sur ] xe
1

,+∞).  

Donc la suite ( )(' xun ) est décroissante dès que : xen
1

≥ . 

Soit maintenant : 0>a , et : 1
1

+







=≥ a

a enn . 

Alors : ∀ x  ∈ [ +∞,a ), on a : ax ee
11

≤ , et donc : 

  ∀ x  ∈ [ +∞,a ), ∀ 1
1

+







=≥ a

a enn , la suite ( )(' xun )
ann≥  est décroissante et la série 

≥ ann
n xu )('  vérifie le 

critère spécial des séries alternées. 

Donc : ∀ ann ≥ , ∀ x  ∈ [ +∞,a ), 
an

nk
nn

n

n
xuxuxr

)1(

)ln(
)(')(')( 1

1 +
≤≤= +

+∞

+=
 ,  

où on a noté nr  le reste d’ordre n  de cette série alternée. 

Enfin : ∀ ann ≥ , 
an

a n

n
r

)1(

)ln(
sup

),[ +
=≤

+∞
, et il y a convergence uniforme de la série des dérivées sur [a,+∞). 

On en déduit que ζ2 est de classe C1 sur ]0,+∞), et : ∀ 0>x , 
+∞

=

+−=
1

1

2

)ln(.)1(
)('

n
x

n

n

n
xζ . 

 
37. a. Raisonnons par analyse-synthèse. 

    Si f  existe, alors pour : 0>x , fixé, on a : 

      ∀ n  ∈ �, )()1(
)(

1
2

nxfnxf
nx

++++=
+

, d’où : 

      ∀ N  ∈ �, 
====

+−+++−=++++−=
+
− N

n

n
N

n

n
N

n

n
N

n

n

nxfnxfnxfnxf
nx 0000

2
)(.)1()1(.)1())()1(.()1(

)(

)1(
,  

    donc : ∀ N  ∈ �, )()(.)1()(.)1()(.)1(
)(

)1(

0

1

1

1

0
2

xfNxfnxfnxf
nx

N
N

n

n
N

n

n
N

n

n

++−=+−++−=
+
−


=

+

=

−

=

. 

    On en déduit que : ∀ N  ∈ �, )(.)1(
)(

)1(
)(

0
2

Nxf
nx

xf N
N

n

n

+−−
+
−=

=

. 
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    Or la série 
≥ +

−
0

2)(

)1(

n

n

nx
 est absolument convergente car : 

22

1
~

)(

)1(

nnx

n

∞++
−

, et f  est supposée avoir une  

    limite nulle en +∞. 

    Donc : 
+∞

==+∞→ +
−=








+−−

+
−=

0
2

0
2 )(

)1(
)(.)1(

)(

)1(
lim)(

n

n
N

N

n

n

N nx
Nxf

nx
xf . 

    Il n’y a donc qu’une seule fonction qui puisse répondre au problème. 
    Réciproquement, la fonction que l’on vient de trouver est bien définie sur �+* et est telle que : 

      • ∀ 0>x , 
2

0
2

1
2

1

0
2

0
2

1

)(

)1(

)(

)1(

)(

)1(

)1(

)1(
)()1(

xnxnxnxnx
xfxf

n

n

n

n

n

n

n

n

=
+
−+

+
−=

+
−+

++
−=++ 

+∞

=

+∞

=

−+∞

=

+∞

=

, 

      • si on pose : ∀ n  ∈ �, ∀ 0>x , 
2)(

)1(
)(

nx
xu

n

n +
−= , alors : 

        - la série de fonctions 
≥0n

nu  converge normalement sur [1,+∞) car :  

          ∀ n  ∈ �, ∀ 0>x , nn
n

xu α=
+

≤
2)1(

1
)( , et 

≥0n
nα  converge, 

        - chaque fonction nu  a pour limite 0 en +∞, 

        - la série de ces limites est évidemment convergente, 

      donc on en déduit que : 0)(lim)(lim
0

==
+∞

= +∞→+∞→
n

n
xx

xuxf . 

    Conclusion : la fonction trouvée répond effectivement au problème qui admet donc une unique solution. 
b. La convergence normale sur [1,+∞) obtenue au-dessus s’obtient de la même façon sur tout intervalle  
    [ +∞,a ) avec : 0>a . 

    De plus, toutes les fonctions nu  sont continues sur �+. 

    Donc la somme f  de la série de fonctions est encore continue sur �+*. 

    Enfin : ∀ 0>x , )1(
1

)(
2

+−= xf
x

xf , 

    et comme par continuité : )1()1(lim
0

fxf
x

=+
→

, on en déduit que : 
20

1
~)(

x
xf , et : +∞=

→
)(lim

0
xf

x
. 

38. a. • Pour : 1>x , on a : 
nnnn

n

xxxx

x 1
~

1

1 .2 ∞+− +
=

+
,  

    et par comparaison de séries à termes positifs, la série 
≥ +0

.21n
n

n

x

x
 converge (l’autre est une série  

    géométrique convergente). 

    • Pour : 10 << x , la série est également convergente (même argument) car : n
n

n

x
x

x
∞++
~

1 .2
.  

    • Pour : 0=x , la série est la série nulle donc elle converge. 

    • Pour : 1=x , la série diverge grossièrement car son terme général vaut constamment 
2

1
. 

    Donc : D  = [0,1[ ∪ ]1,+∞). 

    Pour x  non nul dans D , on peut écrire : 
+∞

=

+∞

=
−

−+∞

=
−

−

=
+

=
+

=
+

=








0
.2

0
.2.2

.2

0
.2

)(
1)1.(

.

1

1

n
n

n

n
nn

nn

n
n

n

xS
x

x

xx

xx

x

x

x
S . 

b. Posons : ∀ n  ∈ �, ∀ 0>x , 
n

n

n
x

x
xu

.21
)(

+
= . 

    Les fonctions nu  sont définies et de classe C1 sur [0,+∞), et : 

      ∀ n  ∈ �, ∀ 0>x , 
2.2

.21

)1(

)1.(.
)('

n

nn

n
x

xxn
xu

+
−=

−

. 

    Donc toutes les fonctions nu  sont croissantes sur [0,1[, et leur somme (même infinie) S  est encore  
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    croissante sur [0,1[. 

    En composant avec la fonction : 
x

x
1

a , et à l’aide de la relation obtenue dans la question a., on en  

    déduit que S  est décroissante sur ]1,+∞).  
    Ensuite, pour : 10 << a , la suite ( nu ) converge normalement sur [ a,0 ], car : 

      ∀ n  ∈ �, ∀ x  ∈ [ a,0 ], n
nn

n axxu α=≤≤)( , et la série 
≥0n

nα  converge. 

    De plus toutes les fonctions nu  sont continues sur �+, donc S  est continue sur [0,1[. 

    En particulier : 0)0()(lim
1

lim)(lim
0

===






=
→+∞→+∞→

SyS
x

SxS
yxx

. 

    Enfin étant croissante sur [0,1[, la fonction S  admet une limite (finie ou infinie) en 1 et comme : 

      ∀ N  ∈ �, ∀ x  ∈ [0,1[, 
=

+∞

= +
≥

+
=

N

n
n

n

n
n

n

x

x

x

x
xS

0
.2

0
.2 11

)( , 

    la limite de S  en 1 ne peut être réelle car si c’était le car (en la notant alors L ), on aurait : 

      ∀ N  ∈ �, 
2

1

1
lim)(lim

0
.211

+=
+

≥= 
=→→ −−

N

x

x
xSL

N

n
n

n

xx
, 

    ce qui est impossible. 

    Conclusion : +∞=
−→

)(lim
1

xS
x

, et : +∞==






=
−++ →→→

)(lim
1

lim)(lim
111

yS
x

SxS
yxx

. 


