Séries entieres (corrigé niveau 3).

Calcul de rayons de convergence.
42. a. Pour cette premiére série, on utilise un développement limité de arctar.

1 1 1 1
=—. =—.d-h+o,(h)),
1+ (@1+h)?> 2'1+h+o,(h) 2 ( o (M)

Soit : h— arctan{+ h), qui a pour dérivée :

et en primitivant : arctan{+h) = % + g +0,(h),

. n /4 1 1 T 1 1
dou: arctap—— |-— =arctanl-—+o, | —||-—=—-—+0,,| — |-
n+l) 4 n n 4 2.n n

s n Vs 1
On en déduit que : a, =arctaj—— |-—~———,et: R=1.
n+l) 4+ 2n
» De plus, en +1, la série est divergente du fait de I'équivalent (qui est de signe constant).
« En -1, puisque la suite ((-1)".a,) est alternée , et par composition de fonctions monotones, la suite
(|an|) décroit vers 0, la série z (-1)".a, vérifie donc le critére spécial des séries alternées et elle

n=0

converge.
b. On commence par noter : Dz OC*, O n ON*, u, = g (n(m?* n-
Alors: O n O N~* Ynay :e+('n(ﬂ))a—(ln(n+1))a_z|.
uﬂ

Or: 0 n ON, (|n(n+1))a:(In(n)+|n(1+%jj =(In(n>)a(1+ 1 +°*°°( : D

n.In(n) n.In(n)

n

_ ex{_ o (n)*™* | 0ﬂ{(ln(n»“ D| 4
n n

un+1

puis : (In(n+1))® = (In(n))® + a_Mn))H +0,, (—(ln(n))a_l)

un+1

u

et donc :

n

Pour toute valeur de a, on constate que tend vers |z| (avec le théoréme des croissances

n
comparées) et on en déduit que : R=1.
» Side plus: a<0, la série diverge grossierement en 1 car le terme général de la série tend en
valeur absolue vers 1.
*Si: 0<a:

- en —1, la série est alternée et vérifie le critere spécial donc la série est convergente.

- en +1, on distingue encore deux sous-cas :

si: 0<acx<l, etla série diverge car :
On =3, aln(in(n)) < In(In(n)),

dotr: (IN(M)* < (In(n)) , et : ™" 5 g =L
n

si: 1<a, et la série converge car : n*.e”"™" = exp((In(n))* + 2.In(n)) 0 O] - 0.

D"

, <a, <
na+(—1)n

a+l n— a1’
n

n

donc : R =1, car c’est le rayon de convergence des deux séries entiéres encadrantes.
1

na—l )

alors : O n O N%*,

c.Sionnote: 0 n ON* a, =

« De plus, en -1, la série est a termes positifs, et pour n impair,ona: a,.(-1)" =

On distingue alors deux cas suivant la valeur de a :
-si: a< 2, alors en minorant par la somme des termes d’indices impairs :
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2N+1 1

D N DN 82N+1 Zak( 1) >Za2p+l( 1)2p+1 ;)(2 p+1) a-1’

et la quantité qui minore tend vers +co en +o : la série diverge,

-si: 2<a,alors: 0 n ON* O<a, <

e En+1:
-si: a<l, alors la suite des termes impairs de la serie (qui valent :a, = ———), ne tend pas vers 0,
n

donc la série diverge,

si:l<a<?2,alors:
2.N+1 N 1 N 1

ONON, S, ,=>a a,., =) ———— ) ——— =T A,
2N+1 Z k Z 2.p+l Z_l 2.p ;)(Zp"'l)al _1(2'p)a1 N AN

et la suite ( A ) converge alors que la suite (1) diverge, ce qui montre la divergence de (S,,,,) et
donc la divergence de la série,

1
12<a:alors: O n ONY fa,|<s—,
n
et comme la série majorante converge, la série converge.
d. On commence ici par transformer le coefficient générique de la série entiére :
NG 1 (myzsing -1)" (7 sin(u
O n ON* an:j " S|n(x2).dx=—.J'n © t—( ) j Q) du
Vo PRUEENT Ju+nm
sin(u
_sin@)
Au+nsr
sin(u) < sin(u) < sin(u)
Jr+nm Jutnm o Wnm
1 1
= <lafs——.
J(n+1.r NNt

De plus le rayon de convergence des deux séries entiéres encadrantes vaut 1, donc: R=1
Puis :

Onaalors: 00 n O N |an| =J-

etcomme: O u O[0,71],

, puis : jonsin(u).du =2,

on en déduit que :

sin(u)

i

Cette intégrale est bien convergente, car la fonction sous l'intégrale est définie et continue sur ]0,+), se
prolonge par continuité en O et une intégration par parties sur l'intervalle [1,+0), montre sa convergence
en +oo.

» en —1 la série est divergente car son terme général vérifie alors :

OnON* (-D)"a, =|a,|2 !

1/(n+1).77'

» en +1, la série est convergente car la suite des sommes partielles converge vers IO du

. L. 1
43. a. » Pour la premiére série,ona: [0 n ON, |COS@| < ,donc: R=1.
In?+1|” n?+1

Puis: 0k ON,On, ON, 2.k.7r—%s n, < 2.k.n+g,

puisque la longueur de l'intervalle {ZKH—— 2kﬂ+7—1 vaut :

N‘ﬁ H

n
2
Donc il existe une infinité d’entiers n, tels que : cosf, ) = co{ j

X" zﬂ L

2 n?+1’

cosf,)

Donc: 0 1<|x, 0k ON, 7|
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, cos : : . L
et la suite ( > 6‘2 .x”j ne peut tendre vers 0 puisqu’une suite extraite tend vers +o avec le théoreme
n° +

des croissances comparées.

Donc: R<1, etfinalement: R=1.

* Pour la deuxieme série, des arguments similaires montrent que : R=1.
b. Evidemment, il y a absolue convergence en £ 1.

Transformation d’Abel et application aux séries ent ieres.
44. a. Cette propriété peut se montrer évidemment par récurrence sur p.

P

* 'égalité est immédiate pour : p=1, car: Zuk.vk =uVv, =u,.0,,
k=1

* si on la suppose vraie pour un entier : p=1, alors :

p+1-1
up+1 + Z(uk uk+1) ak - (z (uk - uk+1)'0-kj + (up - up+1)'0-p + up+1'ap+l' et donc:
p-1
Uy 0 +Z(Uk Ups1)- O —(Z(Uk Ups1)-Oy tu,.o ]+Up+1 (Up+1 2 ) zuk M FUL Vo,
k=1

d’'ou le résultat voulu au rang p+1.
b. On reprend I'égalité précédente, et :
e en notant M un majorant de (‘ap‘ ), alors :

0 p=21, |uk _uk+1|'|ak| =(u - uk+1)'|ak| < (U —U) M,
donc la série z (u, —u,,,).0, estabsolument convergente, car son terme général en valeur absolue
k=1
est majoré par le terme général d'une série télescopique convergente,
* la suite (u,.0,) tend vers 0 comme produit d’'une suite qui tend vers 0 et d’une suite bornee.

p
Donc la suite des sommes partielles (z Uy .vkj est la somme de deux suites convergentes et converge.
k=1
c. La régle de d’Alembert donne immédiatement le rayon de convergence de la premiere série qui vaut 1.
Puis :
* pour: 2 =1, la série converge si et seulementsi: a >1,
e pour: |z| =1,et: z#1, ondoit avoir : @ >0, pour que la série converge (sinon le terme général ne

tend pas vers 0) et si cette condition est remplie, alors en notant : z=¢€"?, on constate que :

" 1
-0 nZl, —a:—a.Zn,
n n
1
- la suite est réelle, décroissante qui tend vers 0, et :
n?

lzp 2

Y e et

Dans ce cas, la transformation d’Abel montre que la série est toujours convergente.
La série entiere converge donc sur tout le bord du disque de convergence, sauf pour: z =1.

cos@)

n

-0 p=21,

Pour la deuxiéme série, on a: 0 n O N¥, ,donc: R=>1.

n

Puis: 0k ON,On, ON, 2.k.ﬂ—%s n, < 2.k.ﬂ+g,

puisque la longueur de l'intervalle {2.k.ﬂ—lz?,2.k.n+7zq vaut : g21'
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V2

Donc il existe une infinité d’entiers n, tels que : cosf, ) = Cos{zj = 2

et on en déduit que :
cosf,)
r]k

o2 20

01<[¥,0k ON,
r]k

cosf)
Y

et la suite ( x”j ne peut tendre vers 0 puisqu’une suite extraite tend vers +o avec le théoreme

des croissances comparées.
Donc: R<1, etfinalement: R=1.

Enfin: 0 z OC, |4=1, on peut poser: z=€"’ et:

* |a suite (Ej est réelle, décroissante et tend vers 0,
n
N 18 k.H 13 _ 18 i k.(6+1) 18 i k.(6-1) IA .
«0 p=z1, D cosk).z ==.> € +=) et et ==3"¢ +=> e , d'ou
k=1 2 k=1 2 k=1 2 k=1 2 k=1

-si: 8#£x1(2.n), alors :

Z cosk).z®

(6+1 i.p.(6-1
|(e+1)1 e P +1 i.(6-1) 1-g'P )| 1 1

W 2] T1—g @D ‘S ‘1_ei.(0+1) + ‘1_ ei.(ﬁ—l)‘ ’
et la transformation d’Abel donne la convergence de la série,

i ol k(6+1) i.(6+1) '1_ e ip'(gﬂ) | < 2

= 1- eu.(e+1) ‘ ‘1_ e._(5+1) !

et la premiere somme partielle est bornée, alors que la deuxieme vaut p et tend vers +oo.

Dans ce cas, la série est donc divergente.
-si: 8=-1(2.71), on constate la méme chose, les deux sommes partielles étant inversées.

0 p=21,

-si: 8=1(2n),alors: 0 p=1,

Donc la série converge sur tout le bord du disque de convergence, sauf pour : z=e*.

45. a. La suite (S,) converge vers : Zan =S() =0, donc est bornée (par M ) et :

n=0
"< M.X",

et la série ZSn.xn est convergente.
n=0
Puis on utilise la méme technique que la transformation d’Abel.

En effet, pour : N O N*, et: x O[0,1][, on peut écrire :
N+1

a- x).ZN: S,.x" = isn.xn - isn.x”+l = EN: S, X"=) S X"=5 + zN:(sn -S,).x" - S, .x"",
n=0 n=0 n=0 n=0 n=1 n=1
et: (- x).i S, x"=S, + ian.xn -S, X"t = ian.xn -S, X",
n=0 n=1 n=0
P S = a.

Ilm Sy X" =0,car: |><I <1, et (S,) est bornée donc en faisant tendre N vers +o :

N - 400

a- X)-Z S,.x" = ian.x” = 5(X).
n=0 n=0

. o £
b. Puisque (S,) converge vers 0, il existe : n, O N, telque: 0 nxny, [S| < >

ZSX

et: 0 x 0[0,1f|S(X)|= @~ X). < (- X)Z|S|X = (- X)Z|S|X + (1 X). Z|S|x.

n=ny+1
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No

+00 g +00 g X g g
Puis pour ces valeurs de x : (1—X). SIX"<s=.1-x%). ) xX"==.1-X). =—x" <=,
g ( )ZL : 2 ¢ )n:%l 2457 2

Donc on a bien pour ce n, : 0 x O[0,1], [S(X)|< 1-%).Y|S,| +§.
n=0
c. La quantité en facteur de 1— x étant constante, on peut trouver : a >0, tel que :
0 x 0[] (1-a<x<1)=(A-%.Ds)| < %),
n=0

etdonc: O x O[0,1], (1-a <x<1)= (|S(X)| <€),
ce qui montre que : lim S(x) = 0= S(1), autrement dit S est continue en 1.
X-1"

d. Danslecasou: S(1) #0,onpose: f =S-S(0), et f estune fonction qui vérifie les hypothéses de la

premiére partie de I'exercice.
Donc f est continue en 1, donc S aussi et on a encore : lim S(x) = S(1) .
X-1"

Produit de Cauchy.
46. a. On peut évoquer la continuité d’une fonction de variable complexe (ou la simple continuité dans le cas

réel) ou dire que :
D0slg<r<R.[f(@- 10O =X a.2"|s X[ lZ" =42 [alld" <[4 X [alr"* =Cl2,
n=1 n=1 n=1 n=1
en exploitant 'absolue convergence de toutes les séries qui sont apparues.
1
>0,00<|4<a,|f(2)- f(O)|sC.C+1<1.
Etcomme: f(0) =1, onen déduitque : 0 0<|4<a, f(2)#0.

b. Par récurrence forte.
* b, existe et est unique,

Puis: Oa = L
C+1

e sijusqu'a: n=0, lestermes b ,...,bn existent et sont uniques alors :

n+l n+l n
Z A Dok =890y, + Z Ay By =Py + Z Qpag-k D
k=0 k=1 k=0

n+l n
et il est clair qu'il existe un unique b, tel que : Zak D« =0, quiest: b, = —z Anigi Dy -
k=0 k=0

c. Puisque r est dans le disque ouvert de convergence, la suite (a,.r") est bornée et :
OM >0,0n ON, <M.
Montrons alors l'autre inégalité a nouveau par récurrence forte.
« Elle est vérifiée pour: n=0 , car : ‘bo.ro‘ =1<s (M +D' =M +1.

a,.r"

e Supposons-la vérifiée jusqu'aunrang : N=0.

n+l 3 n+1 : n+1-k k 3 k (M +1)n+1 -1
Alors 2 (B, 1™ =1 a ., B r™ <D la ku.r ‘s d>MM+D =M.
k=0 k=0 k=0 (M+1)-1
soit: |b,,, ™ < (M +)" -1< (M +])™,

ce qui termine la récurrence.

,a,Rj>O.

d. Posons: p=min '
M +1

Alors : O |4 < p,

slasérie: f(2)= Zan.zn , et absolument convergente car : |z| <R,
n=0
+00

s lasérie: g(2) = an.z” , est absolument convergente car :
n=0
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47. a.

. e
. Lafonction f : z>

OnON,

] o] <[] o B

Donc le produit de Cauchy de ces deux séries converge et en le notant h(z),ona: h(z) = ch.z” :
n=0

n
avec:OnON, ¢, => ab,,

k=0

n
Onaainsi: ¢, =ayb, =1,et: 0 N ON* ¢, = Zak b._, =0, par construction de (b,).
k=0

Autrement dit : O |7 < ,0 f(2).9(2) =1,

etdonc:0|4<p, ——=9(2) = Zb Z"
n=0

f(z ( 2)
ce qui prouve bien que T se développe en série entiere en 0.

z

, se développe en série entiére avec un rayon de convergence infini car :
z

0z OC* e —-1= Z— et: f(z)—ez_ —2 - Z(n+1)'
n! n=1

De plus la fonction proposée se prolonge par continuité en 0 en posant : f (0) =1.

1 , L. .
Donc T se développe en série entiére S avec un rayon de convergence : R> 0.

Side plus on avait: R> 2.71, alors S serait définie sur un disque de rayon strictement supérieur a 2.71.
Donc la fonction ¢ de R dans C donnée par : ¢(t) = S(i.t), serait définie sur un intervalle | autour de

2.71, et serait continue sur cet intervalle comme série entiére.
En particulier, on aurait : lim S(i.t) = S(2i.77) O C.
t-2m

Mais on aurait de plus : 0 0<t <27, S(it) = 1 = _11 =it. € 1 __it 1+L(t) .
f@it) e -1 2.(L—cost)) 2 1-cosf)
it . sint) | _ . .
Or: lim |—=7,et: lim|———| =+, donc le produit ne peut tendre vers une limite finie en 2.71.
tm2m| 2 t-27|1-cosf)

Conclusion:onabien: O<R< 27.

La fonction : X+ e~ , est définie et continue sur R donc admet des primitives sur R.
Donc f est définie sur R.

Par ailleurs: 0 x OR, e —z( X) z( D’ X

et la convergence de cette série est absolue pour tout réel X.

. X
Deméme: [ x OR, ° z( ol = —x
o NI
o . . X 2 +00 1 X2.n+l
et par primitivation terme & terme : J. efdt=N =, ,
0 —=n 2n+1

la convergence étant & nouveau absolue pour tout réel X puisque tout X est dans l'intervalle ouvert de
convergence de la série entiere.
On peut donc former le produit de Cauchy de ces deux séries qui vaut :

OxOR, ()= c,.x""",

n=0
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() (-p~ -)" <& (KD
avec:Lin UM, € =2, 1~ k)l(k' 2k+1j nlzzk+1[j n sz+1”

puisque la série entiére produit est une fonction impaire.
b. Puisque f est dérivable, on peut calculer :

Ox OR, f'(x)=-2xf(x)+1,
et f estsolution sur R du probléme de Cauchy : y+2xy—-1=0, et: y(0) =0.
Cherchons maintenant une série entiere solution de ce méme probleme de Cauchy, et pour cela, soit :

S(x) = Zan.x” , (série entiére de rayon de convergence : R>0).
n=0

Alors S estde classe C”sur]-R+R[,et: 0 x O]-R+R[, S'(X) = Zn.an X"
n=1
et S est solution du probleme de Cauchy sur ]— R,+R[, si et seulement si :

O x O]-R+R[, Y na,x"*+2x> a,.x"-1=0,et: a, =0,

n=1 n=0

+00
soitencore: a, =0, et: 0 x O]-R+R][, g —1+Z((n+ 2.a,,, +2a,)Xx"" =

n=0
Or une série entiére est nulle (sur un intervalle non réduit a 0) si et seulement si tous ses coefficients
sont nuls et le probléme est donc équivalent & :

2
=0,a =1,et:0N0ON,a,, =— a.,
aO al n+2 n+2 n
22nn|
ouencorea: O n0ON, a,, =0,et: a,,, =(-1".
' ' Qn+D'

22n
et enfin & : S(X 2n+
[ (X) = ;( n". (2 )

Le rayon de convergence de cette derniére série entiére étant infini, S est définie sur R et le théoreme
de Cauchy garantit que S et f coincident sur R.

+00 2n |
Donc: 0 x OR, f(X)= 2(—1)”.i.. zml
n=0 (2n+1)'

c. Par unicité du développement d’'une fonction en série entiére sur R, on en déduit que :

OnON, (1)2(1) U 1" 220 oy

n g 2k+1{k (2n+1)'
2.n |2 n n
etdonc: 0 n ON, ( 1) (ka 27.n = 4 = 4

I I '
~2k+1 (2n+1)! (2.n+1).((2'n)'j 2n+1). 2.n
n.nl n
Propriétés de sommes de séries entiéeres.

48.a.Si: |><I <R, alors le produit de Cauchy de f(X) par elle-méme s’écrit :

+00 +00 +00
(Zun.x“j{ZUn.x“j :(Zan.x”], avec:0nON, a,= YU U, =,
n=0 n=0 n=0

p+g=n

Donc : (f(x))? :(iunﬂ.x“j, et: x.(f(x)* = iunﬂ.xn+l =§1un.xn =f(x)-u, = f(x)-1.

Donc f(X) estracine de (xt? —t +1).
Or le discriminant de ce trindbme vaut : A =1-4.x, et comme f(X) est réel, on a donc :

A =0, soit : Xsi.
4

P 1 " . .
On en déduit que : R< Z et on n’a évidemment pas démontré que R est non nul.
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b.

1+y1-4x

= . . 1 ) i
Le trinbme précédent, pour : X < 2 a deux racines qui sont : 5
X

1-v1-4x

La seule de ces deux expressions qui a une limite finie en 0 est : g(Xx) = >
X

ar: v1-4.x=1-2x+0,(X) .

On prolonge en 0 la fonction g ainsi définie en posant : g(0) =1.

c. On peut alors utiliser les développement en série entiére connus et :

49, a.

b.

DXD}4 [H“Z( j( —(n- 1)j(4x) Z(2n 2!

7 (n=-1)!. nI

dou: 0O x O }—%+%{ avec : X# 0, on déduit que :

1 & (2n-2) (2n- 2)' (2.n)! N
909 _5(1 1+2 “~(n-1l.n’ j Z(n -l N Z(n +Din
et 'égalité est encore vérifiée pour : X =0.

(2.n)!
(n+1)ln
La quantité g(x) vérifie : x.(g(x))* = g(x) —1.

Notons maintenant, on note : D n ON, v, =

Or x.(g(x))? se développe en série entiére sur }—%+%{ par produit de Cauchy de deux séries

absolument convergentes et :

0 x u} 4L [ x((x)’ —xz(zv v }x”=2(p2vp.vq}x“

n=0\ p+g=n +q=n

+00 +00 +00
et comme cette série est encore égale a: g(x)~1=> v, X" =1=>"v, X" =) v, X",
n=0 n=1 =
on en déduit par unicité du développement en série entiereque :  n ON, v,,;, = va.vq .
p+g=n

. Comme de plus : v, =1, les suites (U, ) et (Vv,) vérifient les mémes relations.

(2.n)!
(n+ln

2n o-2n n
Enfin, avec la formule de Stirling : u, ~ (@)~ e~ 277210 4

o (n+)™ e J2m(n+1).n"e" N 27N +°°\/7—Tn§

Il est alors immédiat par récurrence forteque : O n ON, u, =v,,dou: u, =

n" 1 1" 1 "
et comme : el 1+—| ~—,onconclutque: u, ~
(n+1" n+1 n

+o00 en +o00 § ’
\/7_T.n2

Le rayon de convergence de la série entiére s’obtient classiquement avec la regle de d’Alembert (les
coefficients sont non nuls a partirde: n=2)et: R=1.
Par ailleurs, il y a divergence grossiére en £1 et 'ensemble de définition de f est]-1,+1].

Puis: 0 x O[0,1], @-X).f(x) = iln(n).xn —iln(n).xn+l = iln(n).xn —iln(n—l).xn :
et: 0 x O[0,1], @—x).f(x) = iln(n).xn —iln(n—l).xn = —iln(nT_lj.x“ = —iln(l—%).x“
n=2 n=2 n=2 n=2

On peut alors écrire :

0 x 0[0.4] h(x) = f(x) +In{L-x) = Zln(l——jx -Z—=‘ (In(l——j 1jx “x.
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Onposealors: 0 nx2, a, :In(l—ij...i,
n/ n

et: n22, a, =In(1—£j+£=— 12 +o+w(i2j_
n n 2.n n

h est donc une série entiére de rayon de convergence 1 et la série de fonctions Zan.xn converge

n=2

normalement sur [0,1] car : <la,|~
+o 2. n°

Comme tous les mondmes constituant h sont des fonctions continues sur [0,1], h est donc continue

sur [0,1].

f)  _,_ h

Comme de plus : OO x [1]0,1], = ;
—In(1- x) In(1-Xx)

on en déduit que : limh(x) =h(@) OR, puis: Ilm f(x) =1+0=1,
x-1 x-1 =In(1-x)

etenfin: f(X)~—In(1-Xx).
z

Utilisation de développements en série entiere.

50. Notons : S(x) = i Bn+12x".
Cette série entié:(;,oa un rayon de convergence égal a 1, obtenu avec la regle de d’Alembert.
Puis: 0 x O]-1,+1[, S(x) = i On*+6n+1).x" = 9'§: n.(n-1.x" +15.§ nx" + i x",

n=0 n=0 n=0 n=0
puisque les trois séries convergent.

On écrit ensuite : S(X) =9.x%.>_n.(N=1).x"* +15x) nx"* +> x" = 9%, 2 - +15X. ! ~+ 1 ,
n=2 n=1 n=0 (1_ X) (1_ X) 1-x

a l'aide de dérivées.
18x% +15x.(1-X) + (1—-X)* _ 4x*+13x+1

Enfin: 0 x O]-1,+1[, S(X) =

1-x)° (L-x)°
On résout alors : 4.x> +13x+1=0, soit : _13+8 153 mais :
-13-+/153 <-1 et: 1< —138+12 _ _é < —13+8\/153S —1?;13 _0.

Conclusion : I'équation initiale admet une unique solution qui est

-13++/153
— 5

51. On commence par écrire : O x 0]0,1], S(X) =i g i —Z( ol (IO =D u (%)
X n! n=0

La fonction S ainsi que toutes les fonctions u,, sont définies, continues sur ]0,1], et prolongeables par
continuité en 0, avec : S(0) =1, u,(0) =1,et: OnON* u,(0)=0.

L’intégrale proposée est alors convergente puisque S est continue sur ]0,1] et prolongeable en 0.

On va considérer dans la suite que toutes les fonctions font référence a ces prolongements et I'égalité
au-dessus est alors valable sur le segment [0,1].

Par ailleurs, la fonction u : X+ x.In(X), (prolongée en 0 a la valeur 0) est continue sur [0,1], dérivable sur

10,1], de dérivée : O x 10]0,1], u'(X) =In(x) +1.
On en deéduit que : 0 x 0[0,1], [u(x)| < |u(e) =1 et:ox 04, |u,() si'.e‘“,
€ n

et la série de fonctions Zun converge normalement sur [0,1].

n=0
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52.

53.

Donc : j;x—lx.dx = I:Z u, (x).dx = Z” [Ju,(9.0x = Z% [ (xIn()" o

Enfin: 0 n21, [ (xIn(x)".dx = {::1 } —%. [0 x".(n(x) . dx = —%. [0 x".(n(x) .,

n X"
d = ( ) )
(n+1)" j (n +1) (n+)™
cette égalité étant encore valable pour : n =0, comme le montre un calcul direct.

L S (=D)" N _§
Donc : joy.dx—z 5 (D" r)™ _z(n+1)“+1 Z_

n=0 n=0 n=1 N
Remarque : on aurait pu aussi utiliser le théoreme de convergence dominée.

et par récurrence : 0 n>1, j(xln(x)) ax=(-1".

a. Soit x fixé dans ]-1,1].
In(1+ x* sin®(t))
sSin®(t)

La fonction ¢, , est définie sur {—]—;]—ﬂ - {0} et a pour limite x* en 0.

. T Tt
On peut donc la prolonger en posant : ¢, (0) = x?, et elle est alors continue sur [—EE} .

b. Pour: X O]-1,+1[, ona: DtD} } X sin® () <1,

et on peut écrire : In(1+ x*.sin’(t)) = z( ) "~
_In(L+ x® sin®(t)) _ ( Do
puis : S () z Sin"2(t).

(X% sin?(t)",

+ _1\n1
Soitdonc : @, (t) = z& Sin®"? (t).x*", égalité qui est encore vraie pour : t =0.
n

: ., =)
On peut alors noter (toujours pour X fixé dans ]-1,1)) : O n O N*, u_(t) = ( Sin®"2 (t).x*"
n

- . 7l
On remarque alors que la série de fonctions (de t) Zun converge normalement que [O’E]’ car:

nx1

OnONsOtO [ } u, (t)| converge.
n=1
In(1+x sin (t)) ( - 2n 2n-2
Donc on peut écrire ; X sin t).dt.
P I sin®(t) Z j ©.
@n-2)\ m

On utilise alors les intégrales de Wallis pour écrire : J‘Ozsinz'n_2 (t).dt = W >
"2 (1)1

j ZIn(L+ x*.sin’(t)) dt = Z( 1) n-t 2 (2n-2)! Z( ). (2n-2)! 20

sin(t) 22" (n 1)'2 ~ 22"l (n-1)!
. 2 _ < X" _ n-1 (2n-2)! 2n
Enfin : v1+ X -1+Z—.(— j(——(n 1)] 1+Z( 1)" mx :

et donc on a bien : I ln(1+s:(n ?tl)n ") dt = N1+ x> -1).

, n 2
a. On va montrer par récurrence forte que : 0 n> 2, > <u, <n’.

Oncalcule : u, =u, +1=1,et: u; =u, +2=2, donc on a bien :

PSI Dupuy de Léme — Chapitre 09 : Séries entiéres (Exercices : corrigé niveau 3).
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IN

u, =1< 2% et:

<u,=2<3%,

Nlw NN

Supposons la double inégalité vérifiée jusqu’'a: n= 3.
Alors: u,, =u,, +n,et:
n-1 n+1 n+1
e 2 +n= +n-1>2—— et:
2 2 2
U, <(N-D*+n=n’>-n+1<(n+1>,
Comme le rayon de convergence des deux séries entieres encadrantes vaut 1, celui de S vaut aussi 1.

De plus, la minoration qu’on a établie montre qu’il y a divergence grossiére en 1.
L'intervalle de définition de S est donc J-1,+1].

b. Si on multiplie les égalités définissant (u,,) pas X""? pour : X O]-1,+1], et si on les somme pour n

e u

variant de 0 a +o0, on obtient :
+o00 +o00 +00
0 x 0O]-1,+1], Zumz'xmz = Zunlxmz + Z(n + 1).Xn+2 ’
n=0 n=0 n=0
puisque toutes les séries convergent et :

0 x OFLALL D U X" =x2) u, X" +x2> (n+1).x",
n=2 n=0 n=0

soit, puisque : U, = U, =0, la relation : S(x) = x*.S(x) + Xz'-(l 1 2
-X
X2
et donc enfin : S(x) = . —.
L-x)".-x)
X2 a b C d

c. On décompose alors en éléments simples : > oo = + >t 5t :
@-x).0-x°) 1-x (@-x)° (@-%x° 1+x

et on détermine les quatre constantes en recomposant la fraction ce qui donne :

a:E,b=—§,c:E,d=E.
8 4 2 8
On développe ensuite en série a I'aide de la série géométrique et de ses dérivées :
X2 1 +00 3 +00 1 1 +00 1 +00
0 x O]-1,+1], ==Y X"==D> (n+)x"+=.=> (n+2.(n+DY.x"+=.> (-1)".x",
-1+ =X A=) 8; 4;;( ) 22;( ).(n+1) 8;( )
et par unicité du développement de S en série entiere :
1 3 1 1 2n -1+ ()"
OnON u, ==-—.(n+)+=.(n+2).(n+)+=.(-)" = :
84()4( )()8() 3

54. a. C’est quasiment la définition de a,, car si n représente des euros, le nombre de couples solutions
correspond au nombre de fagons de décomposer ces n euros en n, fois 1 euro plus n, fois 2.

b. Pour n fixé, n, et n, sont des entiers entre 0 et n, donc le nombre de triplets solutions est majoré
par n+1, puisque chaque valeur de n, correspondant a un couple solution ne génere qu’une seule
possibilité pour n,.

Comme de plus le couple (n,0) fournit une solution, on adonc : 1<a, <n+1, etle rayon de

convergence de S vaut 1 car les deux séries encadrantes ont méme rayon de convergence égal a 1.
De plus, S diverge grossierement en £1 avec la minoration précédente, donc S est définie sur J-1,+1].
c. Si on considére le produit des deux séries absolument convergentes :

O x O]-1,+1[, f(x) :(ix”}(ixz”j,
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+00

on obtient une série entiére : f(x) = Zun.xn .

n=0
Notons alors : 0 x 0 ]-1,+1], Zx —Za' X", et: Y x* =% B X",
n=0 n=0 n=0

autrement dit :
«0n0ON, a, =1,

«0nON, B, =1,sin estpair,et: B, =0, n estimpair.
Alors: O n ON, u, =Zn:ak.,8n_k =>a,p,.
k=0 p+g=n
De plus, le produit ap.,[a’q est non nul (et dans ce cas vaut 1) si et seulement si a, et ,[)’q sont tous deux
non nuls, autrement dit si q est pairavec: p+q=1.
Autrement dit u, compte le nombre de couples solutions de I'équation : n=n, +2.n,,et: u

Finalement : 0 x O7]-1,+1], S(X) = f(x) =(§ x”}(i XZ'”J.
n=0 n=0

1 1 1 1
1-x 1-x*  @1-x)?2 1+x
a a' b
+ + ,
1-x (@-x)* 1+x

d.Onadonc: O x O]-1,+1[, S(X) =

La décomposition théorique de S est: S(x) =

, , 121
et en recomposant la fraction par exemple, on obtient : a'= b:Z a’'=

hJ

Il suffit alors d’écrire : 0 x 01-1,+1[, S(X) == ZX += 5 Z(n+1) X" += Z( H".x"
n=0
Par unicité du développement en série ent|ere, on en déduit finalement que :

OnON, a, ::i¥'4' n +-]'4' (-]) = 2n+3+ ("])
4 2 4 4

Calcul de sommes de séries entiéres.

NPT 1 20 2

55. a. Pour cette premiére série entiere, on remarque que : [1 n O N*, —< <—.
2n n n

Comme le rayon de convergence des séries encadrantes vaut 1, celle aussi le rayon de la série étudiée.

Puis pour x dans J-1,+1], et en revenant a des sommes partielles :

2.N 2(—1)k N 9 N-1 1 1 N-
0 N ON*, Z _Xk - _.X2.k +Z—.X2.k+l Z_ ( ) = Z 2k+1,
o K o 2k = 2.2k+1 = k 2 & (2k +1)
et en rajoutant les termes d’indices pairs dans la deuxieme somme :
2N (—1)k N N 2N
: Z () +2 Z— I3y doeyels iy,
a K k12k 413k 293P

Si maintenant, on fa|t tendre N vers +o, on obtient, en notant S la série entiére :

3< 1 3 1 3 5
O[X<1, S(X)== + = xP===In-x*)-=.In(l-x) =—=.In(L+x) —==.In(L— X) .
X ()4;()2;9 4()2()4()4()
b. La regle de d’Alembert donne immédiatement le rayon de convergence de cette deuxieme série entiére
qui est +oo,
Puis :

« 0 x O R, on peut poser : X=u? et: oo(—
; (2 & (2 o
n +00 2
« O x OR, on peut poser : X =-u?, et: 2( ", 2——ch(u) ch(~-x).
= @2n)! 7= (2n)

c. Pour cette série, la regle de d’Alembert donne encore le rayon de convergence qui vaut 1.
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Puis: O n= 2, 1 1 1 1 1 et:
n>+n-2 3n 1 3n+2

+00 . + +00 n +00 n +00 n +00 n+2
O x O]-1,+1[, x#0, S(x):ZZA'n—l.xn :E. X —E. XL _xyx 1 iz X
n_zn +n-2 3=on-1 345n+2 35 n 3 x°m5nt2
X 11 Xz X3
et: S(X)=——.INAl-X)-—=.—=.) —=- Inl X)——.—| —-Inl-X) - Xx———
(x) 3( )3XZZ ( )3X2( 1-x) > 3

. 1 _pn
d. Puisque: 0 n=1, =<n™ <n,
n

et comme les deux séries encadrantes correspondent a des séries entieres de rayon de convergence
égal a 1, on en déduit que le rayon de convergence de la série entiére proposée vaut: R =1.

De plus, il y a divergence grossiére en +1 puisque la suite des termes d’indices pairs tend vers +o en
valeur absolue.

Puis : O |XI <1, S(x) = z n(—l)n X" = z (2K) 1> w2k 4 z 2k +1) (-1)2k+t 2k ’
n=1 k=1 k=0

et: 0| <1, S(x) = 2.x2.k+§2 k.(x?)k +kz°; Z’i'kfl
Enfin :
- Oy <1, Zku c;ju(l—lu] = (1—1u)2 e
+00 2k+1 +00
$Oli<, di@;m} 2,u" —u2=%'1—1u+%'lju'
d’ou : 2;:?1 +— In (1+uj

+
etdonc: O [X <1, S(x) = 2.x2.% +1.In(uj.
@l-x9)° 2 1-x
56. On va montrer que : R, = max(,R)).
2| _1ta|
< -

Tout d'abord : O n ON, |b,| =1+|a [~ 1+a,| -

donc R, est supérieur au rayon de convergence de la série géometrique, soit: R =1.

Ial

Ltfa,

Drautre part: O n ON, |b,| = <la,|,

donc: R, <R,.

* Simaintenant : R, >1, alors la série an.x” converge en 1 puisque 1 est dans l'intervalle ouvert de

n=0

convergence, et en particulier, la suite (b,) tend vers 0.
1
Donc:0On, ON, 0 n=n,, |bn|s§.
|b |
1o, |
et puisque la suite (b,) tend vers 0, la suite (&,) aussi, et on en déduit que : b, ~a,,.
+0o

Or:0n ON, |b|.+|a,) =a,|, donc:

Danscecas: R, =R, cequientraine: R, >1, etonabien: R, =R, = max(,R)).
* Sipar ailleurs : R, =1, alors avec ce qu'on a montré au dessus: R, <R, =1,
etanouveau: R, =1=maxR)).
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57.a.Pour: X J[0,1],ona: 0 n ON*

L x+a-xn
n

1 n n 2
SF-(IXI +1-X )<

et f(X) existe, comme somme d’une série convergente.
On vient méme de montrer que la série de fonctions qui définit f converge normalement sur [0,1], et la
continuité de toutes les fonctions constituant cette série entraine la continuité de f sur [0,1].

1-x

Pour: x>1,ona:0n ON* X"+ @1-x)" :x“(1+(—j ]
X

1-x

X

:X__l=1—2<1,
X X

Or:

X’

+o00 nz’

d’ou on déduit que : lim (uj =0,et:

n — +oo X

ce qui entraine la divergence grossiere de la série dans ce cas.

L xr+a-xn)
n

De méme, pour: Xx<0,ona:0n ON* x"+@1-x)" = (1—x)”(1+(1ij j

o

n2

X - X 1 \
——|=—=1-——<1,dou:
1-x 1-x 1-x

ce qui entraine encore la divergence grossiere de la série.
Finalement, f est définie et continue sur le segment [0,1].

et:

L xr+a-x)
n

+o00

n

+00 X
b. Notons : 0 x O [-1,+1], S(x) =) .
n=1

Alors S est définie sur [-1,+1], continue sur [-1,+1] (par convergence normale) et dérivable sur J-1,+1]
comme série entiére.

+00 Xn—l
Deplus: 0 x O]-1+1 S(X) =) ~—.

=1 N
Par ailleurs pour : x [0[0,1], ona: 1-x 0[0,1], et on peut écrire : f(X) = S(x) + SL- X) .
Par opérations, f est donc dérivable sur]0,1[, et: 0 x 0]0,1[, f'(X) =S (X)—S'L-X).

n

1ix_:_ln(1—x)’

c. Puisquedeplus: 0 x O]-1,+1[,et: Xx#0,ona: S(X) =—.

X n X
on en déduit que : O x 0]0,1[, f'(x)=- In@-x . I1n(X) .
- X
En primitivant, on adonc : 0 x 0]0,1[, f(X) = f[%j+I:(_ In(lt—t) + lf(tt)j-dt-
> -

In(1
t

In(t) &,
1-t

De plus : E Y .t = [In(l—t).ln(t)]i "'J';X

donc : f(x) = f[%j—ln(l— x).In(x)—(In(%D =C-Inl- x).In(X), avec : C OR.

Enfin, f étant continue sur [0,1] : f(0) = Iirrg f(x)=C- Iirrg(ln(l— X).In(x)) .

Puis : In(1-x).In(x)~xIn(x)  etdonc : f(0)=C-0=C=3 . = % .
n=1 n

On en conclut que : O x 0[0,1], f(x) = f (0) —In(1- x).In(x) =§— In(1- x).In(X).

Autour des fonctions sinus et cosinus et de I'expon entielle complexe.
58. a. La régle de d’Alembert appliquée a ces deux séries donne immédiatement un rayon de convergence
égal a +oo.
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On constate ensuite que : Ot O R, C(t) +i.5(t) = Z ¢ t)

Donc par produit de Cauchy (puisque les deux séries sont absolument convergentes) :

JtOR, |C@) +i.SO) (Z('t) j(z( ) j=§an.t”,

- n ik I)nk in . ﬂ Can -
avec: 0 nON, a, = gk R nIZ( 1) (j n!.(1 1)", et donc :
*si:n=0, a; =1,

*+si:n#0, a, =0.
On en déduit que : Ot O R, |C(t) +i.5(t)| =

b. Comme séries entiéres de rayon de convergence infini, C et Ssont évidemment de classe C” sur R.
De plus:

ng2n-1 4w (_q\N+li2n+l 2n
gtor, o= oS VT L g e s =3 X —cq.
m (2n-1)! = (2n+)! o (2n)!
c. Immédiatement : C(0) =1, et: S(0) =0.
d. Puisque C est continue sur R et de valeur 1 en 0, C reste positive sur un voisinage de 0.

n" 4" & (-D)ta”
LS ytce KRS (G

De plus C(2) estla somme d'une série alternée, et: C(2) =1-

2 (2n)! s (2n)!
Or la série qui apparait est alternée et vérifie le critére spécial puisque :
n+l |
Dn22,| 4 '(2.n)| 4 A
(2n+2)!" 4" | (2n+2). (2n+1) 30°

n 2
Donc sa somme est positive (signe du premier terme) et : 0< Zu < 4 _16 :
= (2.n)! 4 24
On en déduit que : C(2) < 1+E = 1 <0.
24 3

Il existe donc des réels strictement positifs vérifiant : C(x) <0, et: Z = {x >0,C(x) < O} , est non vide.
Il admet donc une borne inférieure a telle que : a = 0.

e. On sait qu'il existe : X, >0, tel que la fonction C reste positive sur [0, X, [.
Donc: Z ={X>O, C(x) <O} O[Xy,70),et: 0< X, <a.

. e . 1
Puisque a est une borne inférieure, onsaitque : O N ON*, OX, OZ, a <X, <a+—.
n

La suite (X,) tend alors vers a et : 0 n O N*, C(x,) <O.

En faisant tendre n vers +o et avec la continuité de C, on en déduit que : C(a) <0.

Mais si de plus on suppose que : C(a) <0, alors par continuité, C resterait strictement négative sur un
intervalle autour de a, on pourrait donc trouver : 0< X'< a, avec : C(X') <0, et a ne serait pas la borne
inférieure de Z.

Donc : C(a) =0.

Enfin C restant positive sur [0,a], S' est positive sur cet intervalle et S y est croissante.

Comme de plus : |C(a) +i.S(a)| =1, on en déduit que : |S(a)| =

Finalement : S(0) < S(a), entraine : S(a) =1.

f. Comme produit de Cauchy, on a: (C(a) +i.S(a))* =i* = - (z (.a)” j(z (.a)” j (z (2ia)" j

du fait des propriétés de la fonction exf, ou en le redémontrant.

Pour cela, on pose : (z (i.a)” J(z (ia)” J:(iunj, et
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OnON U :Z”:(i.a)" .(i.a)“"‘ _ (@) N _ ()" _(20)"
= kI (n=-k)! n! kl.(n—k)! nl nl

Donc: C(2a)+iS(2a)=-1,dou: CRa)=-1,et: S(2a)=0.
Toujours avec un produit de Cauchy, ona:

OtOR, Ct+2a)+i.S(t+2a)=(Ca)+iS(2a)).(C(t) +i.S(t)) = —(C(t) +i.S(t)),
donc: OtOR, C(t+2a)=-C(t), et: S(t+2a)=-S(t),
puis: OtOR, C(t+4.a)=-C(t +2a) = +C(t),
avec le méme résultat pour S, et C et S sont 4.a —périodiques.
De plus, C est paire et S est impaire, donc :

OtOR, S2a-t)=-S(t-2a) =-S(t +2.a) = S(t) .
De proche en proche, on en déduit que :

» C est strictement positive sur [0,a [, donc S est strictement croissante sur [O,a ], de 0 a 1 puis elle

décroit strictement sur [a ,2a]de 1 a 0.
» C est donc strictement décroissante sur[0,2a]de1la -1,
* on en déduit les variations de C etde S sur[— 2a 0], puis sur [ 2a 4.a] par 4.0 —périodicité.

=
| ||M:
o

g. Soit enfin z un complexe de module 1: z=a+ib, avec: a’ +b* =1.
Puisque : a [ [-1,+1], il existe un unique 6 dans [a,2.a]tel que : a=C(6),
et la seule autre valeur dans [ 2a ,4.a ] qui vérifie cette égalité est 4.a — 6.
En effet, on a bien :
e C(da-6)=C(-6)=C(0),
e @' dans [ 2a 4.a] a cette propriété, alors : C(4a -6)=C(-6')=C(6') =C(6),
d’ou par unicité de 6 : 4a-6'=6,et: 8'=4.a0-6.
Ensuite, b et S(6) vérifient tous deux : b* = S(8)> =1-a*, donc: b=+S(6).
Or: S(2n-6)=-S(6).
Donc il existe bien une unique valeur &, entre 0 et 4.0 (la valeur 8 précédente ou 4.a —6&), qui
vérifie a la fois: a=C(6,), et: b=95(8,), soit finalement : z=C(g,) +i.5(6,) .

Développements en série entiére.
59.a. En posant: O x O]-1,+1[, f(x)=e***"¥ |afonction f est définie, de classe C? sur]-1,+1|, et :

a.arcsin(x)

V1-x?
O x O]-1,+1], @-x3).f"(x)=af(x)+x.f'(x),

et f estsolution sur ]-1,+1[ de I'équation différentielle : (1-x?).y"-x.y'-a*.y=0.
On cherche alors les séries entiéres solutions de cette équation différentielle en posant :

a.arcsin(x) ea.arcsin(é()

S— +t.ax 5 » c'est-a-dire :
(1_ X ) 2\2
@-x%)?

,puis: f"(x) = a2 S

O x O0]-1,+1[, f'(X)=a.

0 x O0]-R+RJ[, S(X) = Zun.x” , (avec R supposé a priori non nul),
n=0

qui est de classe C” sur | — R,+R], ses dérivées s’obtenant en dérivant terme a terme, et S est solution
de (E) sur]- R,+R], si et seulement si :

+00 +oo +oo
0 x O]-R+R[, @=-x*)D u,n(n=-.x"?-x> u nx""-a?>u nx"=0.

n=2 =1 n=0
Apres développement et translation d’indice, c’est équivalent a :

0 x O]-R+R[, Y [(n+2).(n+u,.,, - (n*+2n+a’)u,].x" =0.
n=0
Une série entiére est nulle sur un intervalle autour de O si et seulement si tous ses coefficients sont nuls,
ce qui permet d’écrire que c’est encore équivalent a :
_(n*+2n+a?%)

OnON,u, u, .
™2 (n+2).(n+1)
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Cette relation de récurrence détermine entierement S en fonction de ses deux premiers coefficients.
La régle de d’Alembert montre alors que la série entiere donnée par les termes de rangs pairs a un
rayon de convergence égal a :

* R, =1,si:u, 20,

. Rp =+o0,si: U, =0.

De méme, pour la série entiere donnée par les termes de rangs impairs :
* R=1,si:u, #0,

* R =+4m,si:u, =0.

Donc une telle série entiére est converge toujours sur ]-1,+1].

Enfin, le théoréme de Cauchy sur les équations différentielles linéaires du second ordre (voir chapitre
correspondant) montre qu'il existe une unique solution sur ]-1,+1[ vérifiant de plus :

- y0) =1,
* y'(0) =a.
Or f estdans ce cas, ainsi que la série entiere correspondanta: u, =1, u, =a.
Conclusion : par unicité, f coincide avec cette série entiére particuliére sur ]-1,+1].
Remarque : si on prend pour a la valeur 1, on obtient :

On0ON,u,, = (n+1) u,,e
(n+2)
(2.p)! 2p L e 22’p-(p!)2 2.p+l
DX ORI T = z2“’(|0') * +; @p+yl

b. On poseici: f(X) = EIn 1+ x.sin”(t)).dt, et il est nécessaire que : X = —1, pour que la fonction sous
0

l'intégrale soit au moins définie sur l'intervalle {O,—;[ .

On travaille donc avec : x [0]-1,+1[ (intervalle ouvert).

Puis: O x O]-1,+1][, DtD{ } IN(L+ x sin®(t)) = Z( 1) ‘1M

Pour X fixé, si on note alors u, les fonctions (de la vanable t) qui apparaissent dans la série, on

. . T
constate que cette serie de fonctions converge normalement sur [0, E:| , car:

ma[ }|u(t)| N =a,

etlasérie Y a, converge.
nx2

) S GRS
Donc on peut intervertir somme et intégrale et : 0 x 0]-1,+1[, f(X) = 2 (= jz sin®"(t).dt
n=1 n

_1 '
et avec les formules de Walllis : f(X) = Z( D’ 22(3'(n)")2 X"
n . (n!

60. a. Toutes les dérivées de f étant positives sur l'intervalle ] — a,+a |, elles y sont croissantes.
b. Soitdonc: x O R, tel que: [{<r <a.
La formule de Taylor avec reste intégral a I'ordre n sur [0, X] (ou [X,0]), s’écrit :

n £ (K
f(x)= Z f (O) j =97 t) £ ™D (t).dt, et avec le changement de variable : t = x.u, on obtient :

k=0
_ f(k) ©0) _« 1(X_X-U) (n+1) n, f (O) X" (n+1)
f(x)_;T.x +jOT.f (xu).x.du = ; . _ j(l u)". f ™ (xu).du

c.Onendéduitque: 0 O<r<a,si:|[}<r, alorsona:
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f(x)—zn:f(k)(o).x I U @-u)".f ™ (xu).dul < |XI I(l u)".f ™ (ru).du,

o K

puisque f ™ est positive et croissante, et qu'ona: [X <r.

n f (k) (O) n+1
Oronaaussi: f(r)=>) j @-u)".f ™ (ru).du, donc:

k=0

(k) [
ja u)" fw”amdu—lm{f() §:f @) }s ﬁrfUL
r
puisque tous les termes de la somme sont posmfs.

() n+l n+l
f(x) - }:f © , jTﬂﬁkw(n:(§j (1)

Finalement :

. Il est clair alors que pour x fixé dans ]—a,+a|[, on peut trouver r tel que : |x| <r.

Il suffit alors de faire tendre n vers +c dans l'inégalité précédente pour constater que :

n (k) +00 (k)
lim [ f(x) - z (O) =0, etdonc: f(x)= z © XK
n— +oo k=0 k' k=0 k'

La fonction f est bien développable en série entiere en 0 sur ]—a,+a|.

. Ce résultat est presque immédiat par récurrence puisque :

e ilestvraipour: n=0, avec: P, =X,
* si on le suppose vrai pour un entier n donné, alors :
tan™® = (1+tan®).P,'(tan),

qui fournit: P, = @+ X 2. P,', soit un polynéme de parité égale a celle de I'entier n+2 et a

coefficients positifs.

f. On constate alors que toutes les dérivées d’ordres impairs de la tangente s’annulent en 0 et que tar est

61. a.

positive sur {O]—T{ .
2

Comme les coefficients des polyndmes P, sont positifs, les dérivées de tar sont positives sur [OE[ .

L’étude précédente montre alors que tar est développable en série entiere sur [Og[ ,etque:

oo () +oo (2n+1)
0 x 0 |:0,,—7|:, tan(x) = ZM.XK = zm—(o).xzml '
2 o K ~ (2n+1)!

. Enfin, la fonction tar étant impaire, on peut écrire aussi :

+00 (2n+1) +00 (2n+1)
Ox0O —I—T,O , tan(x) = —tan(-x) :_ztan—m)( x) 2™t = ztan—(O).XZnﬂ
2 o (2n+1)! o (2n+D)!

ce qui prouve finalement que tar est développable en série entiére sur }E’+,_27['

Soit X fixé dans R.

Si x est nul, la série converge (c’est la série nulle) et si x est non nul, alors : sh(a".x) ~a".x, qui est le
+00

terme général d'une série géométrique absolument convergente.
Notons ensuite : 0 n ON, O x OR, u,(x) =sh(a".x).

Les fonctions u,, sont toutes de classe C” sur R, et :
cOADOR,OpONDOXDO[-

etla série > uf®” converge normalement sur [~ A+A],

n=0

edeméme:0 AOR, O p ON, O x O[-A+A],

u®? (x)‘ = a“'z"’.‘sh(an .x)‘ <sh(@".A) =a, ~a".A,
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62. a.

.Comme: 0 x O]-1,+1[,0 n=1,0na:

— an.(2.p+l)

.ch(a”.x)‘ <a™Pfa"ch@".A)<a"ch(A =a,,

et la série Zu,fz'pﬂ) converge également normalement sur [— A+ A].

n=0

Donc f estde classe C” sur R, et on obtient ses dérivées en dérivant terme a terme.

a

2.p+l °

En particulier : 0 p ON, f®P(0)=0,et: f Q) => (a®>")" = 1
—~ -a

.Pour: x OR™, et: p=1, I'égalité de Taylor avec reste intégral sur [0,x] a I'ordre 2.p donne :

& f @y 0) 2 (X t) P £ @p)
f(X) _;—(Z.k+1)l . j Zo-T1 (t).dt .

Or:0t0[0,x], 0< f P (1) = Z(az'p)“.sh(a“.t) < sh(x).i (@2P)" = (9.

sh(x) j(x t)z‘"1 ¢ < S x>P
2.p- 1)" 1-a*f (2p-D!
x—t)*P™

P

X
Il est alors clair que, lorsque p tend vers +oo, 'intégrale J’O ((2 D

Donc f coincide avec sa série de Taylor en 0, pour tout réel X positif.

Donc : O<I%. (2"’)(t).dts1 >
-1)! -a

£ &P (t).dt tend vers 0.

. f étant impaire, I'égalité valable sur R reste valable sur R

Donc f est développable en série entiére sur R et :

+o0 a NGi!

OxOR, f(X)=),

~1-a®™ (2n+1)!

Pour x dans ]J-1,+1[, toutes les fonctions constituant la série sont définies en X, et :

1 21
n.(n+ x) +» n?

ce qui garantit la convergence de la série, et la fonction S est définie au moins sur J-1,+1].

X
_<1,
n

on en déduit : ;=i2(1+5j_ =i2.i(—1)k.(' j z( 1?<+2X .

n(n+x) n n n° =

On en déduit que : O x 0]-1,+1], S(X) = Z( uj
k=o N

k+2
=1

.Pour: x OJ]-1,+1[, et: N ON*, S_(x) estla somme de N séries convergentes qu’on peut ainsi

réécrire en :

S, () = Z( 12+2x i(—l) e Z( 1)k x~

k+2
ko 2

et regrouper en : S (X) = Z(( i2+zx +(_1) X +..+ (-2 X] ( (= 1k+2 j

k+2 k+2
k=0 2 N =0\ n=

. On fixe x dans]-1,+1[.

Alors : O k ON,

+o00 1
(_1)k Xk Z nk+2
n=1

ou ( est la fonction de Riemann.

St S5 =,

+00
La série de terme général : a, = (=1)"x“.>’
n=1

> » est donc absolument convergente, par comparaison

a une série géomeétrique convergente.
Or cette série n'est autre que la série qui définit g(X) donc g(x) existe pour tout : x 0 ]-1,+1].
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Puis pour : k=0, et par décroissance sur R™ de la fonction : t — —, on a la majoration classique :

tk 2,

- 1 ot

ONz22, Osn:ZN:+1nk+2 < o
wodt [t 1

et comme : J- = = ol

t ~k-1], ~ (k+D.N

+00 1 1
<

onendéduitque: 0 N=2, 0< < .
q n:zNﬂnk+2 (k+1)N k+1

On peut alors écrire, en regroupant deux séries convergentes :

N>2, (x-S, (9 =+Z”[(—1)k.xk-+ﬁ nin-i((—l)k-xk-Z nizj =§((—1)k-xk- > nklﬂj,

k=0 n=1 k=0 n=N+1
+00 +00 1 +0o
wonszo-sea-fome( £ < E £ <l

¥

e. Toujours pour X fixé dans ]-1,+1[, on pose : 0 k=0, O t O[2,+), u, (t) = m
+1).

Alors :

+ la série de fonctions ) u, converge normalement sur [2,+e), car : 0 k 20, |u, (h)| = |x|k =a,,
k=0

« chaque fonction u, a une limite finie nulle en +co,

* la série de ces limites converge.
Donc on peut intervertir limite et somme et :

+00 k
lim |X| = u, (N I|m u,(N)=0.
Nﬂ+wé(k+1)'|\]k+l N - +ooZ ( ) Z ( )
On en conclut que : O x 0O]-1,+1], ’\!Im Sy(X) =a(x).
f. On se souvient également que pour : x 0]-1,+1][, la suite (Sy (X)) est la suite des sommes partielles de
la série S(x), donc : h!im Sy (X) = S(X) .

Par unicité d’'une limite, on en déduit que :

O x O)-1,+1], S(x)=a(x):+ﬁ(—1)k-xk-(+2m nizj S (54 (k+ D

n=1 k=0
On vient bien de démontrer que S est développable en série entiere sur ]-1,+1].
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