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Produit scalaire (corrigé niveau 3).  
 
Exercices généraux sur le produit scalaire.  
76. a. F  et G  sont deux sous-espaces vectoriels de E, de façon immédiate. 

    Soit maintenant : Gg ∈ . et : Ff ∈ . 

    Alors : ∀ Ff ∈ , 0).().(
1

1
=

+

−
dttgtf ,  

    puisque la fonction sous l'intégrale est nulle sur [-1,0] du fait de g  et sur [0,1] du fait de f . 

    Donc : ⊥⊂ FG .  

    Soit maintenant : ⊥∈ Fh , et pour tout : 2≥n , la fonction nf  définie par : 

      • ∀ t ∈ [0,1], 0)( =tf n ,  

      • ∀ t ∈ 
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      • nf  est affine sur 
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    Les fonctions nf  sont continues sur [-1,+1], et nulles sur [0,1], donc appartiennent à F . 

    Par conséquent : ∀ 2≥n ,  −
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    où M  désigne un majorant de h  sur le segment [-1,+1]. 
    Si on fait tendre n  vers +∞, on a :  
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    et avec le théorème des gendarmes, on en déduit que : −=
0

1

2 ).(0 dtth . 

    On termine en disant que 2h  est continue et positive sur le segment [-1,0] donc y est nulle.  

    Finalement : Gh ∈ , donc : GF ⊂⊥ , et finalement : GF =⊥ .  
b. F  et G  ne sont pas supplémentaires dans E, car la fonction constante égale à 1 (qui n’est donc pas  
    nulle en 0), ne peut se décomposer comme somme d'un élément de F  et d'un élément de G . 

    On a donc ici : EFF ≠⊕ ⊥ . 
 

77. a. Pour : 1=n , le résultat est immédiat car : 
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    Si : 2=n , alors : 2
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    et ceci pour tout couple : ( 21,εε ) ∈ {-1,+1}2.  

    On peut alors choisir 1ε  et 2ε  de telle sorte que le produit ).(. 2121 xxεε  soit positif et dans ce cas : 
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b. Supposons maintenant le résultat démontré pour un entier : 2≥n , et soit : ( 11,..., +nxx ) ∈ En+1, vérifiant  

    la propriété précédente. 

    Alors : ∀ { 11,..., +nεε } ∈ {-1,+1}n+1, 2
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    La même inégalité appliquée à { 11 ,,..., +− nn εεε } donne :  
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    et donc en additionnant : 22
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    En appliquant alors l'hypothèse de récurrence, on en déduit que : 
2

1
2

1

2

+
=

−≤ n

n

k
k xMx , 

    et finalement : 22

1
1

2
Mxx n

n

k
k ≤+ +

=
 , ce qui termine la récurrence.  

 

78. a. Si on note ϕ  :  
+

−

1

1
).(. dttPtP a , ϕ  est clairement une forme linéaire sur E et non nulle puisque le  

    polynôme constant égal à 1 a pour image : 1..2.)1(
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    Montrons que : )ker()1( ϕ⊕= VectE . 

    Pour : EP ∈ , si : 0PP += λ , avec : )ker(0 ϕ∈P , alors : 
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    et donc :  
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      • λ−= PP0 . 

    Réciproquement, en posant : 
+
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1
).(. dttPtλ , et : λ−= PP0 , on a bien :  

      • 0PP += λ , 

      • λ est une constante, 

      • 0).(...).(.).(.)(
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    Cette unique décomposition pour tout vecteur : EP ∈ , montre que : )ker()1( ϕ⊕= VectE . 

    Puisque : )ker(ϕ=H , admet un supplémentaire de dimension 1 dans E, on dit que c’est un hyperplan  
    de E (pour prolonger la notion définie à l’aide d’une dimension en dimension finie).  
b. Soit : ⊥∈ HQ . 

    Alors : ∀ EP ∈ ,  
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    avec : 0PP += λ , dans la décomposition précédente,  

    et puisque : 
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c. On déduit de l'égalité précédente que :  

      ∀ EP ∈ , 
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    La fonction ϕ  : ttQt .)( α−a , est alors continue sur [-1,1], et orthogonale à tous les polynômes.  

    Le théorème de Weierstrass montre alors que cette fonction est nulle sur [-1,+1]. 
    En effet, si ( nP ) est une suite de polynômes qui converge uniformément sur [-1,+1] vers ϕ , alors : 

      ∀ n  ∈ �, dttPttdttPtdttPttdtt nnn )).()().(().().()).()().(().(
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    puisque l’autre terme est nul du fait de l’orthogonalité de ϕ et de �[X]. 
    On en déduit que : 
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    Et comme la quantité majorante tend vers 0 quand n  tend vers +∞, on en déduit que : 0).(
1
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    2ϕ  étant alors continue et positive sur [-1,+1], elle y est nulle, et ϕ  aussi.  

    Donc : ∀ t ∈ �, ttQ .)( α= ,  

    mais ceci n’est possible pour un polynôme que si : 0=α , soit : 0=Q . 

    Donc : =⊥H  {0}. 
 

79. a. Notons A  la matrice de u  dans la base B. 

    Alors : ∀ nj ≤≤1 , 
==

==
n

i
iji

n

i
ijij eeueeaeu

11
, )).((.)( ,  

    puisque la base B étant orthonormale, on reconnaît ainsi les coordonnées de )( jeu  dans cette base.  

    Donc : 
==

==
n

i
ii

n

i
ii eueautr

11
, ))(()( .  

b. Deux possibilités alors se présentent : 
    • soit tous les éléments diagonaux de A  sont nuls et : ∀ ni ≤≤1 , 0))(( =ii eue ,  

    ce qui répond à la question,  
    • soit ce n’est pas le cas et il existe alors un terme non nul sur la diagonale, mais aussi nécessairement  
    au moins un autre de signe contraire puisque la somme de ces éléments vaut 0. 

    Autrement dit : ∃ nji ≤≠≤1 , 0))(( >ii eue , et : 0))(( <jj eue . 

    On considère alors la fonction proposée définie de [0,1] dans � par : 

      ∀ t ∈ [0,1], ϕ(t) = )).1(.)).1(.(( jiji etetetetu −+−+ . 

    En développant cette expression avec la linéarité de u  et la bilinéarité du produit scalaire, on constate  
    qu’elle est polynomiale en t (de degré au plus 2), donc est continue sur [0,1]. 

    De plus : 0))(()0( <= jj eeuϕ , et : 0))(()1( >= ii eeuϕ ,  

    donc ϕ s’annule sur [0,1] et la valeur de t ainsi  
    trouvée fournit un vecteur x  qui vérifie : 0))(( =xxu , et qui est non nul puisque ( ji ee , ) est libre. 

c. Raisonnons alors comme proposé par récurrence sur n . 
    • Si u  est un endomorphisme d’un espace euclidien E de dimension 1 tel que : 0)( =utr , alors sa  

    matrice dans n’importe quelle base de E est nulle de taille 1×1 donc à diagonale nulle. 
    • Supposons le résultat démontré pour tout espace euclidien de dimension : 1≥n , et soit u  un  
    endomorphisme d’un espace euclidien E de dimension 1+n , tel que : 0)( =utr . 
    On a trouvé avec la question précédente un vecteur dans E non nul, que l’on peut diviser par sa norme  
    pour obtenir un vecteur 1ε  et tel que : 0))(( 11 =εεu .  

    On complète alors 1ε  en une base orthonormale ( 121 ,...,, +nεεε ) de E.  

    Dans cette base la première colonne de la matrice A  de u  commence par 0 puisque : 
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    La matrice de u  dans cette base a alors pour forme par blocs : 







=

'*

*0

A
A , où 'A  est de taille nn × . 

    La matrice 'A  a une trace nulle puisque : 0)( =Atr , et correspond à un endomorphisme 'u  de l’espace  

    euclidien : ),...,(' 12 += nVectE εε , que l’on munit du produit scalaire induit par celui de E. 

    Donc il existe une base orthonormale ( 12 ',...,' +nεε ) de E’ dans laquelle la matrice de 'u  est à éléments  

    diagonaux nuls. 
    Notons 0'A  cette dernière matrice et P  la matrice de passage de ( 12 ,..., +nεε ) à ( 12 ',...,' +nεε ). 

    Alors : PAPA '..' 1
0

−= , et un produit par blocs donne : 
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    Or cette matrice est la matrice de u  dans la base ( 121 ',...,', +nεεε ) de E et elle est à diagonale nulle  

    puisque 0'A  est à diagonale. 

    On termine ainsi la récurrence.  
 

Espaces vectoriels euclidiens, et sous-espaces vect oriels. 

80. Pour un vecteur y  de E, l’expression de )(ypF  est : 
=

=
p

i
iiF xyxyp

1

).()( ,  

puisque la base ( pxx ,...,1 ) est orthonormale. 

Si on ramène cette égalité à son écriture matricielle dans la base B et en appelant M  la matrice de Fp  
dans cette même base B, alors : 

  ∀ Y  ∈ Mn,1(�), YXXYXXYXXXYXYM
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en utilisant le fait que l’expression du produit scalaire dans B est canonique puisque la base est 

orthonormale et que la quantité : )(. yxYX ii
t = , est un scalaire et commute avec toute matrice. 

Donc : ∀ Y  ∈ Mn,1(�), 0.).(
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On en déduit que : 0).(
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81. • Pour : 2=n , le résultat est vrai. 

En effet, si : 0)( 21 <xx , alors les deux vecteurs sont non nuls et constituent chacun une famille libre. 

• Supposons maintenant le résultat vrai pour une valeur de : 2≥n , donnée. 
Soit ( 11,..., +nxx ) vérifiant la propriété proposée. 

Puisque tous les vecteurs sont non nuls, on peut considérer p  la projection orthogonale sur )( 1xVect  et : 

  ∀ 12 +≤≤ ni , ⊥+= iii yxpx )( ,  

avec :  
  • ⊥⊥ ∈ ))(( 1xVectyi , 

  • 1)( xxp ii λ= , et : 
2

1111 .)())(()( xxyxxpxx iiii λ=+= ⊥ . 

On remarque alors que : ∀ 12 +≤≤ ni , 0).(
1

12

1

<= ii xx
x

λ . 

Puis : ∀ 12 +≤≠≤ nji , 
2

1..)()( xyyxx jijiji λλ+= ⊥⊥ ,  

et donc : 0..)()(
2

1 <−=⊥⊥ xxxyy jijiji λλ . 

Donc par hypothèse de récurrence, toute sous-famille de 1−n  vecteurs de la famille ( ⊥
+

⊥
12 ,..., nyy ) est libre, 

Considérons alors une de ces sous-famille, par exemple ( ⊥⊥
nyy ,...,2 ). 

Comme réunion de deux familles libres issues de deux sous-espaces vectoriels orthogonaux, la famille 
( ⊥⊥

nyyx ,...,, 21 ) est encore une famille libre. 

Enfin, la famille ( nxx ,...,1 ) est encore libre car : 

  ∀ ( nαα ,...,1 ) ∈ Kn, ( 0..... 11 =++ nn xx αα )  ( 0.....)......( 221221 =+++++ ⊥⊥
nnnn yyx ααλαλαα ), 

donc on en déduit que : 0...2 === nαα ,  

puis en revenant à la première égalité et puisque 1x  est non nul, on termine avec : 01 =α . 

Les vecteurs 11,..., +nxx  jouant des rôles symétriques, on en déduit que c’est valable pour une sous-famille 
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quelconque, ce qui termine la récurrence. 
 

82. a. On peut noter que : ).(
2

1
. 22 YXYX +≤ , 

    puisque la différence vaut : 0).(
2

1
.).(

2

1 222 ≥−=−+ YXYXYX . 

    Donc par comparaison, et comme 2X  et 2Y  admettent par hypothèse une espérance, YX .  (et donc  

    également YX . ) admet une espérance.  
b. 'F  est inclus dans F  et est non vide puisque la variable aléatoire nulle est des 'F  (puisqu’elle admet  
    un moment d’ordre 2).  
    Par ailleurs si X  est dans 'F , alors pour tout réel λ , X.λ  admet aussi un moment d’ordre 2 et donc  
    est dans 'F . 
    Enfin, si X  et Y  sont dans 'F , alors : 
      YXYXYX ..2)( 222 ++=+ , 

    qui admet une espérance par combinaison linéaire, donc YX +  admet un moment d’ordre 2 et  
    appartient ainsi à  'F . 
    'F  est donc bien un sous-espace vectoriel de F . 
c. La question a. montre que ψ  est correctement définie de '' FF ×  dans �. 
    Il est par ailleurs immédiat que ψ  est symétrique et bilinéaire (par linéarité de l’espérance). 

    Ensuite : ∀ 'FX ∈ , puisque : 02 ≥X , l’espérance de 2X  est également positive et ψ  est positive. 

    Enfin, si pour : 'FX ∈ , on a : 0)(),( 2 == XEXXψ , 
    alors avec le théorème de transfert, on peut écrire : 
      

Ω∈

===
)(

22 )(.)(0
Xx

xXPxXE , 

    et comme la somme (de la série si on utilise une énumération de )(ΩX ) est à termes positifs, on en  

    déduit que : ∀ )(Ω∈ Xx , 0)(.2 == xXPx , puis :  

      • si la condition proposée est satisfaite, alors on en déduit que )(ΩX  ne contient aucun terme non nul,      

    donc : =Ω)(X  {0}, et : 0=X . 

      • si la condition n’est pas satisfaite, alors on peut trouver : 'FX ∈ , et : )(0 Ω∈ Xx , non nul tel que :  

      0)( 0 == xXP . 

    Dans ce cas on peut noter : )( 0
1. xXXY == , où )( 0

1 xX =  est la fonction indicatrice de )( 0xX = , et : 

      Y  admet un moment d’ordre 2 car : 112
)( 0

≤=xX , donc : 22
)(

22

0
1. XXY xX ≤= = , et donc : 'FY ∈ , 

      Y  est non nulle car : ∀ )( 0xX =∈ω , 0)()( 0 ≠== xXY ωω , et : ∀ )( 0xX =∉ω , 0)( =ωY  

      0)(.)( 0
2
0

2 >== xXPxYE ,  

    car Y  ne prend que deux valeurs, 0 et 0x , puisque de plus : ∀ )( 0xX =∉ω , 0)( =ωY .  

    Donc la forme ψ  est définie si et seulement si la condition de l’énoncé est satisfaite. 

d. La variable aléatoire A1  est définie par : 

      ∀ Ω∈ω , 1)(1 =ωA , si : A∈ω , et : 0)(1 =ωA , si : A∉ω . 
    Donc elle ne prend que deux valeurs et admet ainsi une espérance qui vaut : 
      )()01(.0)11(.1)1( APPPE AAA ==+== , 

    car : { } AAA ==Ω∈== 1)(1,)11( ωω . 

    Enfin, il est immédiat que : AA 112 = , donc A1  admet un moment d’ordre 2 et : A1  ∈ 'F . 

    Puisque maintenant A1  et Ω1  sont dans 'F , on en déduit que : )1,1( Ω= AA VectG , est inclus dans 'F ,  

    'F  étant stable par combinaison linéaire. 
    De plus : AA

111 −= Ω , donc : AA
G∈1 . 

    Comme A   est distinct de l’ensemble vide et de Ω, A1  et 
A

1  sont non nulles, et : 01.1 =
AA . 

    Donc : 0)1.1()1,1( ==
AAAA Eψ . 

    On en déduit que cette famille est orthogonale, et formée de vecteurs non nuls, donc est libre. 
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    Mais comme AG  est engendré par deux vecteurs, on a : 2)dim( ≤AG . 

    On peut ainsi en conclure que : 2)dim( =AG , puisqu’il contient une famille libre de deux vecteurs et  

    cette famille (donc (
AA 1,1 )) est une base orthogonale de AG . 

    Soit enfin : ∀ Ω⊂B . 
    On détermine alors une base orthonormale de AG  en normant les vecteurs de la base précédente, et : 

      )()1()1()1,1(1 22
APEE AAAAA ====ψ , et : 

      )(1
2

AP
A

= . 

    On en déduit que : 
)(

1
).1,1(.

)(

1

)(

1
).1,1(.

)(

1
)1(

APAPAPAP
p A

AB
A

ABBGA
ψψ += . 

    Enfin : )()1()1.1()1,1( BAPEE BABAAB ∩=== ∩ψ ,  

    car : ∀ Ω∈ω , 1)(1).(1 =ωω BA , si et seulement si : A∈ω , et : B∈ω , ou encore : BA ∩∈ω .  

    Le même résultat étant également vrai pour A , on conclut que : 

      
AAAAAABG BPBP

AP

BAP

AP

BAP
p

A
1).(1).(1.

)(

)(
1.

)(

)(
)1( +=∩+∩= . 

e. On commence par remarquer que X  et Ω1  ne sont pas proportionnelles puisque X  n’est pas  

    constante, donc G  est un plan. 

    Puis, pour : 'FY ∈ , on cherche : Ω+= 1..' βα XY , tel que : ⊥∈− GYY ' , donc tel que :  

      • )(.)(.).(0),'( 2 XEXEXYEXYY βαψ −−==− , et : 

      • )1(.)(.)(0)1,'( ΩΩ −−==− EXEYEYY βαψ . 

    On en déduit, en multipliant la première égalité par 1 et la seconde par )(XE  et en soustrayant : 

      α.))()(()().().( 22 XEXEYEXEYXE −=− , soit encore : ),cov()(. YXXV =α . 

    De même : )()..()().()(. 2 XEYXEXEYEXV −=β . 

    Ici, on peut utiliser l’argument qu’il existe une unique solution (pour garantir que )(XV  est non nul et  

    qu’on peut diviser) ou montrer que puisque X  n’est pas constante, sa variance est non nulle. 

    On obtient ainsi : 
)(

),cov(

XV

YX=α , puis : 
)(

)()..()().( 2

XV

XEYXEXEYE −=β ,  

    et enfin : Ω
−+= 1.

)(

)()..()().(
.

)(

),cov(
)(

2

XV

XEYXEXEYE
X

XV

YX
YpG . 

f. Puisque toutes les variables qui interviennent admettent des moments d’ordre 2, )(YpG  admet une  

    espérance et : )1(.
)(

)()..()().(
)(.

)(

)().().(
))((

2

Ω
−+−= E

XV

XEYXEXEYE
XE

XV

YEXEYXE
YpE G . 

    Enfin : 1)()1()1( =Ω==Ω PEE , 

   donc on conclut que : )()(.
)(

)(

)(

)(.))(()().(
))((

22

YEYE
XV

XV

XV

YEXEXEYE
YpE G ==−= . 

 
Procédé de Gram-Schmidt, distance à un sous-espace vectoriel. 
83. Soit donc ( pxx ,...,1 ) une famille libre de vecteurs de E, et notons : ),...,( 1 pxxVectF = . 

Pour : x  ∈ E, on peut décomposer x  en : ⊥+= xxx F , avec : FxF ∈ , et : ⊥⊥ ∈ Fx . 

La distance de x  à F  est alors : ⊥=−=−= xxxxpxFxd F)(),( ,  

où )(xp  est la projection orthogonale de x  sur F . 

D’autre part : ),...,,(),...,,(),...,,(),...,,( 1111 pFppFp xxxGramxxxGramxxxxGramxxxGram +=+= ⊥⊥ . 

Mais comme : ),...,( 1 pF xxVectFx =∈ , le deuxième terme de cette somme est nul (voir exercice 55). 

D’autre part dans le premier déterminant de Gram, puisque ⊥x  est orthogonal à F , tous les termes de la 
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première colonne à partir du deuxième sont nuls soit : ∀ pi ≤≤1 , 0)( =⊥
ixx , et : 

  ),...,().(

)()(0

)()(0

)()()(

),...,,( 1

1

111

1

1 p

nnn

n

n

p xxGramxx

xxxx

xxxx

xxxxxx

xxxGram ⊥⊥

⊥⊥⊥⊥

⊥ ==

L

MMM

L

L

,  

d’où : 
),...,(

),...,,(
)(),(

1

1

p

p

xxGram

xxxGram
xxxFxd

⊥
⊥⊥⊥ === . 

 
84. • Montrons d’abord qu’une telle décomposition, si elle existe, est unique, et pour cela, supposons que : 

  ''.. RQRQA == , où Q  et 'Q  sont orthogonales et R  et 'R  triangulaires supérieures à éléments 
diagonaux strictement positifs. 
Alors 'Q  et R  sont inversibles (puisque : 0)det( ≠R , produit de ses éléments diagonaux). 

Donc : 11 '..' −− = RRQQ . 
Cette matrice est donc orthogonale (produit de deux matrices orthogonales), mais aussi triangulaire 
supérieure ( 1−R  est triangulaire supérieure et le produit de deux matrices triangulaires supérieures l’est 
aussi), à éléments diagonaux strictement positifs (ceux de 1−R  sont les inverses de ceux de R  donc sont 
positifs, et ceux du produit sont les produits des éléments diagonaux. 
Or on a montré dans l’exercice 40 que de telles matrices sont diagonales avec des éléments diagonaux 
égaux à ±1. 
Donc avec le fait que les éléments diagonaux sont positifs, on en déduit que ce produit vaut nI , et donc : 

  • nIQQ =− .' 1 , donc : 'QQ = , 

  • nIRR =−1'. , donc : 'RR = . 

• Considérons maintenant A  comme la matrice représentative d’une famille : F = ( nxx ,...,1 ), de vecteurs 

de �n (donnés par les colonnes de A ). 
Alors cette famille est libre et c’est une base de �n, puisque A  est inversible. 
Notons : B = ( nεε ,...,1 ), la base orthonormale fournie par le procédé de Gram-Schmidt à partir F , avec la 

condition : ∀ nk ≤≤1 , 0)( >kk xε , où )..(  désigne le produit scalaire canonique de �n. 

Notons enfin P  la matrice de passage de la base F à la base B, et Q  la matrice de passage de la base 
canonique Bc de �n à B. 
La matrice Q  est orthogonale comme matrice de passage entre deux bases orthonormales de �n. 

Par construction de la famille B, la matrice P  est triangulaire supérieure car : 
  ∀ nk ≤≤1 , ),...,( 1 kk xxVect∈ε . 

Son inverse : 1−= PR , est donc aussi triangulaire supérieure et : ∀ nk ≤≤1 , ),...,( 1 kk Vectx εε∈ . 

Enfin, l’élément diagonal kkr ,  correspond à la coordonnée de kx  selon kε , et la base ( nεε ,...,1 ) étant 

orthonormale, on a : 0)(, >= kkkk xr ε . 

Enfin : (matA = Bc → F () mat= Bc → B ().mat B → F RQPQ ..) 1 == − , 

soit bien ce que l’on voulait (Q  orthogonale, R  triangulaire supérieure à éléments diagonaux strictement 
positifs). 
 

Matrices symétriques réelles, matrices symétriques réelles positives. 
85. a. La matrice A  étant symétrique et réelle, elle est diagonalisable. 

b. Puisque H  est de rang 1, il existe au moins une colonne non nulle, et toutes les autres colonnes de H   
    qu’on notera nHH ,...,1  sont proportionnelles à cette colonne. 

    Si on note alors U  celle colonne particulière, alors : ∀ nj ≤≤1 , ∃ jv  ∈ �, UvH jj .= . 
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    Si maintenant on note : 
















=

nv

v

V M

1

, alors : HVU t =. . 

    Enfin U  et V  ne peuvent être proportionnelles, car sinon : 

      ∃ λ  ∈ �, UV .λ= , puis : UUH t..λ= , et : HH t= , soit H  symétrique ce qui est exclu. 
c. Si X  est orthogonal à U  et à V  (pour le produit scalaire canonique dans Mn,1(�)), alors : 

      0.. == XVXU tt , et : 0..... =+= XUVXVUXA tt . 
    Donc X  (s’il est non nul) est vecteur propre de A , associé à la valeur propre 0. 
    Réciproquement, si : 0. =XA , alors la famille ( VU , ) étant libre, on a : 

      VXUUXVXUVXVUXUVXVU tttttt )..()..()..()..(....0 +=+=+= , 

    et les deux parenthèses (qui sont des réels) sont nulles, soit : 0.. == XVXU tt . 
    On en déduit que X  est orthogonal à U  et à V . 

    Donc si : 3≥n , alors ⊥)),(( VUVect  est de dimension : 12 ≥−n ,  

    et 0 est valeur propre de A  avec pour espace propre associé ⊥)),(( VUVect . 

    Enfin : ),()Im( VUVectA ⊂ , puisque : ∀ X  ∈ Mn,1(�), VXUUXVXA ).().(. += ,  

    et il est clair que le plan : ),( VUVectP = , est stable par A . 

    Or dans la base ( VU , ) de P , la matrice de l’endomorphisme canoniquement associé à A  est : 

     













=

)(

)(
' 2

2

VUU

VVU
A . 

    Le polynôme caractéristique de 'A  permet de trouver ses deux valeurs propres (réelles) qui sont : 
      VUVU .)( ±=±λ , 

    et ces valeurs sont non nulles car les vecteurs U  et V  sont non colinéaires (cas d’égalité dans  
    l’inégalité de Cauchy-Schwarz). 

    Les espaces propres associés sont les droites 













V

V

U

U
Vect m , droites qui sont bien orthogonales. 

    Finalement : 
      • si : 2=n , on a trouvé les deux sous-espaces propres de A et leurs valeurs propres associées,  
      • si : 3≥n , il y a trois valeurs propres (les deux précédentes et 0) et trois sous-espaces propres (les  

    deux droites précédentes et ⊥)),(( VUVect ). 
 

86. On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz (pour le produit scalaire canonique dans Mn(�)) à A  et à la 
matrice B  définie par : 
  ∀ nji ≤≤ ,1 , )( ,, jiji asigneb = , si : 0, ≠jia , et 1, =jib , sinon. 

Alors : ).(.).(.)(
,1

,
1 1

,, AAtrBBtrabaBA tt

nji
ji

k

i

n

k
ikik ≤== 

≤≤= =

. 

Puis : 2

1 1
,, .).( nbbBBtr

k

i

n

k
ikik

t == 
= =

. 

D’autre part : )()().( 2 AtrAtrAAtr t == . 

Donc : )(.).(.2

,1
, AtrnAAtrna t

nji
ji =≤

≤≤

. 

 
87. a. Pour : X  ∈ Mn,1(�), on a : ∀ pk ≤≤1 , 0.. 2 ≥XSX k

t , donc :  

      0........
1

2

11

2 ≥=== 
===

p

k
k

p

k
kk

tt
p

k
k

tt XSXSSXXSXXSX ,  

    et : S  ∈ Sn
+(�). 

    Ensuite : 
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      • si : ∀ pk ≤≤1 , 0=kS , alors : 0=S . 

      • si : 0=S , alors :  

      ∀ X  ∈ Mn,1(�), 0.. =XSXt , donc : 0.
1

2 =
=

p

k
k XS ,  

    et : ∀ pk ≤≤1 , 0.
2 =XS k , donc : 0. =XS k , et finalement : 0=kS . 

b. On sait que : ∀ S  ∈ Sn(�), ∃ )(nOP ∈ , ∃ D  ∈ Diagn(�), PDPS t..= . 

    D  étant diagonale, tout élément diagonal de D  admet une racine p ième réelle unique, si p  est impair. 

    Notons ∆ la matrice constituée de ces racines p ièmes (dans le même ordre). 

    Alors : Dp =∆ , et : SPDPPPPP ttppt ==∆=∆ ....)..( . 

    Autrement dit, en notant : PPR t..∆= , on a : SR p = . 

    Et on constate immédiatement que : RPPPPR tttt =∆=∆= .... , 
    donc R  est symétrique réelle.  
c. Si S  est dans Sn

+(�), alors les éléments diagonaux de la matrice D  précédente sont des réels positifs. 
    En effet : ∀ )(SSp∈λ , ∃ X  ∈ Mn,1(�), 0≠X , XXS .. λ= . 

    Mais on a de plus : 0.. ≥XSXt , donc : 
2

..... XXXXSX tt λλ == ,  

    et X  étant non nul, on en déduit : 0≥λ . 
    Donc on peut constituer la matrice ∆ avec les racines p ièmes positives des éléments diagonaux de S  et  

    poser à nouveau : PPR t..∆= . 
    Alors : 
      • RRt = , comme précédemment et R  est symétrique, 
      • SPPR tpp =∆= .. , 

      • ∀ X  ∈ Mn,1(�), 0...)..()..(..
1

2 ≥=∆=∆= 
=

n

i
i

p
i

ttt yYYXPXPXRX λ ,  

    où les iλ  sont les valeurs propres de S  et où on a pose : XPY .= ,  

    et donc : R  ∈ Sn
+(�). 

    Finalement on a trouvé : R  ∈ Sn
+(�), telle que : SR p = . 

d. Dans le cas particulier où : 2=p , on obtient que : ∀ S  ∈ Sn
+(�), ∃ R  ∈ Sn

+(�), SR =2 . 

    Si : S  ∈ Sn
++(�), alors R  inversible et : R  ∈ Sn

++(�), car les valeurs propres de S  et donc celles de R   
    sont strictement positives (donc non nulles). 
    En effet, le calcul fait dans la question b montre que :  

      ∀ )(SSp∈λ , avec X  un vecteur propre associé, alors : 0
..
2

>=
X

XSXt

λ . 

    D’où : ∀ X  ∈ Mn,1(�), 0≠X , 0.....
1

2 >=∆= 
=

n

i
ii

tt yYYXRX λ ,  

    avec les même notations que dans la question cb, et l’inégalité est garantie par le fait que les iλ  sont  

    tous non nuls et qu’il y a au moins un des iy  qui est non nul puisque : ( 0≠X )  ( 0. ≠= XPY ).   

    Finalement dans ce cas, on a bien : R  ∈ Sn
++(�). 

e. Si R  répond au problème, étant symétrique réelle, elle est diagonalisable. 
    Notons alors r  et s  les endomorphismes canoniquement associés à R  et S , et plus généralement  
    dans la suite on appellera par des majuscules les matrices (carrées ou colonnes) canoniquement  
    associées aux endomorphismes et vecteurs, désignés par des minuscules 
    Si on note kµµ ,...,1  les valeurs propres distinctes de r  et )(),...,(1 rErE k  ses sous-espaces propres  

    associés, alors : 

      ∀ ki ≤≤1 , ∀ )(rEx i∈ , 0≠x , XXR i .. µ= , et : 0.....
2 ≥== XXXXRX i

t
i

t µµ ,  

    car R  est de plus positive.  
    Donc : ∀ ki ≤≤1 , 0≥iµ , et les valeurs 2

iµ  sont distinctes deux à deux. 

    De plus, on a aussi : ∀ ki ≤≤1 , ∀ )(rEx i∈ , XXRXS i ... 22 µ== . 
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    On en déduit que : 
      • ∀ ki ≤≤1 , 2

iµ  est valeur propre de s , 

      • ∀ ki ≤≤1 , )()( 2 sErE
i

i µ⊂ . 

    Or �n est la somme directe des )(rEi , et les sous-espaces )(2 sE
iµ  sont également en somme directe,  

    et cette somme est incluse dans �n. 

    Donc : EsErEE
i

k

i
i

k

i
⊂⊕⊂⊕=

==
)()( 2

11 µ ,  

    et on peut ainsi en déduire (par exemple en examinant les dimensions) que :  
      ∀ ki ≤≤1 , )()( 2 sErE

i
i µ= . 

    De plus, s  ne peut admettre d’autre sous-espace propre et donc aucune autre valeur propre, puisque E  
    est déjà la somme directe des espaces )(2 sE

iµ . 

    Autrement dit, les valeurs 2
iµ  sont les valeurs propres de s  et )(rEi  les espaces propres associés. 

    En conclusion, si on repart de kλλ ,...,1 , valeurs propres de s  et )(rEi  les sous-espaces propres  

    associés, alors r  ne peut valoir que :  

      ∀ ki ≤≤1 , ∀ )(rEx i∈ , xxr i .)( λ= , 

    car définir r  sur une famille de sous-espaces de �n dont la somme directe donne �n, définit entièrement  
    r  sur �n et ce, de façon unique. 
    L’endomorphisme r  étant unique, la matrice canoniquement associée est également unique. 
 

Matrices orthogonales. 
88. a. Si on calcule la norme euclidienne canonique des trois colonnes de A , on trouve : 

      ∀ 31 ≤≤ k , σ.2)....(2)( 222222 −=++−++=++= SaccbbacbacbaCk . 

    D’autre part, les produits scalaires des colonnes deux à deux donnent : 

      ∀ 31 ≤≠≤ ji , σ=++= accbbaCC ji ...)( . 

    Il est alors clair que : ( )3(OA∈ ) ⇔ ( 1.22 =− σS , et : 0=σ ) ⇔ ( 0=σ , et : S  ∈ {-1,+1}). 

b. Il suffit de regarder l’influence qu’a la condition supplémentaire : 1)det( =A . 

    Or : σ..3)...).(.(3)(...3)det( 33333 SSaccbbacbacbacbacbaA −=++++−++=−++= ,  
    et au besoin en raisonnant par double implication, on obtient aisément : 
      ( )3(SOA∈ ) ⇔ ( 0=σ , et : 1=S ). 

c. Les trois coefficients sont racines de P  si et seulement si : )).().(( cXbXaXP −−−= ,  

    soit si et seulement si, en égalant les coefficients dans les deux expressions de P  : 
      • 1=S , (termes en 2X ), 
      • 0=σ  (termes en X ), 
      • kcba −=..  (termes constants). 
    Considérons alors la fonction polynomiale f  déduite de P . 

    On a : ∀ x  ∈ �, xxxf .2.3)(' 2 −= , et 'f  s’annule en 0 et 
3

2
. 

    Comme de plus : kf =)0( , et : 
27

4

3

2 −=







kf ,  

    l’étude des variations de f  sur � montre que cette fonction a trois racines réelles si et seulement si :  

    0)0( ≥f , et : 0
3

2 ≤







f , soit : 




∈
27

4
,0k . 

    Conclusion : ( )3(SOA∈ ) ⇔ ( cba ,,  racines de P  avec : 




∈
27

4
,0k ), 

    soit encore :  

      ( )3(SOA∈ ) ⇔ (∃ 




∈
27

4
,0k , tel que cba ,,  sont les racines de : kXXP +−= 23 ). 


