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T.D. 7 — Intégration sur un intervalle quelconque

. Justifier 'existence des intégrales suivantes et établir les résultats fournis :

/+Ooett"dt—n' (neN); /+OO do S (y € R)
A - D) ) timy) 1+ly
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. Déterminer les polynomes P de R [X] tels que la fonction ¢ — /P(t) — t> —t — 1 soit intégrable sur
[a, +oo[ pour un certain réel positif a.

. Pour tout entier n > 1, justifier I'existence de

[n:/in'
R(3+t2>

Calculer I;. Trouver une relation entre I, et I, 1.

Etudier la nature de la suite (I,,) et celle de la série S T,.

f®)

. Soit f une application de R™ dans R, continue et telle que l'intégrale impropre / Tdt soit con-
1
vergente. Montrer que, pour a et b réels strictement positifs,

/+°° flat) — f(bt) b
0

; dt converge et vaut f(0)In =

On pourra établir, pour 0 <e < X,

[0, (S, [0,
I t u
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. Montrer que : / dxz ~ —. En déduire que : / dt ~ —.
n T n o n+t n

. Une autre expression de la constante d’Euler

a) Etablir
n n—1 k
t t t
v * —(1-2) =23 (1)
n € N Vte[0,n] 1 <1 n> - <1 n> ;
k=0
t n
Vn € N Vtel0,n] 0§<1_E> <e.
b) On pose

1 n n n
Vn € N* In:/ [1—(1—3>]@ ot Jn:/ <1_£) at
0 n t 1 n t

A P’aide du théoréme de convergence dominée, montrer que

1 ot 1 -1/t
lim In:/ 1= % et lim Jn:/ € " at
0 t o ¢

n—oo n—oo

c) Montrer que

1
Iann:Zk —Inn.
k=1
d) En déduire
1 1— eft _ 671/1‘/
/ fdt =7 (la constante d’Euler !).
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. f étant une fonction continue et bornée sur R*, montrer que

. T nf(t) T
R A A
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. A l’aide du développement en série de ——, calculer z nxdx.
1— a2 0 22 —1

n2t?

400
Prouver I'existence de S (t)dt et la calculer.
0

o0 n
-1
. Montrer que S : t — E Q est définie et continue sur RT*.
n=1 1+

/2
Montrer que F': z / In (1 + zsin®¢) d¢ est de classe C! sur |—1, +o0l.
0

Calculer sa dérivée et en déduire la valeur de F (z).

Montrer que la fonction f : z — / e~**/2 cos (xt) dt est solution sur R d'une équation différentielle
R

linéaire du premier ordre que 'on précisera. En déduire la valeur de f (z).
© Intégrale de Dirichlet : on pose, pour x € R,

+o0 3
f(x)= / e*”tSI—ntdt.
0 t

a) Justifier la définition et la continuité de f sur R™ (pour la continuité en 0, on pourra faire apparaitre
f (x) comme somme d’une série alternée).

b) Montrer que f est de classe C! sur R** et préciser f/ sur cet intervalle.

c) En déduire la valeur de f (z), pour tout x > 0.

d) En déduire enfin :
/+°° sint 7r
—dt = —.
. 2

Transformation de Laplace : pour tout « réel, on note E, le C-espace vectoriel des fonctions a valeurs

complexes, continues sur et telles que 1 — e SO1 ornee sur . n pose i, = .
1 ti R et tell t — f(t) e * soit borné R*. O F, N Es
B>«

a) Montrer que, si a < 4, alors E, C Es. En déduire que E, C F,.

Prouver que, si f € F, et si p > «, alors e P! f (t) M 0.
—1T 00

b) Montrer que, a toute fonction f de F,, on peut associer la fonction L (f) définie sur Jo, +00[ par
+oo

L(f)(p) = f(t)ePdt.

0

¢) On note u : t — t et, pour v € C, e, : t — € ; préciser pour u, u" (n € N), ey les réels a pour
lesquels cette fonction est élément de E, ; déterminer L (u) et L (e,).

d) Soit f € F,, ; montrer que, pour tout n € N, u" f : t — " f (t) appartient a F,.

En déduire que L (f) est de classe C* sur |a, +o0[, avec : Vr € N D" (L(f)) = (—=1)" L (u"f).
e) Pour r € N, déterminer L (eju").
f) Soit f € F,, de classe C! sur R et dont la dérivée f’ appartient & F,, ; montrer que

Vp>a L(f)(p)=pL(f)») - f(0).



