Intégration (corrigé niveau 1).

Calculs d'intégrales sur un segment et de primitive S.
1. Tout d’abord, toutes les fonctions proposées sont continues sur les intervalles ou on les intégre et les
intégrales correspondantes existent.
De facon générale, dans la suite, on les désigne toujours par | .
Puis :
* pour la premiere, on utilise une intégration par parties :
I arctanf).dx = [x.arctang)]; - I > —1.[In(1+ xz)]; =£—1.In(2),
01+ X 2 4 2
* pour la deuxieme, méme technique :

[ in@x))2ax = [x(n@x)2f -2. [ In(2x).dx = 2.(n(4)? - (In(2))* - 2.[[x.|n(2.x)]f - dx]

2
soit finalement : J; (In(2.X))2.dx = 7.(In(2))* - 6.In(2) -1
* pour la troisieme, on la coupe en deux puis on utilise des changements de variable :

.[Z cos(x) —sin(x) dx = .[Z cos(x) dx—J'Z sin(x) dx = .[Z cos(x) dx+.[fi

1+ cog(X) 0 1+cos(X) 0 1+cos(X) 0 2-sin?(x)’ 1+u?

ou on a pose : U =cos(), dans la deuxiéme partie qui donne :

V2 V2

j [arctan(J)]2 = arcta \/E -7

2 4
Etla premiere partie, avec le changement de variable : u =sin(x), donne :
V2

u V2 V2 2
iyt =2t = -IZ[ T J-du 2 = L.
0 2-5sin?(x) 2-u? 242% (V2-u V2+u 2\/_ \/_ . 242
Finalement l'intégrale initiale vaut : | :L.In(3)+arcta @ T

2./2 2] 4
 Pour l'intégrale suivante, on commence par une intégration par parties, et :
1
1 x3 1 x*) 1
1-x?).arctank).dx =| | x—— |.arctan || X—-——| .ax,
[, @-x).arctang) H 3] «)L L( 3]1+X2
mo1 1 ax®+x-x x> 1 '
soit: | =——-=.In(2) +=.| ———.dx ———I In(l+ x In 2 +—
6 2 ()3~[0 1+ x? 6 2 n@+ {2 ( )L 6 3 @)

 Pour cette derniére intégrale (dont I'existence est garantie par la définition et le continuité sur [0,1] des
fonctions partie réelle et partie imaginaire on écrit :
J-l dt _ 2 dt _ij-l tdt _ 7
0

= =71 in@
Ojt+1 Joq+t? 1+t> 4 2 ().

2. a. Cette premiére fonction est définie et continue sur R donc y admet des primitives, toutes égales entre
elles & une constante additive prés (R est un intervalle).

2.X
Puis: F(X) = I(ez'x -2e*+1).dx = ez -2e+x+C,avec: C OR.

b. ¢ La fonction admet des primitives sur R, et pour les calculer, on peut utiliser la partie réelle d'une
exponentielle puis des intégrations par parties, et :

FO) = [ +1).Re""").dx= Re((% A-i)x2 +ix- i).e(l”"xj +C,

2

soit: F(X) = (X?.(cos(x) +sin(x)) — x.sin(x) +sin(x)j.eX +C,avec: C OR.

« La fonction étant définie et continue sur R™, elle y admet des primitives et :

PSI Dupuy de Léme — Chapitre 03 : Intégration (Exercices : corrigé niveau 1). -1-



3.

2 2

F(9 = [xIn(.dx =2 In() - [ Xk =X In() =X +C avec: C OR
. . 7 > > 2 , : .
« La fonction est définie et continue sur R et y admet des primitives :

2X dx:x.ln(1+x2)—2.J'(1— ! j.dx,

2
F(x) = |In(L+ x?).dx = x.In(L+ x?) - .
(9 = [In(L+x*) W+ =[5 Y
et finalement : F(x) = x.In(L+ x*) — 2.x + 2.arctank) + C, avec : C O R.
+ La fonction est définie et continue sur tout intervalle : |, = }7—27+ 2.k7T,3'—2ﬂ+ 2.k77{, avec: k 0Z, et:
o) o,
1+sin(x)
soit : F(X) = —cos).In(1+ sin(x)) + J' (L-sin(x)).dx = —cos().In(1+ sin(x)) + x+ cosk) + C, ,

ou C, est une constante réelle pour chaque intervalle.

F(X) = jsin(x).ln(1+sin(x)).dx = —cos).In(L+sin(x)) +j

o : e , , n n
c. * La premiere fonction est définie et continue sur chaque intervalle : I, = }E + 2.k77,§ + 2.kn[, avec :

1-cos’(x) _J-l—u2
4/cos(x) Ju

5 5
du=-2u +§.u2 +C, =-2,/cosK) +§.(cos@<))2 +C,,avec: C, OR.

sin®(x)
Jcos()
1-u?

Ju

« La fonction suivante est définie et continue sur {—Eﬁoo) , et y admet donc des primitives.

kOZ,et: F(X) :j dx :J' .sin(x).dx = du, avec: u=cos).

Dou: F(x) = —I

Puis : F(X) = J.?:v 21 dx = J.u.e”"”@) .du, avec le changement de variable : u=+/2.x+1.

v2x+l 1 J.3m+c

In@3)

Dot : F(x) = J‘u.eu.m(3) du = _u- U@ _%.eu.m(s) +C :[ g
(In(3) In®@)  (In(3))

avec toujours : C O R.
« Enfin, pour cette fonction, elle est définie et continue sur les intervalles :

}—g+ 2.k.7T,+7ET+ 2.k.77[ , }g+ 2k.T, m+ 2.k.77{ et: }n+ 2.k.7T,3;2ﬂ+ 2.k.77{.

Sur ces intervalles : F(X) = j Cos(x)s.g-f-xioso()) ax = —J’ L) avec : U =cos().
d'ou: F(x) = J‘(i —lj.du =Inu+1-Inju+C, = In(—1+ COS(X)} +C,,
u+l u cos)

ou il y a une multitude de constantes : C, O R.

a. Tout d’abord, |, et J, existent puisque les fonctions sous les intégrales sont définies et continues sur

Vs
le segment | 0,— |.
2
Puis on peut utiliser dans la deuxieme intégrale le changement de variable : u=—-t, et :

OnON,J, = —I,?coﬁ“(g—u).du :.[Ozsin“(u).du =1,.
2

_Pourcela:O0nON, I, I, = joi(sin”ﬂ(u) —sin"(u)).du =Esin“(u).(sin(u) -1).du<0,

car la fonction sous l'intégrale est négative (et les bornes sont dans le bon sens).

De plus pour : n O N, la fonction dans l'intégrale définissant |, est positive, continue et non nulle en >
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donc |, est strictement positive.

c. Soit n entier fixe.
Une intégration par parties donne :

|, = Esin“*l(u).sin(u).du = [— cos@).sin“*l(u)]oE +(n +1).J?sin” (U).co (u).du.

o =0+ (n+12).(1,-1,,,), dou le résultat.

_2p-1
2.p

On propose alors, aprés tatonnements: 0 p=0, |,

En transformant le cosinus en sinus, on obtient : |

d. Pour n pair: n=2.p22, on peut écrire : |, dopa-

_2p-12p-3 ll _ @p! n
P2p 2p-272"°% 2% (ph? 2’
gue I'on démontre ensuite proprement par récurrence.

2p 2.p-2 EI _27P.(ph)’ 1:22"’.(p!)2
2p+1 2p-17"3"" @p+) T (@p+!’
e. Il suffit de multiplier I'égalité obtenue en c par | ,; pour avoir :

OnON, (n+2).l,,,.1,.,=(M+1.l

et constater ainsi que la suite proposée est bien constante.
7l

E .

De méme, on obtient: O p=0, I, ,, =

n+1'|n’

La valeur constante cherchée est donc: 1.l .1, =

f. On procéde maintenant en deux étapes :
* la suite étant décroissante et strictement positive,ona: O n ON, |, <1, <1l

n+1< In+l <1

n+2 |

puis en divisant par |, et en utilisant I'égalité du c, on obtient : 0 n O N,

n

Loy . .
Le théoréme des gendarmes montre alors que : lim =% =1, d’ou : [y ~ |

N +oo ln +00

« puis : 0 n ON, gz(n+1).ln.ln+l~n.|,f,d’ou: |2 zzi.(1+o+m(l)),et: | :‘/Ziq/1+o+m(1).
to .n N

L T
On peut ainsi conclure que : |, ~ on
+00 n

Remarque : en partantde : nl~C.n"e™" \/ﬁ et en utilisant cet équivalent dans I'égalite donnant 1, ,, par

+o00

n-

exemple, on peut en déduire que : C =+/2.77, d’ou la formule de Stirling.

Propriétés de l'intégrale sur un segment.
4. Notons F, la primitive de f sur[a,b]quis’annuleena: O x O[a,b], F,(X) = J-x f(t).dt.
a

Toute primitive de f sur[a,b], s'écrit: F =F, +C,avec: C OR.

b b
Trouver F qui répond au probléme revient donc a résoudre : 0 =J' F(t).dt =J' F.(t)dt+C.(b—-a).

.- J R |

Le probléme a donc bien une unique solution, la primitive correspondant a la valeur : b
-a
5. Lafonction g proposée est définie et continue sur [0,1].

Si elle ne s'y annule pas, le théoréme des valeurs intermédiaires montre qu’elle y garde un signe constant.
Supposons alors, quitte a la changer en son opposée, que g soit strictement positive sur [0,1].

1
Alors étant de plus continue, on aurait : jo g(t).dt > 0.

ot o ¢ _1_1_
Or.J-Og(t).dt—J-Of(t).dt jot.olt_E =0
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Conclusion : g s’annule sur [0,1] et f admet bien un point fixe.

1
6. Sous I'hypothése proposée, on a donc :jo(f Z+g9°+2f?g*-2f%°g-2g.f?)=0.

Sous l'intégrale apparait la fonction : % +g?+2.f?g*-2.f?’g-29.f>=f?.(g-1)>+g°.(f -1)°.
Puisque cette fonction est continue, positive, d’intégrale nulle sur [0,1], on en déduit que :
f(x)=0,0u:g(x)=1
0O x 0[0,1], et ,soit: f(X)=g(x)=0,0u: f(x)=g(x)=1.
g(x)=0,0u: f(x)=1
Supposons alors qu’en une valeur a de [0,1], on ait: f(a) =0.
f étant supposée non nulle, il existe une valeur b dans [0,1] ou : f(b) # 0, donc telle que : f(b) =1.

Mais alors le théoreme des valeurs intermédiaires appliqué a f montre que : 0c 0[0,1], f(X) ==
ce qui n'est pas possible vue I'alternative précédente.
Conclusion : 0 a 0[0,1], f(a) #0, donc d’aprées ce qui précéde : f(a)=1=g(a).

7. Puisque f estde classe C' sur [a,b], on peut écrire :

On 0N, j:f(t).cosm.t).dt :[Si”—r(:"t).f(t)} —%.j:f'(t).sin(n.t).dt.

Donc, en notant M un majorant de | f| sur[a,b],ona: 0 n ON¥,

[sin(nb) It )+ [sin(n.a)| It +
n n

U:f(t).cos@.t).dt < j | '(t).sin(nt)) dt<—+ j ()t

En faisant tendre n vers +o, on en déduit bien que : lim I f (t).cosfit).dt =0
n- +oo Ja

8. a. On peut commencer par écrire que :

.[1[ ! —jdx‘ f X ax < x dx—i
ol 1+ x" 01+ x" 0 n+1

et le théoréeme des gendarmes garantit alors que : lim (I, —-1) =0, soit: lim |, =1.
n - +oo

n - +oo

OnON,|l,-1=

b. En partant de I'expression de (I, —=1), on a encore :

n 1
1 X"dx _ X.In(1+x ) —l.rln(1+x”).dx:
01+ x" n , nw°

DnDN*I—lJ- In2)
n

1 ;
—E..[Oln(1+x ).dX.

; . 1 n 1 n _ n 1
Mais de plus : j0|n(1+ X ).dx‘ < jo dx = j0|n(1+ x").dx < x x=—,
et cette derniere quantité tend vers 0 en +oo,

Donc : o =1+ In(2) +0,, (lj soit le résultat voulu avec : a=1, b=1In(2).
01+x" n n

Fonctions définies a 'aide d’intégrales.
9. a. On peut écrire : 0 x 0[0,1], F(X) :joxt.f(t).dt+jlx.f(t).dt :joxt.f(t).dt—x.j:f(t).dt.

On fait ainsi apparaitre deux primitives de fonctions continues sur [0,1], et par opérations, F est bien de
classe C* sur [0,1].

De plus: 0 x 0[0,1], F'(X) :x.f(x)—[ff(t).dt+xf(x)] :—fo(t).dt.

Cette écriture de F' montre maintenant que F' est elle-méme de classe C sur [0,1], et :
0 x 0[0,1], F*"(X) =-f(X).
b. Puisque [0,1] est un intervalle, on en déduit en primitivant que F' s’écrit :
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10.

11.

0 x 0[0,1], F'(x):—joxf(t).dt+c,
et comme F' s’annule en 1, on en déduit que : C = E f(t).dt,
dou: 0 x 0[0,1], F'(x) = f(®).dt.

On en déduit de méme, F s’annulant en 0 que :

0 x D04, F() = [ F'(u).du = J:U:f(t).dt).du.

In(L+1t)

a. Lafonction f :t— , est définie et continue sur R™, donc y admet des primitives.

F apparait alors comme la primitive de f qui s’annule en 1.

On peut alors noter : 0 x 0 R™, G(x) = F(x) + F(Ej —%.(In(x))z,
X

et par opérations, G est de définie et de classe C' sur R**.
+
Puis : 0 x DR™ G'00 =F'(x) -%-FH 09 _InA*X L ix(in@+ ) - Ineoy -2 =0,
X X X X X X

Donc G est constante sur l'intervalle R™, et comme elle s’annule en 1, on en déduit le résultat voulu.

. N In(x +t 1 t
b. On peut alors en déduire que : 0 x O R™, .[:%.dt = J;XI.[In(x) + In(1+—j].dt.
X
La premiére partie de l'intégrale se calcule immédiatement et on peut effectuer dans la deuxieme le
changement de variable : t = u.x, pour obtenir :

1 x 0R' [ o= ineo.ineo-+ [ du = (noy? - F@ = 2.I()* + ).

@ “(a)
On peut définir : 0 a OR, F(a) = J';n : arCS|n@/§).dx+J'0COS Y arccos(/x).dx.

Puisque : X+ arcsin@/;) , est définie, continue sur [0,1], elle y admet des primitives et on peut noter S
celle qui s’annule en 0.

De méme on note C la primitive sur [0,1] et s’annulant en 0 de : X > arccos{/x) .
. . in?(a) . _ .
Puisque : 0 a O R*, sin’(a) 0[0,1], J'Osm arcsing/x).dx existe, vaut S(sin?(a)),

et avec un raisonnement similaire, l'autre partie vaut C(cos’(a)).

Donc F est définie sur R, et: 0 a OR, F(a) = C(sin*(a)) + S(cos*(a)) .

On constate alors que F est paire : 0 a OR, F(-a) = C(sin’(-a)) + S(cos’ (-a)) = F(a),
et Tepériodique puisque : 0 a O R, sin®(a+77) =sin®(a), et: cos (a+ 1) = cos (a).

On peut donc restreindre son étude a {O, 7—21 ou elle est de classe C* par opérations.
Puis: 0 a OR, F'(a) = 2.sin(a).cos@)S'(sin’(a)) - 2.sin(a).cos@).C'(cos (a)).

Or sur {07—27} ,ona: S'(sin*(a)) = arcsing/sin*(a)) = arcsin(siifa)) = a, et : C'(cos’(a)) = a.

Tl
Donc: 0 a [ [O,E], F'(a) =0,
et F est constante sur ce segment, donc sur R par parité et périodicité.

T 1 1 Lo 7T
in: =12 i 2 =|2= =
Comme enfin : F( 2) J'O arcsing/ x).dx+J'O arccos{/ x).dx J'O 5 .ax 4’

on en déduit le résultat.
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12. a. On peut écrire :
0 x OR,

9(x) = [ [sin(x).cos¢) - sin@).cos@)]. f (t).dt =sin(x).| cost).f (t).ct - cos).  sinf).f ().ct,
et comme somme de produits de fonctions C' sur R ( f est continue sur R), g est de classe C* sur R.
Puis :
O x OR,

g'(x) = cos) .LX cosf).f (t).dt +sin(x) .Lxsin(t). f (t).dt +sin(x).cos).f (x) —sin(x).cos). f (x),

etdonc: g'(x) = joxcos(x—t).f (t).dt .
b. Le méme argument que précédemment montre que g' est de classe C* sur R, et :
Ox OR, g"(X)= —sin(x).J'Oxcos@.f (t).dt +cos(x).J'0Xsin(t).f (t).dt +[cos’ (x).f (X) +sin®(x).f(X)] .
Dou: 0 x OR, g"(X) =—-g(x)+ f(X),

et g est bien solution sur R de I'équation différentielle : y"'+y = f(X).

c. La solution générale sur R de I'équation homogéne associée a cette équation différentielle linéaire du
second ordre a coefficients constants pour la partie homogéne est :

O x OR, y(X) =a.sin(x) + B.cos), avec : (a,[) OR
Les solutions sur R de I'équation différentielle sont donc les fonctions de la forme :
O x OR, y(X) =a.sin(X) + B.cosX) + g(x), avec : (a,B) O R

Convergence et calcul éventuel d’intégrales impropr es.
13. « La fonction dans la premiéere intégrale proposée est définie, continue sur ]0,1] et I'intégrale est
généralisée en sa borne inférieure.

Puis : 0 x 0]0,1], jln(x).dx = x.In(x) —jl.dx =xIn(X)-x+C, avec: C OR.
Ces primitives admettent une limite finie en 0, donc l'intégrale proposée converge.
En notant par exemple F la primitive qui s’annule en 1, on a alors :
1
'[Oln(x).dx =F@-limF(x)=-1+0=-1.

« La fonction sous la deuxieme intégrale est définie, continue sur R et l'intégrale est généralisée en +ow.
Si: a=0, alors: jl.dx = x+C, qui n"admet pas de limite finie en +oo.
Si:a#0,ona:

—a.X —a.X

0 x ORY, Ie‘a'x.dx: € . +c=% . e"**+C avec: C OC,et: a=a+i.B3,(a,B)O0R

Si: a >0, la primitive trouvée a une limite nulle en +c (pour : C =0).

Si: a=0,alors:5#0, puisque : aZ 0, etlafonction : x> e"'#* n'a pas de limite en +c.

Si: a <0, la primitive trouvée tend en module vers +o en +o,

Donc cette primitive admet une limite finie en +o si et seulement si: @ = Re(@) > 0, et I'intégrale proposée
converge si et seulement si : Re(@) > 0.

En notant F une de ces primitives, on a :

Da#0, [“e*dx= lim F()-F(0)=C~[-=+C] =
X - +00 a

1

.

« La fonction sous l'intégrale est définie, continue sur [0,+) et I'intégrale est généralisée en +oo.

. , 1-cos@.x X sin(2.x

Puis: 0 x OR, J‘smz(x).dx:J'A.dx:——L
2 2 4

et ces primitives n’admettent pas de limite finie en +c du fait de la minoration.
Donc lintégrale proposée diverge.

+C2§—1+C,avec: C OR,
2 4

PSI Dupuy de Léme — Chapitre 03 : Intégration (Exercices : corrigé niveau 1). -6 -



14.

15.

+oo 1 . o i ,
J;) In(1+—2j.dt - la fonction f sous la premiéere intégrale est définie et continue sur ]0,+®), et :
1 1 o 1
In(1+ —Zj — et J- —z.dt est absolument convergente,
t° )+t 1t

In(1+tij~ln[ 1) =2.In(t) = 00(\/_) et j dt est absolument convergente.
Ainsi par comparaison de fonctions positives, f est intégrable sur ]0,+) et I'intégrale converge.
Puis la fonction : t — t.In(1+ izj , admet une limite finie (nulle) en 0 et en + (& I'aide par exemple des

équivalents précédents) ce qui autorise I'intégration par parties suivante :
-2

.[+wln(1+i2j.dt:{t.ln[1+izﬂ - t—dt—
0 t t
1+1

t2

. jm arctant) ot

) 2 :la fonction f sous lintégrale est définie, continue sur [1,+o).

arctanf) _ 7 1

t2 T2t
ce qui garantit (par comparaison de fonctions positives) la convergence de l'intégrale.
arctant)

Deplus:0t=1,0<

Puis la fonction : t — — , admet une limite finie (nulle) en +c ce qui autorise l'intégration par

parties suivante : J-m@d { %an()} +.[1+w—t (1}_ tz)'dt

+o00

Deplus: 0 t>1, 12=1— tz,et.jwdt_ [In(t) |n(1+t)}
LA+t2) t 1+t Y

A noter qu’il ne faut surtout pas séparer les deux logarithmes en dehors du crochet.

Finalement : rwm,dt =7_T+ In t = ”_|n i =7_T+ In(2) .
oot 4 Vi+t? 4 2

la fonction f sous l'intégrale est définie, continue sur [0,+).

1

. jm arctant) dt -
0 1+t?
arctan() n1
1+ 27
ce qui garantit (par comparaison de fonctions positives) la convergence de l'intégrale.
Enfin la fonction : t — (arctan{))?, admet une limite finie en +c, ce qui autorise I'intégration par parties :

.[ arctan() ot = 17 _m

Deplus:0t=1,0<

.rooarctan()
0 1+t> 2 4 8

;2 dt =[(arctan()]” - [ Mdt et donc :
1+t

1+t?

a. La fonction proposée est définie et continue sur R*, et: Ot O R", |e <e™.

(-1+i.w)t ‘

Or la fonction : t > €™, est définie, continue et intégrable sur R*, soit & I'aide d’une primitive, soit

1 : : " o .y +
comme O, t—z , donc par comparaison de fonctions positives, la fonction initiale est integrable sur R".

b. Il suffit de dire que la premiére intégrale est absolument convergente du fait de la question a, et que
dans ce cas, les deux autres intégrales sont les parties réelle et imaginaire de cette premiere intégrale
et par théoreme, sont donc convergentes.

o ‘ (i)t (-1+i.0).t +
De plus:j eHiat gp = e—_ = lim| £ — |- 1 1 _lriw
0 “ltiw]|, e -ltiw 1w 1-iw 1+
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(~1+.) |

(-+i.w)t
En effet: Ot O R, et le théoreme des gendarmes donne : lim| ——— [=0
I=rrR=rl

tetel —1+iw

Enfin :

+oo _ too o 1+i.w 1
o | cosgit)etdt= Re( gt .dt) =R = et:

J, coston k 1+ ) 1+w

+oo _ +oo 1+iw w
e | sin(wt)et.dt= Im( g1 .dt] =Im = .

IO 1) IO 1+’ ) 1+’

c. Onpose: Ot OR", u(t) =cosgt), v(t) =-e™

Puisque [u(t).v(t)] admet une limite finie en +o (avec le théoreme des gendarmes), on peut procéder a
une intégration par parties et écrire :

J'Om cost).e™.dt =[-cost).e™].” - a).J'Om sin(wt)e™.dt =1- w J'O+°° sin(wt).e™ dt
et avec des arguments similaires, on procede a une deuxieme intégration par parties :
jom cos@t).e™.dt =1- w[-sin(wt).e™])” -’ . J'Om cost).e.dt =1- o’ J'0+°° cost).e™.dt.

En rassemblant, on en déduit que : (1+ a)z).J'OH>o cosit).e™.dt =1, puis : J:w cost).e™.dt = % et:
+

a?’
1 o

+oo —t —1_ +oo -t =1- =
w.jo sin(wt).et.dt =1 jo cosft).e™.dt =1 1+a? 1+d?

Enfin, pour w nul, l'intégrale J.Omsin(a).t).e‘t .dt, est nulle, sinon : .[Omsin(a).t).e‘t dt = 5
+a

16.  La fonction sous l'intégrale est définie, continue et positive sur ]1,+) et I'intégrale est généralisée en ses
deux bornes.

: 1 1 , : R . ot
Puis en +o0, 0N a: ~ et par comparaison de fonctions a valeurs positives, J-

t2.(t-1)° +°°ta+b ’ 2 2 (t-1)°

converge si et seulement si j

converge, soit: a+b>1.

a+b

1 1 . 2 dt . 2 dt
Enl,ona: — = -, etde méme, | ———— converge si et seulement si j -
te.(t-2)" + (t -1 1t2.(t -1 1 (t-1)

converge, soit: b<1.
Finalement l'intégrale (corrigée) est convergente si et seulement si: (b<l,a+b>1).

* La fonction dans la deuxiéme intégrale est définie, continue sur ]0,+), positive, donc l'intégrale est
généralisée en ses deux bornes.

Pour I'étude en +o, on distingue alors plusieurs cas :

ta
b>0: PRT , et I'intégrale converge si et seulementsi: b—-a>1,
+
ta
b=0: -~ et l'intégrale converge si et seulementsi: —a>1,
1+t° += 2t
ta
b<O0: = i:—a>1.
1+t
Pour I'étude en 0, on distingue aussi plusieurs cas :
ta
b>0: 1 tb " —_, etlintégrale converge si et seulement si: —a<1,
+ +o00
ta
b=0: , et I'intégrale converge si et seulement si: —a <1,
1+tP° + 2t
ta
b<O: PRT tb . etl'intégrale converge si et seulement si: b—a<1.
+ +00
Conclusion :
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I'intégrale converge si et seulementsi: (b>0,-1<a<b-1)ou(b<0b-1<a<-1).

* La fonction dans cette derniére intégrale est définie, continue et positive sur ]0,+) et I'intégrale est
généralisée en ses deux bornes.

Les équivalents précédents permettent d’affirmer qu’en +oo, la fonction est toujours négligeable devant t_2

donc l'intégrale est toujours convergente sur [1,+c0).
Conclusion : I'intégrale est convergente si et seulement si elle converge sur ]0,1], autrement dit :
(b=0,a>-1)ou(b<0,a-b>-1).

17. Pour : n ON, la fonction sous l'intégrale est définie, continue, positive sur [0,+©) et I'intégrale est
généralisée en +oo,
Puisque, en envisageant une intégration par parties, I'intégrale Ew nt"".e™.dt est encore convergente
pour : N=1, on peut écrire directement :
On 0N [Fthetde=[—t"e 5" +nf t e dt,
soit: |,,, =0+nl ouencore: |, =nl,.

Deplus: I, = jome_t dt=[-e"];" =1,

donc par récurrence immeédiate : O n ON, | ,, =nll, =n!.

1 < 1
@A+t?).@+t") ~ @+t?)’
La fonction majorante étant clairement intégrable sur R™, | (A) existe pour tout A réel.
b. Le changement de variable étant strictement décroissant et de classe C' sur R™, on a:
du _ j+w u’.du

u2(1+12j(1+1Aj ° (Ut +Dut+D)
u u

dt +oo u’.du e du
J- 2 P _.[ 2 T 5
° (u*+1).(u"+) O (uU°+1y 2

18.a.Onconstateque : JAOR, Ot OR™, 0<

OANOR 1) =] -

On en déduit que : 2.1 () = J:m L+t2).0+t") '

Onconclutque: OAOR, [(A) =%.

19. a. Notons tout d’abord que la fonction proposée est positive sur [1,+0).
Puis pour : k>0, et sur l'intervalle [k.77,(k +1).721], 0n a :

sin?(x) _ sin®*(x) (1.7 SIN% (X) nooo1 (k+D).77
> et: j =7 S — J'

> , adx =
(k+1).7

0 x Ok, (k+1).7], i < K+
k=1 '

sin® (x).dx .

k.r

De plus : 0 k21, ["sin? (x).dx = ["sin? (x).dx = g

mais la valeur exacte n’a pas d’'importance.

+1).77 in? n
D'od: 0 n ON¥ j( 2SI gl 1 :l.(Hnﬂ—l),
] X 24 (k+]) 2

ieme

ou H désignela n somme partielle de la série harmonique.

a2
o . sin® (X _
En notant F une primitive de la fonction : X+ # on constate que F est croissante et (F (n.77))
X

tend vers +o, donc F tend vers +o en + et la fonction n’est pas intégrable sur [1,+0).
b. Puisque la fonction est positive, son intégrabilité sur tout intervalle inclus dans R™ est équivalente a la
convergence de son intégrale sur ce méme intervalle.

+o00 in?2 +00 in2
DoncJ‘l M.dx diverge, ainsi que L M.dx.
X X
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15iN°(X) . . .
On peut noter en revanche que IO—.dX converge, la fonction sous l'intégrale admettant une limite
X

finie (nulle) en O et donc étant prolongeable par continuité sur [0,1].

20. La fonction f sous l'intégrale est définie et continue sur R".
Elle admet pour primitive sur R", la fonction F définie par :

0 x ORY, F(X) = j(ﬁ+aﬁ+b\/t+ 2).dt == (x2+a(x+1)2+b(x+2)3j

L’intégrale proposée converge donc si et seulement si F admet une limite finie en +co.
On peut alors effectuer un développement limité de F(X) en +c :

3 3
3 3 3 3
0 x OR™, F(x):g.x2 1+a(1+1j2+b(1+3j2 :3 2((1+a+b)+—(a+2b)—+o (1D
3 X X 3 X

Donc F admet une limite finie en +« si et seulementsi: 1+a+b=0,et: a+2b=0,
autrement dit si et seulementsi: a=-2,et: b=1.
Pour ces valeurs, on a alors :

[ (Wt-24t+144t+2)dt = lim F(x - F(0) :o—%.(—2+23) :g.(ﬁ—l) .

21. a. Les fonctions dans les deux intégrales sont définies, continues et positives sur [0,+) et les deux
intégrales sont généralisées en +o.

1 t 1
5~ 5 et: ~— ; toutes les fonctions étant positives, | et J convergentes.
+17 et 1+1t3 ot

De plus:

. . 1
b. Comme proposé, utilisons dans J le changement de variable : u =¥ =¢(1),

qui est bien une bijection C' de R™* dans lui-méme.

On obtient alors : J = ° 1 L.[—ij.du = .[Om du =1.

+o00 1 2 3
u1+73 u 1+u

u

< L, +0o dt 4 +00 dt
c. La encore, comme proposé : | +J = IO Ttet? = 3 J:) —
— + _
(21 1] 1
J3

Donc: | +J :i(ﬁ—[—zjjzﬂ et: 1 =J :ﬂ
' J3l2 L 6)) 343 343

PRI
1
o)
=
)
o
D
R

N

=~
%ll

'_\
N—
1
© &

, . 1 a bt+c 1 2
d. Enfin, on peut commencer par écrire : 5= + 5. etontrouve: a=—-,b=-=,c=_.
1+t 1+t 1-t+t 3 3’ 3
On cherche alors une primitive de cette fonction en:
2t-1 1
Ft)== In 1+t) - Int -1+1) +—.arcta .
0= j1+t It —1+1 I “1+41 3 d+0 ( ) J3 { j
7l 7l n
F admet une limite finie en +co qui vaut (en regroupant les In) : 0+ ——= = :F@O) =-

2./3 2.J§ 643

On retrouve ainsi le résultat précédent pour | .
22. a. La fonction proposée (appelons la f ) est définie, continue et positive sur [0,+o).
X — +00

: - - 1 N o
De plus, on constate que : lim x°.e < = 0,donc: e = 0, (—Zj , d'ou lintégrabilité de f sur R".
X

b. On peut démontrer ces deux inégalités en étudiant des fonctions intermédiaires sur R* comme :

puy=e"-(@A-u),et: Y(u)=e"-@1A+u),

PSI Dupuy de Léme — Chapitre 03 : Intégration (Exercices : corrigé niveau 1). -10 -



et montrer qu’elle sont croissantes, nulles en 0, donc positives ce qui conduit aux inégalités demandées.

t2 ' I G CA LR
c. Pour:t0O [O,\/ﬁ],on endéduitque: 9| —|=20,donc: 0<|1-— |<e " ,(1——) <e™".
n n n

En utilisant le fait que : X+ X", est croissante sur R*, cela donne le premier résultat.

t2 £ 2 2"
Puis, pour : t O R, w(—j >0,dou:0<e "< (1+—], etanouveau: e (1+ j )
n n n

2

a2 _ , .
d. Dans .[0 n(l——j .dt, on réalise le changement de variable : t = \/ﬁ.sm(x), et:
n

J’“(l—t—:jn.dt = L;T (- sin?(x))"v/n.cos).dx = V/n.J,,.,.

0

L’autre intégrale est généralisée en +co mais converge pour: n=1, car:

n

n
05— <0 sur[L+o)

On effectue alors le changement de variable : t = Jn. tan(x), dans cette intégrale et :

.[om J-o (1+ tant (X)) X= \/ﬁ"J 2n-2 -
-
n

@A+ tan®(x)"
. . , - ‘/ﬁ —t2 +oo —t2
e. La fonction exponentielle étant positive, on a : IO e .dt< IO e .dt.

En intégrant les inégalités de la question ¢, on obtient alors :

\/ﬁ 2 : \/ﬁ 2 +0o 2 +oo
0nz1, | (1—t—j dis[etdis| et <] _a
0 n 0 0 0 tz
1+
T \/_ T AT
De plus :/n.J . ~Jn. cet: +/nd \/_ ~ .
P 2 e 2.2n+1) += 2 22y 2.2n=2) += 2

Le théoréme des gendarmes permet de conclure que la suite (constante) égale a | , encadrée

N

. VA . too .,
ci-dessus, tend donc vers 7 , et finalement: | = IO e dt =7.

Exercices divers : série, fonctions, équivalents.

In(l t)
tﬁo t
pour constater qu’on peut prolonger cette fonction ¢ en 0 en posant : ¢(0) = -1.

b. Pour x fixé dans : (-e0,0[ O ]0,+1], J‘;‘ In(L-t)

23. a. Il suffit de remarquer, a I'aide d’'un développement limité que : -1,

.dt est une intégrale généralisée en 0.

En effet ¢ est définie, continue sur]0,X] (ou [ X,0]) et garde un signe constant négatif sur I'intervalle
d’intégration.
Enfin, ¢ est prolongeable en 0 donc l'intégrale converge.
Si on note @, ce prolongement, alors on a encore :
0 X O (0,00 010,41, f(X) =~ ¢ (t)ct.
f est donc I'opposé de la primitive de ¢, s'annulant en 0, et elle a une limite finie nulle en 0.
c. f étant une primitive de @, sur (-»,1[, elle esty méme de classe c.

d.Onpose : 0 x O (oo, +1[, F(x) = f(X) + f[ij+l.(ln(1—x))2.
x-1) 2

PSI Dupuy de Léme — Chapitre 03 : Intégration (Exercices : corrigé niveau 1). -11-



24. a.

C.

X
On remarque tout d'abord que : 00 x [ (-o0,+1[, 1 O (-o0,+1].
X —
Puis :

N .
0 x O (+oo,+1[, F'(X) = f'(X) (x=1)? N (

X ) _Inl-x) _ Inl=-x) Inl-X) In(l-x) _
x—1j 1-x X X(x-1) 1-x -
Cette derniére égalité est en fait valable pour : X # 0, mais puisque f est C!, F I'est aussi et par
continuité de F', on aencore : F'(0) =0.

F est donc constante sur son intervalle de définition, et :
0 x O (-0,+1[, F(X) =F (0) =0,
d’ou le résultat.

La fonction proposée f est définie, continue sur ]0,1].
De plus:
-2
1 1 1 1 1 1 212 2
gtdlol), - ——m—==—- 1-—+o,(t ——-=11+—+0,(t -—+0,(1),
o1l t> (arctanf))®? t* t2 ( 3 of )j 12 tz( 3 of )j 3 o®)

: 1 1 2
et: lim — -—————|=-—,
t-o t*  (arctanf))? 3

autrement dit f est prolongeable par continuité en 0 et f est intégrable sur ]0,1].

. Lafonction: t — ————, est définie et continue sur R™*, donc y admet des primitives.

(arctant))

F apparait alors comme I'opposée de la primitive de cette fonction sur R™ qui s’annule en 1.
On peut alors écrire :

0 x>0, F(X) = J’(;—i}dtﬂjt%.dt:{—ﬂl —jif(t).dt:%—1—Llf(t).dt.

(arctanf))® t? §

Enfin, quand X tend vers 0, x+> 1+ jl f (t).dt , admet une limite finie L du fait de la question a, donc :
1 1
XF(x) =1~ x.(1+jx f(t).dt) (0, - 1-0L=1,et: F (x);;

12

25. La fonction f sous l'intégrale est définie, continue sur R. 1]
La fonction proposée qu’on notera F est 0 ﬂ_f
donc la primitive de f sur R, s’annulant en 1. N
A ce titre, elle est définie, de classe C* sur R. “'EE
%2 + X 0.4
Deplus: 0 x OR, F'(X) = , .2
8 =1
VX +1 ]
et donc F' s’annule en 0 et -1. 10 8 £ 4 2 9 "d"x"i;"l']' 10
F est croissante sur (-co,-1[ et ]0,+c), 4.2+

décroissante sur ]-1,0[, et : F(0) <O.
Enfin, F admet une limite finie en o, car :

e sur[1,+), f est positive et :

)

e sur (-,-1[, f est également positive, et le méme équivalent montre la convergence de J-

t% +t 1
}tS 1+oot2 ’

dt converge et lim F(X) existe et est finie.

X — +oo

+00 t2

t? +t

Vt? +1

puis I'existence d’une limite finie pour F en -oo,
La courbe représentative de F présente donc deux asymptotes en +co.
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Intégrabilité de fonctions de signe quelconque, av  aleurs complexes.
26. « La premiére fonction est définie et continue sur R", et :

|cos(x)| 1
1+ x2 = x2
donc la majoration garantit sont intégrabilité sur [1,+00) donc sur [0,+).
 La deuxiéme fonction est définie, continue sur R, et :
_ ‘ IX _ 1

a 1+ Xa
Distinguons alors tr0|s cas:

0 x=1, |[f(x)|=

0 x>0, |g(x)|=

a<0, et lafonction g n’'est pas intégrable sur [1,+) puisque J'lm dt diverge,

: : o , o ] :
a =0, et la fonction n’est toujours pas intégrable sur [1,+) puisque L E.dt diverge encore,

1 o : ,
a>0, etdanscecas: |g(x)| ~ —, donc g estintégrable sur [1,+), si et seulementsi: a>1.
+ 00 X

Dans ce dernier cas, g est alors intégrable sur ]0,1], puisque |g| est prolongeable par continuité en 0,

ayant pour limite 1 en O.
Conclusion : g est intégrable sur R™* si et seulement si: a>1

Remarque : dans les deux premiers cas, on aurait pu dire que g n’était pas intégrable sur [1,+) puisque

g| avait une limite en + et cette limite était non nulle.
« La troisieme fonction est définie, continue sur R, et :

en0: [h(x)[~x"* = _1_ , i:-a-3<1l,ou:-4<a,
0 XaS

en +o : x*|h(X)| < x7*2.e™*, ce qui garantit que : lim x*|h(x)| =0, et lntégrabilité de h sur [1,+c).
X o +00

Conclusion : h est intégrable sur R™* si et seulementsi: —4<a.

27.a. Lafonction f est définie et continue sur R™.
*enO,ona: IirrCl) Jx.f (x) = Iim \/;.In(x) =0, ce qui garantit I'intégrabilité de f sur]0,1],

: In(x)

en +oo, On a: I|mx2fx—I| —7
° o0 e () \/_

b. On peut chercher une primitive de f sur R™:

x In(t nt) 1° =« 1 In
0 x>0, F(X)=I—()2,dt= _ In() +j __In(x) J'( j
(t+1) (t+1 t.(t+1) X+1 t+1
Il faut noter qu'ici, il est plus prudent de raisonner avec des primitives que directement sur des intégrales
généralisées.

=0, ce qui garantit a nouveau l'intégrabilité de f sur [1,+c).

In(x)

S - In(x +1) = 2N

Dou:0 x>0, F(x)=-

—In(x+1).

Il est alors facile d’obtenir : Jj (tlr_:_(gz dt =F@-limF(x) =-In(2).

: : 1 : L
Puis, avec le changement de variable : u = f qui est strictement décroissant et de classe C* de ]0,1]

_In() 4 - Ioﬂ(—%}du =

o [ =

o (L+u)®

dans [1,+), on obtient : ij

e
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C.

28. a.

29. a.

d.

In(t) dt:r In(t) dt+j+w In(t)

Evidemment : .[ 5 5
(t+1) 0(t+1) (t+1

La premiere fonction est définie, continue sur }OE} , et négative.
De plus : v/x.In(sin(x)) = /x.In (Sm( )j ++/X.In(x) [} - 0, donc elle est intégrable sur ]0,1], puisque

I'exposant de la puissance utilisée vérifie : a = 5 <1.
L'intégrabilité étant conservée avec un changement de variable bijectif de classe C?, ici en posant :

u= g — X, l'intégrabilité de la premiere fonction sur }Og} donne celle de la deuxieme sur [Og[ .

. De plus, le changement de variable précédent donne : | = Eln(sin(x)).dx = Eln(cos(J)).(—du) =J.
2

Puis: | +J = j g[|n(sin(x)) +In(cos))].dx = jg[ln(sin(z.x)) ~In(2)].dx = jfm(sin(z.x)).dx—g In(2).

Dol : j 2In(sin(2.x)).dx = j In(sin(u)).du = { Eln(sin(u)).du + J':In(sin(u)).du}.
2
Et pour finir avec le changement de variable : u = 71— X, on obtient :

Em(sin(u)).du = Eln(sin(x)).(—dx) =1.
2 2
En rassemblant ces résultats, on conclutque : | +J = | —g.ln(Z) ,dou:J=1I= —g.ln(Z) :

La fonction sous l'intégrale est définie sur R lorsque son dénominateur ne s’annule pas sur R.
Or ses racines dans C sont: t = —ib i, etil faut donc supposer : b # £1 (car des ces cas, la fraction
n'est pas définie en 0).
En dehors de ces valeurs de b, elle est continue sur R puisque ses patrties réelle et imaginaire sont des
fractions rationnelles définies et continues sur R.

1 1

14 (t+ib)Z 2]
ce qui assure l'intégrabilité de la fonction sur [1,+) et (-c0,-1].
Enfin, avec le changement de variable strictement décroissant et de classe C': u=-t, on obtient :
i ZJ- dt _( —du J-
=1+ (t—-ib)® 1+ (-u-ib)? 1+(u+|b)

De plus

=|,et: | OR.

. Avec les zéros du dénominateur précisés au-dessus, on peut écrire :

1 __a B
1+(t+ib)®> t+ib+i t+ib-i

,etavec: 1=(a+pB)t+i.(b-2).a+(b+1).58),

onobtient:ﬂ=—a,puis:—2.i.a=1,soit:a=—% IE et: f=——
i

- [ 1 1
Ainsi : - =—. - - —— - |.
1+ (t +i.b)? 2(t+|.b+| t+|.b—|j

. Il suffit alors de déterminer une primitive de la fonction précédente pour obtenir, avec des limites en oo

pour obtenir la valeur de | , et comme de plus c’est un réel, il suffit de calculer une primitive de la partie
reelle.

.. 1 i t—ib-i t—ib+i 1( it+b+1 t+b-1
On écrit donc : = - = - et:

1+@t+ib)? 21 t12+(b+D)? t?+0-22) 2\ t2+(b+D)? t*+({b-1°
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30.

31.

32.

' 2+(b+1)?
0 x OR F(x) =+ arctaf > | -arctap ||+ Lin[ X+ 0+D7)
2 b+1 b-1)) 4 | x*+(b-1
sachant que la partie imaginaire ne sert a rien.

2+ (b+1)?2 2 4 (h+1)2
On constate dailleurs que : lim In(uj = lim |n(_x (b+1) j

e (X (D=7 ) %= (X +(b-1)7
Puis :
esi:|g>1,alors: lim arctarﬁij—arctarﬁij = lim arctarELj—arctarELj =0,
X 4o0 b+1 b-1)) x-— b+1 b-1
et: 1 = lim F(x) - lim F(x) =0,

e si:|b <1, alors: lim arctar(ij—arctarﬁij =77, lim arctar(ij—arctarﬁij = -7,
X 4o0 b+1 b-1 X o0 b+1 b-1

dou: | = X"IIL F(x) - Xllrpw F(x) = %.(n— (-m)=rm.

a. Sion note F une primitive de f sur[0,+), alors :
0 x O[0+e), [ F(O)dt=F(x+)-F(x).

Puisque F est intégrable sur [0,+), J.Om f (t).dt converge, F a une limite finie en +, et la différence

écrite au-dessus tend vers 0 quand X tend vers +oo,
b. Si on considére par ailleurs la fonction f définie par: 0 x O R, f(x) =¢€*,
f n’est pas intégrable sur [0,+x) et :

x+1 X+1 X X
0 xzo,j f(t).dt =e* —e* =e*.(e-1),
qui tend vers +oo en +oo,

X+1 +00
Remarque : il faut donc se méfier du raccourci (qui n'a pas de sens) : lim f(t).dt = L f(t).dt=0.

X — +oo

Notons F une primitive de f sur [0,+).
Puisque f estintégrable sur [0,+»), F a une limite finie en +o.
De plus, f étant décroissante sur R*, on peut écrire :

Ox OR, [ f@dts [ F90t= @x-%).f(x) =x (¥,

et: 0 x OR, jff(t).dtzjff(x).dt:(x—g).f(x)zg.f(x).

On en déduit que : F (2.X) - F(X) < . (X) < 2.[F(X) - F(g)].

Le théoreme des gendarmes garantit alors que X.f(X) tend vers 0 en +c.

La fonction u est clairement définie et continue (et méme de classe C) sur [1,+c).
Puisque f estintégrable sur [1,+), on a:

X 1 X 1 +00
jl f(t).0t| < FL |f (©).dt < FL HOLS
ce qui montre, par majoration de fonction positive, que U est intégrable sur [1,+ ).

:MS“(X)L
X

0 x=1, [u(x) =X—12.

De méme, V est continue sur [1,+e) et : 0 X =1, [V(X)|

ce qui prouve la encore que Vv est intégrable sur [1,+©).
Enfin en utilisant une intégration par parties sur [1, A], on a:
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0 A>1, le@.dx:E.j:f(t).dt}A—LA[—X—lzj.U:f(t).dt}dx
Et comme : 0 A1, %.J;Af(t).dt—%ff(t).dt =%.LAf(t).dt,

deduitque : 0 A21, |- [ )
on en déduitque : 0 A= KJ; (t).dt

1 ¢A 1 p+oo
SK.L|f(t)|.dtsK.L HOK®

dou: fim [ f (0.t =0

A +oo

D’ou en passant a la limite : j v(X).dx = j f(x) .ax —j ?.(LX f (t).dt).dx = Jjwu(x).dx.

33. a. Lafonction f sous l'intégrale définissant | est définie, continue sur R™, et :
e —e" _ ([1-3t+0,(t) - (L-t+o,(t) _

OtOR™, f(t)= t

-2+0,D,

et f est prolongeable par continuité en 0.
De plus : lim t%.f (t) = lim t.(e* -e")=0,

du fait du théoreme des croissances comparées.
Donc f estintégrable sur R™ et I'intégrale converge.

—at

. e . )
b. De méme: 0 a>0, limt2. = limte™® =0,

t - +oo t t o +oo

et J,(X) existe, pour tout: a>0, ettout: x>0.
c. Il est clair que I'application ¢ est continue sur R* par opérations.
e’ (1 t+0,(t) - 1
t
dou : Itlfn0 @t) =-1=¢(0), et ¢ est continue en 0 donc finalement continue sur R.

Deplus: 0t#0, ¢(ft) = -1+0,@,

L x e x et -1
d. On peut ensuite écrire : 0 x>0, L T.dt = L :
X . X

dt+xldt—xqo(t dt +[I In(3
' js.x[' ‘L_X ).dt +[In(x) —In(3.X)].
Comme ¢ est continue sur R, on peut encore écrire :

0 x>0, [[gt).dt- [ t)dt-In@3),
et: im [ eT_t.dt - m(j:qo(t).dt - [P oot - In(3)) - _In@) .

X-0J3.x

-3t —t -3t
. . +ooe —e _ +ooe _ +ooe 3xe
Enfin: O x>0, L f'dt_.[x T.dt .[ —dt—LX—du j —dt—J- —dt
. et —g . caxe
Dou: | =lim| ——dt=lim| —.dt=-In(3).
X0 JX t X0 JX t

Semi-convergence.

=i.x

60 _, e
T R
ei.x :|A el ei.x

I\/; _.1§.§.

1 2
X
Quand A tend vers +w, le crochet & une limite finie (qui est i.e'), et la fonction apparaissant dans le

34. a. On constate immédiatement que : [0 X # O -1, donc: f(x)~9(x).

b. On caleule : 0 A>1, [ f (x).dx {

ei.X i

— 3 )
x2 X2

deuxieme intégrale est intégrable sur [1,+) car: [0 X=1,

PSI Dupuy de Léme — Chapitre 03 : Intégration (Exercices : corrigé niveau 1). -16 -



i.X

5dX, a une limite finie quand

Donc l'intégrale sur [1,+») de cette derniére fonction converge : A J;
X2
A
A tend vers +, et finalement : A~ J.l f (x).dx, aussi.
c. Cette intégrale diverge.

En effet si elle convergeait, alors J.lm(g(x) — f(Xx)).dx convergerait également par combinaison linéaire.

: ) e dx
Mais elle est égale a L — qui diverge.
X

d. La convergence d’intégrales n’est pas conservée pour des fonctions simplement équivalentes en un
point.

35. On effectue dans l'intégrale de Dirichlet (sans préjuger de sa convergence) l'intégration par parties utilisant
les fonctions u et v définies sur R™* par :

0 x>0, u(x)=%, et: v(X) =1-cos() .

, 1-cos
Elles sont bien de classe C' sur R™* et : 0 x>0, [u(x).v(x)] = 1-cosk) ,
gui admet une limite finie (nulle) en 0 et en +o, ce qui se démontre a I'aide d’'un développement limité en 0
et du théoréme des gendarmes en +oo,
» SIN(X +»1—CO0S
SN g g [~1C0)
X 0 X

sont de méme nature, et donc convergentes puisque la deuxieme intégrale est clairement convergente.
En effet :

« 0 x>0, 1_C—(ZSQ():%(1—(1—)(—2+oo(x2)D:1+oo(1),
X 2 2

N
Donc les intégrales IO

X
et la fonction sous I intégrale est prolongeable par continuité en 0, et :
1- cosQ<)

X2
Enfin, on effectue dans la derniére intégrale le changement de variable : X = 2t , qui est croissant et de
ot: [0S0 g - o LmCoSRY)

0 X 0 (21)

e [0 x21, < —-, ce qui garantit son intégrabilité sur [1,+0).
x2

P2
+o SIN°(t o .
classe C! dt = .[0 t—z().dt , d’ou I'égalité demandée.

36. a. La fonction sous l'intégrale est définie, continue sur [1,+o).

De plus: O x=1, j S'n(t) dt = {ﬂ} —ajx cos6) 4

ta ' il t0+1
o o —COosS 1
La partie intégrée admet une limite finie en +co car : 0 X =1, —aQ() s—,et:a>0.
X X
: _ cos()
Enfin la nouvelle intégrale est absolument convergente car: 0 t 21, fan | = t‘”l ,et: a+1>1.
xsin(t) e +o SiN(X)
Donc : XI—)L .dt, admet une limite finie en +o et J-1 " .dx converge pour tout : a > 0.
X
. . L o sin(x)| _ 1
b.+ Si: a >1, il estimmédiat que g, estintégrable sur [1,+), car: O x=1, 1< —-
X X
* Si: a <1, comme pour I’intégrale de Dirichlet :
(2.7 sin() _sinu) 2 &1
Onx2, "sinu).du=--% —.
j ZI ZI (u+k.ﬂ) Zk”n" W S ke

Comme la série qui apparait est divergente, on a donc : lim —.dt =

N 40 JIT

K
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Une primitive de la fonction considérée est alors croissante sur [1,+) et ne peut tendre que vers +o en
+co du fait de Ia Iimite précédente.

L'intégrale j () .dt est donc divergente et la fonction g, n’est pas intégrable sur [1,+).

37. a. Notons que toutes les intégrales |, convergent puisque les fonctions qui apparaissent sont définies,
. T o
continues sur }OE} et prolongeables par continuité en 0.

Puis: O n ON*, OtOR, sin((2n+ 2).t) —sin(2.nt) = 2.cos(@.n+1)1).sin(),

dou: |, —1. = jf 2.cos(@.n+1)t).cosf).dt = ff [cos(@n+2)1) + cos(z.n.t)].dt =0
: . S|n(2t) Vg
La suite (1,,) est donc constante a la valeur : |, = Iz 2cos (t).dt = |t +——~ E :
0
cos(t)

b. On commence par calculer: O n ON*, |, —J, = L?Sin(Z.n.t){ }dt = Izsin(Z.n.t).¢(t).dt.

sin(t)
1 cosf)

La fonction ¢ donnée par: Ot O , o) ==—— ,
t sin)

: T
est prolongeable en une fonction de classe C* sur {0, E} .

En effet :
11, t? 4,11, t?
P) =7 =705 +00(t?)) (1‘€+° () =770+, (1%), (1+—+o () =5 +0,(0),
ce qui montre que ¢ se prolonge par continuité en 0, avec : ¢(O) =0, et:

0t>0, §'(t) = -+ :i'(_“(l—%*oo(t ))‘1j é+00(1)

t>  sin®(t) t?
1
donc ¢ est dérivable en 0, ¢'(0) ==, et ¢' est continue en 0, donc ¢ est de classe C' sur [0 ﬂ]

Le lemme de Lebesgue (exercice 7) s'appliqueet: lim[l -J,]=0
n- +oo

o . , 7l
c. On en déduit, puisque (1) est constante donc convergente, que (J, ) converge etque : lim J = E

n - +oo

d.Enfin: 0 nz=1, J, = .[:”M.du , avec le changement de variable : u = 2nt,
u

. n . n7Sinu +o SiN(U
et en faisant tendre n vers +o, on conclut que : E =lim J, = lim J- J.du = .[0 J.du,
u

n- +oo n- +o0 JO u

puisque l'intégrale de Dirichlet est convergente.

Comparaison série — intégrale.

38. Pour: 0<a <1, lafonction f, estdécroissante sur [1,+).
1 1 1
<—<—,
(k+D7 t7 Kk“
1 kadt 1
<I <

Donc: 0 k=1, 0tO[k, k+1],

puis en intégrant sur [K, k +1] :

(k+1)° k7 Tk
Si maintenant on somme pour k variant delan (avec: n=1), on obtient:
K+ n n n
Onx>1, <z'[ ldt_ — L 1< J-1$<S aveC'S:Zi”
i (k +1) -1k 1 K

[ dt
On en déduit que : [ nZl’L t—asSn,et: On=2, Sn31+jlnt_a
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39.

40.

-g+1 " 1o 1-a
+1
Enfin ndt _ _| .t _n 1 n .[n dt
Lt —a+1j T1-a l-awl-qgwhn t"’
1-a
Donc I'encadrement précédent (avec le théoréme des gendarmes) conduita : S, ~ 1<q’
+o0 a

Remarque : I'équivalent redonne la divergence de la série.

Si maintenant : @ <0, le principe est conservé, mais fa est cette fois croissante, et on aboutit a :

1-a

n+1 Ot
On=2, 1+I—<S <L IR ce qui donne encore : S, ~1
rwl-g

Pour : a >1, la série de Riemann proposée est convergente.
Soitalors: n=1,et: k=n.

1 1
S_
(k+D* t“
1 kaadt 1
<J- < —

(k+D°

On peut écrire : Ot O [k, k+1], Ski”'

et en intégrant sur [K, k +1] :

T Tk

x 1 Nadt O 1
On somme alors pour K variantde n a: N=n+1, et: z <J. — <y —.
o (K+D)7 o 7 KT

Toutes les quantités qui apparaissent ont une limite quand N tend vers +« (série ou intégrale

T | wdt &S 1
convergente), donc on en déduit : 2 < I <

o (k+D)7 n te k=nk_a .
wdt [t T 11

On reconnait a gauche et R _, a droite, et I'intégrale vaut : =—.

Rﬂ g Rn 1 g J- |: a +1 ) a _1 na_l

1 1 1 1
Dou:0n=2, . — <R =< —-
a-1(n+l) a-1n
1
Enfin, les quantités encadrantes étant équivalentes entre elles en +w, on conclut que : R, ~ 1
+o0 a n

a. On peut par exemple dire que f est définie et continue sur [1,+), puis :

VA JA
0O A=21, J- f (x).dx —j S|n(u) 2u.du = 2J- Asin(u) .du, avec le changement de variable : x = u?
u?

u

1

Or cette intégrale a une limite quand A tend vers + (intégrale de Dirichlet) donc .[ f (x).dx converge.

b. 0 n 0N, |w,| =Un”+1(f(t)— f (n)).dt
1- \/_COS(\/_)+ZSII'1(\/_) \/_+2 1
2

X2 2n% +o 3
2.n2

[n,n+1]

Puis: O x=1, f'(x) =

n+l
Donc : SJ' M, .dt=M

et on en déduit labsolue convergence de » W, .

n=1

N . N N N N
c.onadeplus: 0 N21, Yw, =[ f@)dt-) f(n), soit: D =] f@)dt-Yw,.
n=1 n=1 n=1 n=1

N

sj”+l|f(t)—f(n)|.dt<j t=riM, dt, ou: M, = maffi.

Les deux convergences obtenues (intégrale et série) montrent que h!im z f (n) existe et est finie, ce
— oo 4=

: L - sin(/n
gui prouve la convergence de la série E f(n) donc de la série E L .
n
nz1 n=1
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