Chapitre 9 : Espaces préhilbertiens

réels
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1 Produit scalaire et norme associée

1.1 Définitions et exemples
Definition 1
Soit E un R-espace vectoriel. Soit ¢ : E x E — R.

1. On dit que ¢ est bilinéaire lorsque elle est linéaire en chacune de ses variables :
— Vz € E, y+— ¢(x,y) est linéaire
— Yy € E, x — ¢(x,y) est linéaire.

2. On dit que ¢ est symétrique lorsque

V(@,y) € B, ¢(z,y) = ¢(y, @)
3. On dit que ¢ est positive lorsque
Ve e E, ¢(z,z) > 0.
4. On dit que ¢ est définie lorsque

Ve e E, ¢(z,2) =0=x =0.

Definition 2

Soit E un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E toute application ¢ : E x E — R bilinéaire
symétrique définie positive.
On notera souvent < x,y > , (z|y) ou x.y le produit scalaire entre = et y.

On appelle espace préhilbertien réel un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.

On appelle espace euclidien un espace préhilbertien réel de dimension finie.

Exemples :

Sur R" : Le produit scalaire euclidien canonique sur R" est défini par

Ve,y € R", <z,y >= 191 + ... + Tnin

Sur C vu comme un R-espace vectoriel : Le produit scalaire euclidien canonique sur C est défini par

Vz,2' € C, < 2,2 >=Re(z2.2)

Sur C([a;b],R) : Un produit scalaire sur C([a; ], R) peut étre défini par

b
V.9 € CllasthB). < f.9>= [ f(Bg(ti.
Sur R[X] : Un produit scalaire sur R[X] peut étre défini par
1
¥P,Q € R[X], < P,Q >— / PH)Q(1)dt.
0

Sur M, (R) : Un produit scalaire sur M,,(R) peut étre défini par

VA, B € My(R)?, <A,B>= Y  a;b;=tr("AB).

1<4,j<n
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Proposition 1 !
Soit (E, <, >) un espace préhilbertien réel. Soit (z,2’,y,y’) € E*. Soit (A, u, N, ') € R:.

1L <X x+4py, 2 >= A <z,2' >+p <y, 2 >

2. <z Na' +ply >=N<ax,2 >+p <xzy >

3. < dx+puy, N’ + 'y >= AN <x,2' >+ .y <z, >+pN <y, >+pp <y, y >

1.2 Norme associée a un produit scalaire
Definition 3

Soit (E, <,>) un espace préhilbertien réel.
On appelle norme associée au produit scalaire sur E 'application définie sur E par

Ve € E, N(z) =+/<z,x >

On la note généralement ||.|| et on a donc Vx € E, < x,z >= ||z||%.

Exemple : Pour le produit scalaire euclidien canonique sur R", la norme associée est

Pour n = 1, on retrouve ||z|| = Va2 = |z|.

Exemple : Pour le produit scalaire euclidien canonique sur C, la norme associée est

[I2]] = V/Re(2?) = V/Re(2)? + Im(2)? = 2|

Proposition 2 !
Soit (E, <,>) un espace préhilbertien réel. Soit ||.|| la norme associée. Soit x € E. Soit A € R.
1. [|z]| >0
2. |lz]l=0<2=0
3. [[Az|| = AL

1.3 Identités remarquables

Proposition 3 !
Soit (E, <,>) un espace préhilbertien réel. Soit ||.|| la norme associée. Soit (z,y) € E?.
Lz +yll? =lz]* +2 <2,y > +[lyl]?
2. |l =yl = [l2l* = 2 < 2,y > +[yl]®
3. <z ty,z—y>=|[z]]> ||yl

Proposition 4 !
Soit (E, <,>) un espace préhilbertien réel. Soit ||.|| la norme associée. Soit (z,y) € E?.

e+ yl? + [lo = y|* = 2(/[«[]* + [ly]]*)
lo+yll? = [lo -yl =4 <z,y >

Remarque : La derniére formule permet de calculer un produit scalaire a partir des normes.
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1.4 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Proposition 5 !

Soit (E, <,>) un espace préhilbertien réel. Soit ||.|| la norme associée. Soit (z,y) € E?.
| <@y > [ <[]yl

On a égalité si, et seulement si, la famille (x,y) est liée.

Exemples : Sur R? muni du produit scalaire euclidien canonique, cette inégalité s’écrit

V(z,y), (2',y) € R?, (z2’ +yy')* < (2® +42).((2))* + (¥')?)

Sur R™ muni du produit scalaire euclidien canonique, cette inégalité s’écrit
n 2 n n
Ve, y € R™, (Z :mh) < (Z yf) . (Z xf)
i=1 i=1 i=1

Sur C([a; b], R) muni du produit usuel, cette inégalité s’écrit

vf,g € C(a; ), R), < / f(t)g(t)dt> < ( / f(t)?dt)( / g<t>2dt>

Proposition 6 !

Soit (E, <,>) un espace préhilbertien réel. Soit ||.|| la norme associée. Soit (z,y) € E?.

2+ yll < ]| + [yl

On a égalité si, et seulement x et y sont liés et < x,y > est positif.

2 Orthogonalité

2.1 Vecteurs et famille de vecteurs orthogonaux
Definition 4

Soit (E,<,>) un espace préhilbertien réel. On dit que deux vecteurs de E sont orthogonaux lorsque leur
produit scalaire est nul.

zlye<z,y>=0.

Exemple : Le vecteur Og est orthogonal a tous les vecteurs de E. C’est méme le seul.

Exemple : Dans E = C([0; 27], R), muni du produit scalaire usuel, les fonctions cos et sin sont orthogonales.

Definition 5

Soit (E, <,>) un espace préhilbertien réel. Soit F = (u1, ..., u,) une famille de vecteurs de E.
On dit que F est une famille orthogonale lorsque F est constituée de vecteurs deux a deux orthogonaux

V(Z,]) € [[17”]]2, 1#£j =< Uj, Uj >= 0.

| Proposition 7 I

| Toute famille orthogonale d’un espace préhilbertien réel, ne contenant pas le vecteur nul, est libre.
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Proposition 8 |

Soit (E, <,>) un espace préhilbertien réel. Soit ||.|| la norme associée. Soit F = (uq, ..., u,) une famille
de vecteurs de E.
Si F est une famille orthogonale alors

n

>

i=1

2 n
=l ?
i=1

2.2 Orthogonal d’un sous-espace vectoriel

Definition 6

Soit (E,<,>) un espace préhilbertien réel. Soit F' un sous-espace vectoriel de E.

On appelle orthogonal de F et on note F+ I'ensemble des vecteurs de E orthogonaux a tous les vecteurs de

F

Ft={ycE,VzecF, <z,y>=0}

Exemple : {0p}" = E et EX = {0z}

Exemple : Soit £ = R? muni du produit scalaire usuel. Soit F' =Vect ((2)) Déterminer F-.

Proposition 9 !

Soit (F,<,>) un espace préhilbertien réel. Soient A et B deux sous-espaces vectoriels de E.
1. Al est un sous-espace vectoriel de E.
2. Ac (AhH)L.
3. Si A C B alors B+ C AL,

Remarque : En dimension finie, on a A = (A+)+.

| Proposition 10!

Soit (F,<,>) un espace préhilbertien réel. Soient A et B deux sous-espaces vectoriels de E.
1. (A+B)t =AtnBt.
2. At +Btc(AnB)*.

2.3 Sous-espaces vectoriels orthogonaux

Definition 7

Soit (E,<,>) un espace préhilbertien réel. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

On dit que F et G sont orthogonaux lorsque tous les vecteurs de F' sont orthogonaux a tous les vecteurs de

G

F1lGeVreF, YyeG, <x,y>=0

Exemple : Dans £ = R? muni du produit scalaire canonique, les sous-espaces F' =Vect ( (?)) et G =Vect ( (é))

sont orthogonaux.

| Proposition 11 !
Soit (F,<,>) un espace préhilbertien réel. Soit F = (uq, ..., U, Ujt1, ..., Uy ) une famille de vecteurs de

E.
Si F est une famille orthogonale alors Vect(uy, ...,u;) et Vect(w;q1, ..., u,) sont orthogonaux.
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| Proposition 12 !

Soit (E, <,>) un espace préhilbertien réel.
Si A et B sont deux sous-espaces vectoriels orthogonaux de E alors AN B = {0}.

3 Bases orthonormées d’un espace euclidien

3.1 Bases orthonormées ou orthonormales (b.o.n)
Definition 8
Soit (E, <,>) un espace euclidien.

On dit que x € E est un vecteur unitaire lorsque ||z|| = 1.

On dit que F = (uy, ..., up) est une famille orthonormale (ou orthonormée) de vecteurs de E lorsque F est
constituée de vecteurs unitaires deux a deux orthogonaux :

V(Z,]) S [[1,TL]]2,< Ui, Uj >= 51‘7]'.

Exemple : Dans R™, la base canonique est une base orthonormale.

cos sin

VE VR

Exemple : Dans E = C([0; 27, R), muni du produit scalaire usuel, la famille ( ) est une famille ortho-

normée de E.

3.2 Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

| Proposition 13!

Soit (F, <, >) un espace euclidien de dimension n. Soit B = (e, ..., €, ) une base quelconque de FE.
Il existe B’ = (f1, ..., fn) une base orthonormée de E telle que

Vp € [1,n], Vect(e1,...,ep) = Vect(f1, ..., fp).

Méthode : On appelle cet outil de construction le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt. Il est a
retenir.
1. On prend f; = L
lleal|
2. ey ¢ Vect(f1) donc on cherche fy sous la forme fo = ey — Af.
(a) La condition < fa, f1 >= 0 permet de déterminer A.

(b) Puis on prend pour garantir le caractere unitaire de la nouvelle base.

f2
|1f2]]
3. es ¢ Vect(fs, fo) donc on cherche f3 sous la forme f35 =e3 — Af1 — pfo.

(a) Les conditions { 2 ;3’ }cl i: 8 permettent de déterminer A et p.
3,2 >=
(b) Puis on prend |‘J7Z3| pour garantir le caractere unitaire de la nouvelle base.
3

4. ..
5. On fait ¢a n fois.

Remarque : On peut également appliquer cet algorithme & partir d’une famille libre.

Remarque : La nouvelle base obtenue dépend du produit scalaire mis sur F.
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10 0 0) " \o 1 -1 0

Exemple : Soient A; = (0 1), Ay = (1 O) As (O 0 et Ay = ( 0 1),
Déterminer une base orthonormée & partir de cette base de My (R).

| Proposition 14!

| Tout espace euclidien admet des bases orthonormées.

3.3 Expressions dans une base orthonormée

| Proposition 15|

Soit (E, <, >) un espace euclidien de dimension n. Soit B = (ey, ..., e,) une base orthonormée de E. Alors,

n
Vee E, z = Z<x,ei>ei
i=1

n

el = D (<we>)?

i=1

n
Ve,ye FE, <z,y> = Z<x,ei><y,ei>
i=1

Remarque : Soit B = (e, ..., &, ) une base orthonormée de E.
<zxz,e1>

P <x,eg >
Pour x € F, le vecteur coordonnée est donc X = 12

< T,epn >
Pour z,y € F, ,< z,y >='X.Y =Y. X et |Jz]| = VI X.X.

| Proposition 16!

Soit (F, <, >) un espace euclidien de dimension n. Soit B = (e, ..., €,) une base orthonormée de E. Soit
u e L(E).
<u(er),er > ... <uler), ey, >
mats(u) = : : = (< ulej), € >)i<ij<n
<ulen),er > ... <ulen), en >

4 Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de dimension
finie

Dans ce paragraphe, E est un espace préhilbertien réel et F' est un sous-espace vectoriel de £ de dimension
finie.

4.1 Supplémentaire orthogonal

| Proposition 17 !

Soit E un espace préhilbertien réel et V' un sous-espace vectoriel de dimension finie de F. Alors

E = Veovt
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Definition 9

Soit E un espace préhilbertien réel et V un sous-espace vectoriel de dimension finie de F.
On appelle le supplémentaire orthogonal de V' le sous-espace vectoriel V.

| Proposition 18!

Soit F un espace euclidien et V' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Alors

dim(V+) = dim(E)—dim(V)

Proposition 19 !

Soit F un espace euclidien et A et B deux sous-espaces vectoriels de E. Alors
1. (A+B)*t =AtnBt.
2. (AnB)t = At + B+

4.2 Projection orthogonale

Definition 10

Soit E un espace préhilbertien réel et V un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.

On appelle projection orthogonale sur V' la projection sur V parallélement a V* et on note py cette projec-
tion.

Pour x € E, on appelle projeté orthogonal sur V' le vecteur py (z).

T — pp(x)

Proposition 20 !

Soit E un espace préhilbertien réel et V un sous-espace vectoriel de dimension finie de F.
1. Vz € E, <py(z),x —pyv(x) >=0.
2. Pour z € E, py(z) est I'unique vecteur de V tel que x — py(z) € F+.

Remarque : Il n’est pas toujours nécessaire de connaitre V1 pour déterminer le projeté orthogonal sur V.

Proposition 21 !

Soit E un espace préhilbertien réel et V' =Vect(fi, ..., fp) un sous-espace vectoriel de E.
Pour z € E, py(x) est 'unique vecteur de V tel que

Vi € [[Lp]]v <z _pV(x)vfz >=0

Remarque : Pour déterminer le projeté orthogonal, on pourra étre amené a résoudre un systeme linéaire.
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Exemple : Soit E=R3? et V = {(m,y,z) ER®, —2z+y+z= 0}.
Pour (z,vy,2) € R?, déterminer py (x,y, 2).

Proposition 22 |

Soit E un espace préhilbertien réel et V' un sous-espace vectoriel de dimension finie de F.
Soit B = (e1, ..., ep) une base orthonormée de V. La projection orthogonale sur V' est définie par

p
Vo € F, pv(x)zz<m,ei>ei
i=1

Remarque : D’ou l'intérét de Gram-Schmidt.

Exemple : Soit D une droite du plan R? de vecteur directeur a.
Déterminer ’expression de la projection orthogonal pp en fonction de a.

4.3 Projeté orthogonal et distance

Proposition 23 !

Soit E un espace préhilbertien réel et V' un sous-espace vectoriel de dimension finie de F.

Vo € E, |lpv ()]l < [l

Proposition 24 !

Soit E un espace préhilbertien réel et V' un sous-espace vectoriel de dimension finie de F.

Ve e E, Vy eV, [z —pv()] < |z -yl

Remarque : Le vecteur py () est le vecteur de V' le plus 'proche’ de = au sens de la norme.
Definition 11

Soit E est un espace préhilbertien réel et V' est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.
Soit x € E.

On appelle distance de x a V' la quantité définie par

d(z,V) = inf{||lz — yll,y € V} = inf|[z —y]|
yeVv
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Proposition 25 !

10

Pour z € E, le vecteur py (z) est I'unique vecteur de V tel que

d(z,V) = ||z = pv (=)]|

Soit E est un espace préhilbertien réel et V' est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E.

Exemple : Soit E=R3 et V = {(2,y,2) €R?, —z+y+2=0}.
Déterminer la distance de e; = (1,0,0) a V.

Proposition 26 |

Soit B = (e1,...,ep) une base orthonormée de V.

p
Vo € B, d(@,V)? = ||lz]]* = Y < x,e; >

i=1

Soit E est un espace préhilbertien réel et V est un sous-espace vectoriel de dimension finie de F.

5 Formes linéaires sur un espace euclidien

Remarque : Pour a € E, la fonction z € E +—< x,a > est une forme liénaire sur F.

5.1 Représentation a ’aide d’un produit scalaire

| Proposition 27 !

Soit F est un espace euclidien. Soit ¢ une forme linéaire sur F.

la € E,Vx € E, ¢(x) =<z,0 >

n
Remarque : Pour (ey, ..., e,) une base orthonormée de F, on a a = > ¢(e;)e;.
i=1

5.2 Distance a un hyperplan, a une droite vectorielle

| Rappel !

Soit E un espace euclidien. Soit H un sous-espace vectoriel de E. On a équivalence entre :
1. H est un hyperplan de F.

2. H est le noyau d’une forme linéaire non nulle.

Proposition 28 !

Soit F est un espace euclidien. Soit H un hyperplan de E.

da€e E,Vx e H, <x,a >=0.

On a, de plus, H+ =Vect(a).

Definition 12

Soit E est un espace euclidien. Soit H un hyperplan de E.
Soit a € E tel que H+ =Vect(a).
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Un tel vecteur a est appelé vecteur normal a H.

Exemple : Soit H =Ker(tr) un hyperplan de My (R). Proposer un vecteur normal & H.

11

Remarque : Les équations d’un hyperplan en base orthonormée fournissent des vecteurs normaux & cet hy-

perplan.

Proposition 29 !

Soit E est un espace euclidien. Soit H un hyperplan de E. Soit a € E tel que H+ =Vect(a).

Ve € H, d(z,H) =

Exemple : Soit H =Ker(tr) un hyperplan de M,,(R). Déterminer la distance de M = (ﬁ Z) a cet hyperplan.

Proposition 30 !

Soit E est un espace euclidien. Soit V' =Vect(a) une droite vectorielle de E.

<z,a>

Ve e H, d(z,V) = al2

all.
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