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A.IL Stabilité d’un systeme bouclé
A.IL.1 Introduction sur la notion d’équilibre

A.Il.1.a Pendule

Prenons I'exemple d’un pendule en liaison pivot par rapport a un bati immobile, Z représentant la
direction verticale.

Equilibre stable tquilibre instable

Ce pendule présente une position d’équilibre stable (en bas) et une position d’équilibre instable (en
haut).

A.IL.1.b Masse en contact ponctuel parfait
Ce deuxieme exemple permet d’introduire de nouvelles notions d’équilibre.

Soit une masse soumise a la gravité en contact parfait sur un support.

Equilibre Equilibre Equilibre
instable stable indifféerent

On nomme équilibre indifférent le cas oU, écarté de sa position par une cause extérieure passagere, le
systeme reste écarté lorsque la cause disparait. Il ne tend pas a revenir vers la position de départ mais
ne diverge pas.
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A.Il.2 Définitions

A.Il.2.a Equilibre Stable - Instable
La stabilité d’un systeme est communément associée a la notion d’équilibre stable et instable.

Dans une position d’équilibre stable, si on écarte le systéeme de sa position et qu’on le laisse libre, il
revient dans cette position.

Dans une position d’équilibre instable, si on écarte le systéme de sa position et qu’on le laisse libre, il
s’écarte d’avantage et ne revient pas dans cette position.

A.IL.2.b Systéme a la limite de la stabilité

Un systéme est dit a la limite de la stabilité si, écarté de sa position par une cause extérieure, il ne
revient pas vers cette position lorsque la cause disparait, sans toutefois diverger (réponse constante
ou sinusoidale non amortie : réponse impulsionnelle d’un oscillateur non amorti).

Ce type de systémes est stable au sens entrée bornée / sortie bornée, mais on peut faire la distinction
avec un systéeme asymptotiquement stable en précisant qu’il est a la limite de la stabilité.

A.IL.2.c Systéme stable

On retiendra la définition suivante :

Un systéme est stable si, a toute entrée bornée, il répond par une sortie bornée.

Il est dit asymptotiquement stable s’il converge vers une valeur finie
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A.I1.3 Condition fondamentale de stabilité d’'un systeme

A.IL.3.a Poles d’'une fonction de transfert

Soit un systéme défini par une fonction de transfert H(p) causale (degré de D(p) > degré de N(p))
telle que :

N(p)

H()_D()

Avec
D(p) = p° n(p -p)" 1_[ [[p = (@ + ib)]lp = (o — 5]
[p = (o + ib)][p — (& — iby)] = [(p — @) — (i))][(p — &) + (iby)]
=(p-a)" - (i5)" = (p— ) +b

D(p) = p© 1_[(10 —p)" n (- )" + bJ'Z]n

C’est-a-dire que H(p) posséde des pdles nuls, des poles réels p; simples ou multiples et des poles
complexes conjugués de la forme a; + ib; simples ou multiples.

A.IL.3.b Réponse impulsionnelle
A.IL3.b.i Forme de la réponse dans Laplace
On impose a ce systeme une impulsion a partir de la position initiale s(0) = 0.

S(p)
E(p)

e(t)=6(t) > E(p)=1

H(p) = —=

Onadonc:

S(p) = H(p)

La décomposition en éléments simples de H(p) représentant un systéme causal nous permet de
proposer une forme générale suivante :

5 A B; +c i+ Dy’
S(p)=;F+nm+n(p_Z)+bz 1_[[(P pz

-q) + bfz]n
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A.IL3.b.ii Forme de la réponse temporelle

L'application des tables de transformation de Laplace permet de prévoir la forme des fonctions

composant la réponse s(t) :

Type 1 Type 2 Type 3 Type 4
n
D) |  p° H(p —p)" n [ —a)" + 5] 1_[ (0 - )" +17]
te-1 tnt _ + (COS 1 a.t (COS
O || Loy | 2R b0 | 2eee (G

2 n P
Remarque : pour les termes en [(p - aj) + ij] ,n = 2, on pourra consulter 'exemple décrit dans

le cours de 1° année pour n = 2 et admettre qu’il se généralise.

A.IL.3.b.iii Analyse de stabilité

Etudions les conditions dans lesquelles la réponse est bornée pour chacun des types de termes

rencontrés.

e Termes de type 1

Poles réels nuls

pa
" t*1 Pole 0 simple Pble 0 multiple
Ya—1)! a=1 a>1
Comportement de Constant Terme en puissance
s(®)
Stabilité de s(t) SIELLE Instable
Convergente

Remarque : la stabilité liée au pdle nul unique n’est vérifiée que pour I'entrée impulsionnelle, nous le

verrons au prochain paragraphe.

e Termes de type 2

Poles réels non nuls p;

(p—p)™

tTl—l

Kimepit

pi<0

b =

0> —

1
p"

Comportement de

s(t)

Exponentielles
décroissantes

Stabilité de s(t)

Stable
Convergente

Cas non présent puisque intégré
dans la classe

pi>0

Exponentielles
croissantes

Instable
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e Termes de type 3

Pbles complexes conjugués simples
— = _avecA<Oou
2 2 2
(ap? + bp + ¢) |0 — )" + 5]
Ke%t{°(ht a <0 a =0 a >0
je Sln( J ) ] ] T J
Sinusoidales Sinusoidales
Comportement de encadrées par . . encadrées par
. Sinusoidales .
s(t) exponentielles exponentielles
décroissantes croissantes
_ Stable Stable
Stabilité de s(t) . Instable
Convergente Oscillante
e Termes de type 4
Pbles complexes conjugués multiples
avec A< 0 ou : n>1
ap? + bp + o)™ 2 21 7
(ap® +bp + ) [(P—aj) +bj]
Kt et {<2%(b;t) a4 <0 aj =0 ;>0
] sin\J ] ] ]
L Oscillations autour L
Comportement de Forme particuliere , Forme particuliere
d’une pente moyenne .
s(t) convergente divergente
non nulle
I Stable
Stabilité de s(t) Instable Instable
Convergente

A.IL.3.b.iv Conclusions

On remarque que pour une réponse impulsionnelle :

- Les pbles a partie réelle strictement négative permettent d’obtenir une réponse stable
convergente

- Un pdle nul simple induit une réponse soit stable et convergente

- Un po6le nul multiple induit une réponse divergente

- Les poles imaginaires pur conjugués simples (partie réelle nulle) induisent une réponse stable
et oscillante

- Les pbles imaginaires pur conjugués multiples (partie réelle nulle) induisent une divergence

A ce stade, il semble qu’un systeme converge pour une réponse impulsionnelle si :

- La partie réelle de ses poles est strictement négative — Convergence asymptotique
- Les poles a partie réelle nulle sont simples — Réponse constante ou oscillante

Toutefois, cela ne répond pas a la question : le systeme est-il stable, c’est-a-dire a toute entrée bornée,
il répond par une sortie bornée.
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A.IL.3.c Entrées quelconques

Nous avons imposé une entrée impulsionnelle qui nous a mené a étudier directement H(p) et de voir
I'influence de ses poles sur la stabilité du systeme causal associé.

Traitons maintenant le cas d’une entrée quelconque.

A.IL.3.c.i Forme de la réponse dans Laplace

Quelle que soit I'entrée, la sortie S(p) s’exprimera avec un méme dénominateur dans le domaine de
Laplace que la réponse impulsionnelle augmenté de quelques termes liés a cette entrée.

Ecrivons H(P) et E(p) sous la forme suivante :

Ne (p) _ _ N(P)N.(p)
0.y _ SWEHPER =508 w)

Le nouveau dénominateur D, (p) de S(p) sera donc composé du dénominateur D(p) de H(p) et du
dénominateur caractéristique de I'entrée D, (p):

Du(p) = p* n(p -p)" 1_[ (b~ a)* +b7] Dp)

Supposons que le dénominateur de I'entrée soit de la forme :

D@ =pf | [@-pom | [0 —an? + 64"

H(P) = 8 L EQ) =

On aura donc:

D, (p) = p® H(p -p)" 1_[ [(p— )" + 7] pt n(p - p)™ n[(p —a)?+b°]"

On aalors:

- Le regroupement des termes p® et pf en p**8

- Leregroupement des termes [[(p — p;)™ et [1(p — pr)™ en un produit[[(p — p;)™
n
- Le regroupement des termes irréductibles [] [(p — aj)2 + ij] et[I[(p —a))?* + blz]m en

. 2 L
produit [] [(p — aj) + b; ]
On aura finalement un dénominateur de la sortie dans le domaine de Laplace de la forme :

Dy (p) = p**F n(p —p)" 1_[ (p—a)” + bjz]n

Et donc la forme de la réponse temporelle associée :

a+p

A B, +c Dip + D,
=3 8 T T 2t [ 2ot

i=1p (p_pl) (p a) +b [(p_a]) +b]2]
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A.IL3.c.ii Forme de la réponse temporelle

On peut voir de grandes similitudes de cette réponse par rapport a la réponse impulsionnelle. Il reste
en réalité deux cas a regarder pour conclure sur la condition de stabilité associés a la présence de poéles
a partie réelle nulle qui en présence d’'une impulsion, ne causaient pas de divergence de la sortie
temporelle :

e Cas du pdle nul réel

. . . . 1 , .
En supposant que la fonction de transfert posséde un péle nul au moins (—a,a > 1) et que I'entrée
p

Aj
pa+B

. 1 .. .
est quelconque bornée avec un terme p—B,ﬁ > 1 borné, il reste dans la réponse S(p) un terme

La réponse temporelle associée est donc :

ta+ﬁ—1
I(EETETETZTEST H a +‘B > 2
Ce terme diverge.

La présence d’un pdle nul dans H(p) rend le systéme instable.

e Cas des poles complexes conjugués d’ordre 1 a partie réelle nulle

En supposant que la fonction de transfert possede deux poles complexes conjugués a partie réelle

! Bp+B'

. Ap+A , .
nulle simples < P > et que I'entrée est quelconque bornée avec un terme —
[ ] [(p—a))*+b,?]

(r-a))*+b;*
Ap+A’

1 borné, il reste dans la réponse S(p) un terme —
[(p-a))"+b,?]

Comme nous l'avons vu précédemment, la puissance étant supérieure ou égale a 2, la réponse
temporelle associée diverge.
A.IL3.c.iii Conclusions

Pour qu’un systéme réponde par une sortie bornée a une quelconque entrée bornée, il faut qu’aucun
pole ne soit a partie réelle positive ou nulle.

A.IL.3.d Conclusion : condition fondamentale de stabilité

On retiendra la condition fondamentale de stabilité suivante :

Un systéme linéaire est stable si tous les péles de sa fonction de transfert sont a partie réelle
strictement négative
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A.IL.3.e Stabilité et plan complexe : Plan des poéles

On peut selon la position des pdles dans le plan complexe définir la zone de stabilité du systeme a une
réponse impulsionnelle.

STABLE INSTABLE

Racine nulle

RPN :
Racine nulle simple multiple
Racines com- Racine réelle
plexes a partie positive
réelle négative
E——
*
e :
&5 T %
. :
.\
&
Ra01’ne r.eelle . Racines com-
negative plexes a partie
réelle positive
Racines imagi- Racines imagi-
naires simples naires doubles

Source : cours de Robert Papanicola

A.IL3.f Remarque : Critére de Routh

Un critére hors programme nommeé « critere de Routh » permet de connaitre le nombre de racines a
partie réelle strictement négatives d’un polynéme quelconque. Nous ne I'étudierons donc pas puisqu’il

est hors programme mais il était au programme avant la derniere réforme, il est donc possible que
vous en entendiez parler.
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A.IL.4 Stabilité des systemes du premier et du second ordre

A.lIl.4.a Systeme du premier ordre

H =
®) 1+t
Le seul pole de cette fonction de transfert est :
1
p= T

Il est a partie réelle strictement négative, le systeme est donc stable.

= Un systéme du premier ordre est stable

A.IL.4.b Systéme du second ordre

H(p) =
2z p?
1+ w—op + F
Les poles de cette fonction de transfert sont :
z>1 z=1 z<1
A>0
Soient p; et p, les racines de D(p) A<O
— Kw 2
pi—wo(_Zi 22—1) A= 0 H(p):w2+22(3 ey
Commez > 1 Soit p, la racine double D oP TP
0<z2—1<z2 de D(p) D(P)=p + 2zwop + wg
> - _p A= 47%wy% — 4w,?
vzt —1<z Po = ~Z®o A= —4wy*(1—-2%) <0
Soit :
. > . pi = —zZwg £ iwgy 1 — z?
sign (—z +z%— 1) = sign(—z)

La partie réelle de tous ces pdles est :
sign(Re(pO)) = sign(—zw,) = —1
Cette partie réelle est strictement négative, le systéme est donc stable.

= Un systéme du deuxiéme ordre est stable

A.Il.4.c Conclusion

Toute FTBF du 1° ou du 2° ordre correspond a un systéme stable. Soit non divergent, quelle que soit
I’entrée. On ne se limite pas aux entrées connues !!! (Echelon, Dirak).
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A.IL.5 Mise en place du critére du Revers

Le critére du Revers est un critére graphique qui va nous permettre d’étudier la stabilité d’un systéeme
bouclé en étudiant le lieu de transfert de sa FTBO.

A.IL.5.a Equation caractéristique des systemes bouclés

Qu’un systéme bouclé soit a retour unitaire ou non, on établit sa fonction de transfert en fonction de
la FTBO.

Elp) + o] S (p)
) (p)
IOttJ)vertlure de— FTBF(p) = Sp) _ L(p)
a boucle sous
le comparateur G (p) E(p) 1+L(@pGp)

Systeme a retour non unitaire

Ainsi, I'équation caractéristique de la FTBF du d’un systéme bouclé est
1+ L(p)G(p) =1+FTBO(p) =0

On peut donc dire qu’un systéme de fonction de transfert en boucle ouverte FTBO(p) sera stable en
boucle fermée si les racines du polynéme 1+ FTBO(p) sont toutes a partie réelle strictement
négative.

On remarque que lorsque FTBO(p) se rapproche de la valeur —1, le dénominateur de la fonction de
transfert tend vers 0. Sans le démontrer, nous allons voir que ce point de coordonnées (|Hj,,|, ;) =
(1,—180°) ou (G, goja,) = (0,—180°) dans le plan de Nyquist est un point critique pour la stabilité
des systemes.

Nous I'appellerons donc « point critique ».

Le critére graphique du revers consiste donc a étudier la position de la courbe de réponse harmonique
en boucle ouverte par rapport au point critique pour en déduire des conditions de stabilité.

A.IL5.b Principe d’application du critéere du Revers

Le critére du revers s’applique a I'étude de la stabilité des systemes bouclés dont la FTBO est stable. ||
donne ainsi la stabilité d’un systéme bouclé a partir de la connaissance de la fonction de transfert en
boucle ouverte.

Etude de la FTBO —» Stabilité de la FTBF

Nous avons vu que les systemes du premier ordre et du second ordre sont intrinsequement stables,
sauf cas des seconds ordres a amortissement nul, inexistant dans la réalité. Le critére du Revers est
donc parfaitement adapté a ces systemes.

Le critere du Revers est un critére issu du critére de Nyquist, applicable a des systemes dont la FTBO
présente de poles a partie réelle strictement positive, notion hors programme.
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A.IL5.c Critéere de Nyquist

Le critére de Nyquist ne sert qu’a l'introduction du critére du revers. Il s’applique quelle que soit la
FTBO d’un systéme.

Un systeme continu a boucle fermée est asymptotiquement stable (pas de poles a partie réelle positive
ou nulle) si le lieu de Nyquist complet de la boucle ouverte parcourue dans le sens des w croissants
fait autour du point critique un nombre de tours dans le sens horaire identique au nombre de péles
instables de sa FTBO.

Remarques :

- Pour en savoir plus, voici quelques mots clés a ce sujet : contour de Bromwich — Théoreme de
Cauchy
- Par lieu de transfert complet, on entend un tracé pour w € [—oo, 0]

A.IL5.d Critere de Nyquist simplifié

A.IL5.d.i Critere

Le critere de Nyquist simplifié est une conséquence du critere de Nyquist, dans le cas ou la boucle
ouverte est stable.

Extension : Le critére de Nyquist simplifié reste vrai en présence d’un pole nul (intégrateur) dans la
BO

La formulation du critére devient la suivante :

Un systeme continu a boucle fermée est asymptotiquement stable si le lieu de Nyquist complet de
la BO (avec au plus un pdle nul) parcouru dans le sens des w croissants ne fait pas le tour du point
critique dans le sens horaire.

Attention : Le fait que le critére soit fréquentiel ne doit pas conduire a penser que I'instabilité ne peut
se produire que si I'entrée du systéme est sinusoidale. Tout signal d’entrée (un échelon par exemple)
peut étre décomposé en séries de Fourier et donc considéré comme une somme de signaux
sinusoidaux couvrant un large spectre de pulsations.
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A.IL5.d.ii Exemples

Ne traitons que des exemples du critére de Nyquist simplifié ou la FTBO est stable.

e Systéme stable

. 10
Soit H(p) = &

Les deux pbles de H(p) valent —1 et —2 et sont donc a partie réelle strictement négative.

Voici le lieu de Nyquist complet de H(p) pour w € [—o0, x]:

Entrée : E Sortie : S

-0.624 -0.628

-0.188

.000

Im
o
|

)
1

2 3 4 5
Re

N
-
o
-

La fonction de transfert H(p) possédant 2 péles réels négatifs, le systéme en boucle fermée n’est
stable que si le point critique n’est pas entouré en sens horaire, ce qui est le cas ici.

Le systéme est stable en boucle fermée.
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¢ Systéme instable

100

Soit H(p) = - hormes)

Les trois poles de H(p) valent —1, —2 et —3 et sont donc a partie réelle strictement négative.

Voici le lieu de Nyquist complet de H(p) pour w € [—o0, x]:

f - - —
Ealide ESone . 8 |

0 g8s— ——
o4 v -
| 0%
| .
LB ] > -
{ ryéor
e < .
& o108
, -
JJj |
! \
] \
1
| Gas0
E o4 S
|
24
‘\ /
| f /
4 | \
| \ pes
s s 401
g »
a4 ~ wr
|
o508 =
104 = — —
~.—_ LTI I
1 Gt el
124 - v —
{
T T T T T T T T T T
4 | 1 3 4 S B L c 1 1 123 4 15 e

Re

La fonction de transfert H(p) possédant 3 péles réels négatifs, le systéme en boucle fermée n’est
stable que si le point critique n’est pas entouré en sens horaire, ce qui n’est le cas ici.

Le systéme est instable en boucle fermée.
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A.IL5.e Critere du Revers

Le critere du Revers découle directement du critére de Nyquist simplifié et permet d’étudier le passage
du lieu de Nyquist sur I'intervalle w € [0, oo].

En effet, étudier le lieu de Nyquist complet sur I'intervalle w € [—o0, 0] et regarder si le point critique
est entouré en sens horaire revient a n’étudier que la moitié de la courbe sur l'intervalle w € [0, =] et
a regarder si le point critique est laissé a gauche de la courbe lorsqu’on la parcourt dans le sens des
pulsations w croissantes.

1 e

"‘-Z;a

LR )

im
5
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A.IL5.e.i Dans Nyquist

En supposant la FTBO stable en acceptant au plus un péle nul, un systéme asservi linéaire est stable en
boucle fermée si en décrivant le lieu de transfert en boucle ouverte dans le sens des pulsations w

croissantes dans le plan de Nyquist, on laisse le point critique a gauche du lieu. Dans le cas contraire,
il est instable.

Im 4 Im
Point
Point critique
critique
\i /—\ - T -
-1 Re -1 Re
o T ~-l.leu de
croissants g%‘rgg o la FTBO
croissants
Le point critique est & gauche Le point critique est a droite
Le systéme est stable Le systeme est instable
en boucle fermée en boucle fermée
Stabilité graphique dans le plan de Nyquist
Im¢) . Im Im

A A ©) y ©)

Stable Re(Q Oscillant Re(d) Instable Re(@)
| .

'1 - -1 ! _1 / o

| | |

® croissant

NYQUIST — PC a GAUCHE
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A.IL5.e.ii Dans black

En supposant la FTBO stable en acceptant au plus un p6le nul, un systeme est stable en boucle fermée
si en décrivant le lieu de transfert en boucle ouverte dans le sens des pulsations w croissantes dans le
plan de Black, on laisse le point critique a droite du lieu. Dans le cas contraire, il est instable.

GdB A o GdB 4
- oint .
Point Lieu d iti Lieu de
critique |a'ep:l+B(e) cnthue /la FTBO
-180 /& 0 dB R ' 0dB -
9° -180° ¢°
o
() croissants
croissants
Le point critique est a droite Le point critique est a gauche
Le systéme est stable Le systéeme est instable
en boucle fermée en boucle fermée

Stabilité graphique dans le plan de Black

=0 =0

»=0
| AdB A AdB | AdB
-182 Oge . Pen degrés -180° 0d45|>q)en degrés -180° O0ge . Den degrés
e  Stable o= Oscillant

w—e Instable

BLACK — PC a DROITE
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A.IL 5.e.iii Dans Bode

En supposant la FTBO stable en acceptant au plus un pdle nul, un systéeme est stable en boucle fermée
si en décrivant le lieu de transfert en boucle ouverte dans le diagramme de Bode, on respecte les deux
conditions :

- ala pulsation de coupure w,, pour laquelle G = 0 dB, le déphasage est supérieur a — 180°

- ala pulsation w_;gge pour laquelle le déphasage est égal a - 180°, le gain est inférieur a 0 db

G =0 pour o = o, et ¢ =-180° pour @ = @y_,g.,

G dB GdB Lieu de

~G>0
Lieu de S |
__/\ la FTEO
-

0 ! [0} 0] \ @

Ge<O~
0o 04
= ™~
O w O m
Lieu de” T
la FTBO t > -180° Iz:CFUTBL%
-180° -180°~ -
¢ >-180°~
Si pour o = e, © > -180° Si pour = W, ¢ < =180°
ET que pour = @_,5.., G<0 OU que pour @ = ®,_q, G >0
ALORS le systeme est STABLE ALORS le systéme est INSTABLE
en boucle fermée en boucle fermée

Stabilité dans le diagramme de Bode

Remarques :

- Lorsqu’une fonction est monotone décroissante, une seule des conditions peut étre vérifiée,
I"autre étant automatiquement aussi vérifiée

- Lorsque vous avez le moindre doute, vous pourrez vous reporter au critére appliqué dans
Nyquist, ou encore plus simplement, dans Black puisque vous avez directement le gain et la
phase de Bode (cf exemple en page suivante).

- SiKpp < 1etsile gain ne remonte pas, w., n'existe pas et on ne pourra pas vérifier le critere
de phase. De méme si la phase ne descend pas en dessous de -180°, w_;go n’existe pas, on ne
pourra pas vérifier le critére de gain.

o Si les fonctions sont monotones décroissantes, on pourra simplement vérifier le
second critére
o Sinon, on se rapportera a Black par exemple
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Exemple de cas indéterminé dans Bode :

Gain (dB)
20
/.//' \
0
TN
| N
—20 1 NS
1 ~\
—40 |
| \\\
|
—60 I N
i \‘\
1
| \
|
0,1 1 10 ; 100 1000
1 Pulsation (rad/s)
° |
Phase (°) | A :B
0 I
~— :
\~ I
|
|
|
—90 :
\ "
|
1
\ I
|
—-180 !
\ 1
\\
~
—270
0,1 10 100 1000

Pulsation (rad/s)

Le systéme est-il stable en BO ? Le mieux est de se rapporter au diagramme de Black ! Qui ressemble

danslaforme a:

A Gdb
On peut imaginer pas mal de situations différentes,
par exemple si la phase remonte au dessus de -
instable ! 180°... Je ne définirai pas de régles qui doivent

probablement exister sur I'un ou I'autre des criteres,

pc A

v

surtout qu’il est souhaitable que les concours ne
vous posent pas ce genre de cas. Toutefois,
maintenant, vous savez traiter les cas non communs
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A.IL5.f Applications
A.ILS5.f.i Préliminaires
Nous avons montré précédemment que tout systeme du premier et du second ordre est stable.

Etudions a titre d’exemples la stabilité de systemes bouclés a retour unitaire dont la FTBO est du

premier ou du second ordre. E(p) )

H(p)

Nous pouvons appliquer le critére du Revers a des systémes bouclés dont la FTBO H(p) est du 1° ou
du 2° ordre puisque la FTBO est stable.

A.IL5.f.ii Systéme du premier ordre bouclé a retour unitaire

H =
() 1+

e Calcul de 1a FTBF

On peut étudier les pbles de la FTBF pour conclure sur la stabilité :

K K
H(p) 1+ K 1+K
FTBF(p) = = = =
1+ H(p) K 1+K+twm 14+--%
1= TTTK?

La FTBF d’un systéme bouclé du premier ordre a retour unitaire est du premier ordre, nous avons vu
précédemment que ses poles sont a partie réelle strictement négative, le systéme est donc stable.

1° ordre en BF — Stable en BF grace aux poles

e Critére du Revers (FTBO)

Application du critére du Revers : on trace le lieu de la FTBO

Bode Black Nyquist
Alw) en dB
20 log K ) asymbtoticue / A(w) en dB \ Ime)
I
_\ 3dB 20 logK- Zos}iogpm a i
=T ID?&) -90° -45° o=0 .
e diagramme de Bode 1 (
< 1-3dB [1O)] -0
en degrés 0o o= Re(w)
/\w “UT g o|_— K/2 7K -
,\d: (@) en degrés diagramme asymptotique
[¢] log()
] " K=1
-4s°\
diagramme de Bode
-90° D—vo0

L'application du critére du Revers dans les 3 diagrammes montre qu’un systeme bouclé a retour
unitaire du 1° ordre est stable.

1° ordre en BO - Stable en BF grace au Revers
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A.IL5.f.iii Systéme du second ordre bouclé a retour unitaire

pZ

e Calcul de l1a FTBF

On peut étudier les pbles de la FTBF pour conclure sur la stabilité :

K
2z p?
1 - Y sl
FTBF(p) = Hp) Ty g _ K
THHG) gy Ky gy 22, P
1+2 +ﬁ Wo (‘)02
wop Wy
_K
_ 1+K
2z p?

1+(1+K)w0p+(1+1()w02

La FTBF d’un systeme bouclé du second ordre a retour unitaire est du second ordre, nous avons vu
précédemment que ses pdles sont a partie réelle strictement négative, le systéme est donc stable.

2° ordre en BF — Stable en BF grace aux poles

e Critére du Revers (FTBO)

Application du critére du Revers : on trace le lieu de la FTBO

Bode Black Nyquist

o= 1
T /7T,

A(v) en dB

20 logK o=, pente -20 dB par décade

] “log(a)

pente -40 db/décade

| z>1 ]

JRICEEES dggamme asymptoticue

° log(c)
£

L'application du critére du Revers dans les 3 diagrammes montre qu’un systeme bouclé a retour

unitaire du 2° ordre est stable.

2° ordre en BO — Stable en BF grace au Revers
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A.IL5.f.iv Conclusions

Pour qu’un systéme bouclé a retour unitaire puisse étre instable, il faut que sa fonction de transfert en
boucle ouverte soit au moins du troisieme ordre.

Cependant, I'étude précédente montre qu’un systéme dont la FTBO est du second ordre passe plus
pres du point critique qu’un systéme dont la FTBO est du premier ordre. On introduit alors la notion
de « marge de stabilité », c’est-a-dire de distance de sécurité par rapport a un fonctionnement
instable, souvent trés néfaste aux systemes. De plus, les systemes du premier et du second ordre que
nous étudions ne sont qu’une modélisation de systémes réels dont I'ordre est souvent supérieur.

A.IL.5.g Marges de stabilité
A.IL.5.g.i Définitions

e Marge de gain

On appelle « marge de gain », exprimée en décibel, la distance entre le lieu de transfert de la FTBO et
le point critique mesurée paralléelement a I'axe du gain.

Elle correspond a I'opposé du gain lorsque la phase vaut -180° :

AG = —2010g|H(jw_180o)| = ZOIOgm
-1 °

Si la phase reste au-dessus de -180°, on dit que la marge de gain est infinie.

e Marge de phase

On appelle « marge de phase », exprimée en degré, la distance entre le lieu de transfert de la FTBO et
le point critique mesurée parallélement a I’axe de la phase.

Elle correspond a la différence entre la phase lorsque le gain est nul et la valeur -7 :

Ap = argH(jw,,) — (1) = m + argH(jw,,)
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A.IL5.g.ii Calcul graphique des marges

GdB 4 GdB)y
_/\ -180° Mo —~_ o
T - ! ]
0 MG () i ?
Marge de gain
La marge de gain MG apparait ‘
0° § sur le diagramme de gain Diagramme de Black
MG = 1
G= kY2 Im 4
0 L))
>

Mo
4 Marge;
ROV, 8 O bk

La marge de phase Mg agparan
sur le diagramme de phase
Diagramme de Bode Diagramme de Nyquist

Marge de stabilité sur les différents graphes de transfert

N . - 1
Explication de la marge de gain associée au module v

1
AG = —20log|H(jw_1g0°)| = 201og = ZOIOgV

1
|H(w-180°)
Remarque : On remarque trés clairement que si le gain augmente, les marges de stabilité diminuent.

A.IL5.g.iii Calcul analytique des marges

e Marge de gain

Lorsque la phase vaut -180°, la marge de gain est I'opposé du gain.

1
AG = —20log|H(jw_1g0°)| = ZOIOgm

Il faut donc déterminer w_;gg- :
arg H(jw_q1g0°) = —180°

Il est souvent plus aisé de calculer la marge de phase que de résoudre cette équation, qui n’a pas
forcément de solution (2° ordre par exemple).
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e Marge de phase

Lorsque le gain est nul, soit a la pulsation de coupure a 0 dB w,, la marge de phase est la distance

entre la phase et —m :

Ap = argH(ijo) —(—nm)=n+ argH(ijO)

Il faut donc déterminer w,,.

Que ce soit un 1° ordre ou un 2° ordres, pour qu'’il existe une pulsation de coupure a 0 dB, il est
nécessaire que Kpg, soit supérieur a 1 car I'asymptote horizontale aux faibles pulsations vaut

20logKpo.

Exemple d’un premier ordre bouclé : Ko > 1

E(p)

K
|H(jwe,)| = =

S(p)

H(p)

=1

T
/1 + To2Wc Bo

Wey = wo«/KBoz -1

Ap =7 +argH(jw,,) =7 —tan"!(Tgpw,,) = m —tan™! < fKBOZ — 1)
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Exemple d’un second ordre bouclé : Kgo > 1

E(p) S(p)
H(p)
Kgo
10, Py
Kgo
1 + KBO . ZBO

FTBF(p) =

5 y  ZBF = T /——
% b T+ Ko

+
(1 + Kpp)wy p (1+ Kpop)wo?

On indicera pas les pulsation avec « BO ».

2
K w2 g2
|H(jwe,)| = = =le|—2 ) +2Q2z5% - 1D—%+1—Kgp> =0
2\ 2 2, 2 Wo Wo
<1_2&J L 4780% 0’
wo? wo?
0 0
2
w,
X=—%>0
Wo

X2 +2Q22502 —1DX+1—Kpp® =0
Comme Kgp > 1

A= 4(2z5p%* — 1)? + 4(Kpp®> — 1) > 0

(1-22z09)2 + \/4(22302 —1)2 + 4(Kpo® — 1)
2

X =

X =(1-22z5,%) + J(ZZBOZ - 12+ (Kgp® — 1)

Comme w, > 0 (pulsation réelle)

O)CO = (1)0\/\[(22302 - 1)2 + (KBOZ - 1) + (1 - ZZBOZ)
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Reprenons les formules de 1° année pour mettre un lien entre la marge de phase de la FTBO et le
coefficient d’amortissement zgf :

1

Ap =1+ argH(ja)CO) =T —cos~

2
2 2

wC
0 0
=+ (22 )
w02> BO 4,

(
-

(1)60 = Wy \/(ZZBOZ - 1)2 + (KBOZ - 1) + (1 - ZZBOZ)

Formule dans laquelle on injecte w, :

Dans laquelle on injecte zg, :

Zgo = Zgp\/ 1 + Kpo

Sans donner la formule a rallonge obtenue, voici la courbe de la marge de phase en fonction de
Zgr pour Kz, = 10 par exemple :

Elp) 49 sp)
H(p)

160

140

B Régime apériodique : Ap > 40°
=120 < >
v 31
2 100
Q.
w
2 B0
5 60

-1(’7

20

('\

0 1 2 - 6 7 8 9 10

On remarque que plus la marge de phase diminue, plus le coefficient d’amortissement z diminue. Le
comportement oscillatoire est donc directement lié a la marge de phase du systeme.
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A.IL.5.g.iv Valeurs générales
On retient, en général, pour des raisons expérimentales, les valeurs suivantes :

- Marge de gain minimale : 10 a 15 dB
- Marge de phase minimale : 45° a 60°

A.IL5.g.v Influence de K g sur la stabilité

Augmenter K, dans un systéme revient a remonter la courbe de gain sans influencer la phase. Dans
les systemes causaux (gain décroissant), augmenter Kp, augmente w,, diminue donc Pioy diminue
A et diminue donc la stabilité. Ce résultat est trés simple a retrouver en tragant un diagramme de
Bode :

Va W,
Gain (dB) P Ky, —
] !
20 :
“‘"‘s\ :
0 N
TN LN
1 N
—-20 \
i ™N
—40 1 \ \
I N\ N\
1 N N\
—60 | N
| \‘
1 N
| \
1 \‘
X N
0,1 1 I 10 1 100 000
I Pulsation (r%d/s)
Phase (°) : I
0 _-\ i
SN [
NG |
N 1
<~ "1 |
N A |
N 1
—-90 ¢ I
N 1
I
-180 N
\\\
N
\\
TN
\\\
—270
0,1 1 10 100 1000

Pulsation (rad/s)
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A.IL.6 Conclusions sur la stabilité

Pour étudier la stabilité d’un systéme asservi, il est possible

- Soit de déterminer sa FTBF et de déterminer ses péles qui doivent étre a partie réelle
strictement négative

- Soit d’étudier sa FTBO (si le systeme est bouclé) avec le critére du revers tant qu’elle n’a pas
de poles a partie réelle strictement positive. On pourra alors déterminer, si elles existent,
marge de phase et marge de gain, c’est-a-dire la distance du lieu de transfert de la FTBO au
point critique

Pour un systeme stable, plus le tracé est proche du point critique, plus les marges de stabilité
diminuent.

Une diminution du gain de la FTBO diminue la pulsation de coupure a 0dB, augmente les marges et
augmente donc la stabilité.

A.IL.7 Remarque TVF

L’application du théoreme de la valeur finale nécessite d’étudier la stabilité du systéme au préalable.
Si un systeme est instable, ne pas parler de valeur finale. Exemple :

Hp) 1 >0 E(p) 1 S®) 1 1 1(1 1 )
= avec a ; =— =- =—=|==
P p—a P p P pp—a a

Racine réelle positive a = systéme instable

. . . 1
Jim, () = lim pS@) = lim ~— = —2

Or:

1
s(t) = —E(l — e®u(t)

1
lim s(t) = tlir_gl [—5(1 — eat)] = 400

t—>+

De méme, en cas de réponse harmonique (limite de stabilité, systeme oscillant), le TVF donne un
résultat faux
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