informatique commune

Corrigé

Calcul approché d’'une intégrale

Exercice 1. Calcul approché d’une intégrale par les méthodes de NEWTON-COTES
Rappelons que les quatre méthodes étudiées en cours appliquent les formules suivantes :

n—-1 n—1 el
Rn(f)Zb;aZf(xk) Mn(f):b;aZf(xk“L%) Tn(f):b;aZ(f(Xk)+2f(Xk+1))
k=0 k=0 k=0

h—g 't Xp + X ; b-a
Sn(f):6—nZ(f(xk)+4f(%)+f(xk+l)) en ayant posé xy =a+k —
k=0

On peut diminuer le nombre d’opérations effectuées en utilisant les formules suivantes pour les deux derniéres méthodes :

b-a/ a)+ f(b b-a/1'& 2 xex a)+ f(b
=0 e+ HEIO) e s )= ALY e 2 Y p(B ey ST
k=1 k=1 k=0
def rectangle(f, a, b, n): def trapeze(f, a, b, n):

h=(b-2a)/n h=1(b-2a) /n
X, S =a, 0 X, s =a+ h, (f(a) + f(b)) / 2
for k in range(n): for k in range(n-1):

s += f(x) s += f(x)

X += h X += h
return h * s return h x s

def milieu(f, a, b, n): def simpson(f, a, b, n):

h=(b-2a)/n h=(b-2a)/n
X, s=a+h/2,0 x, sl =a + h, 0
for k in range(n): for k in range(n-1):

s += f(x) sl += f(x)

X += h X += h
return h * s X, s2 =a+h /2,0

for k in range(n):
s2 += f(x)
X += h

return h x (sl / 3 + 2 x s2 / 3 + (f(a) + f(b)) / 6)

. . —2 o N .
Commencons par définir la fonction f : t ™" et calculons son intégrale & 1’aide de la fonction quad :

>>> def f(x): return np.exp(-x * Xx)
>>> v = quad(f, 0, 1)[0]

(la fonction quad retourne un couple (I, &) ou I est une valeur approchée de I'intégrale et € une majoration de I'erreur
commise).
On définit ensuite la fonction :

def precision(methode, n):
return abs(methode(f, 0, 1, n) — v)

Pour employer une recherche dichotomique il faut connaitre une valeur qui réalise la précision demandée; c’est le role du
parametre depart. Cette valeur sera déterminée par essais successifs.
On définit alors :
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def rang_min(methode, epsilon, depart):
if precision(methode, depart) > epsilon:
return None
i, j = 0, depart
while i + 1 < j:
k= (i+73) //2
if prec1s1on(methode, k) <= epsilon:
j =k
else:
i=k
return j

On maintient lors de la recherche dichotomique l'invariant suivant : le rang minimal nq vérifie i < ng <j. La condition
d’arrét a lieu lorsque j =i+ 1 : dans ce cas on a nécessairement ng = j.

Voici les valeurs qu’on obtient pour une précision de 107 :

>>> rang_min(rectangle, le-4, 10000)
3161

>>> rang_min(trapeze, le-4, 100)

25

>>> rang_min(milieu, le-4, 100)

18

>>> rang_min(simpson, le-4, 10)

2

Pour une précision de 1078 :

>>> rang_min(trapeze, le-8, 10000)

2477

>>> rang_min(milieu, 1le-8, 10000)
1751

>>> rang_min(simpson, le-8, 100)
16

Et pour une précision de 10712

>>> rang_min(simpson, le-12, 1000)
151

On sait que les erreurs des méthodes des trapezes et du point milieu sont grosso-modo proportionnelles a — donc pour
n

obtenir une précision de 1072 il faudrait pousser environ jusqu’au rang 247 700 avec la méthode des trapézes et jusqu’au
rang 176 000 avec la méthode du point milieu.

L'expérience reste réalisable pour une précision de 1071°

et fournit des résultats conformes :

>>> rang_min(trapeze, le-10, 25000)
24767
>>> rang_min(milieu, le-10, 20000)
17512

En revanche il est plus difficile d’atteindre la précision 107!2 car pour de telles valeurs de # les incertitudes liées aux
erreurs d’arrondi peuvent difficilement étre négligées.

. N . 1 . P -8 .
La méthode des rectangles a quant a elle une erreur proportionnelle a m donc pour obtenir une précision de 107° il
faudrait pousser environ jusqu’au rang 31 600 000 et pour une précision de 10712 jusqu’au rang 316 000 000 000. Autant
dire que c’est irréalisable en pratique.

Exercice 2. Méthode de ROMBERG

a) On sait que T(h) = h(Zf(a+kh) AL

. En séparant les termes
d’indices pairs et inpairs dans T(h/2) on obtient :

n—1 n-1
T(h/2) = Zf (a+kh) +Z()’f(a+(k+1/2)h)+w)

=0

=~
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AT(h/2)-T(h) _h 2 b) -

Dioir : 2T/ ; " _ 5Zf(a+1<h)+ 3 fla+(k+ 1/2)h)+hw
k=0 k=0
h n-1
=< %(f(a +kh)+4f (a+ (k+1/2)h)+ f(a+ (k+ l)h))
On reconnait dans cette derniére expression la formule de SMpsoN composite, méthode dont I’erreur est en effet un O(h*).
b—
b) En posant h = 2q7? les quantités Ry ;1 et R, ; possedent des développements limités de la forme :
h® 64Ry ;- Ry 51
_ 6 8 _ 8 _ 9 4 ST _ 8

Rpg-1=1+c1h”+O(h%) et Ry, =1 +Cla +0O(h%) donc Rz, = — verifie : Ry , = [+ O(h”).

4 4PRp-1,4 = Rp-1,4-1 ] , 2p42
Plus généralement, en posant R, ; = 71 on obtient par récurrence R, ; =1+ O(h%"%).

¢) Ceci conduit a la définition suivante :

def romberg(f, a, b, q):

r = [[0@ for j in range(q+1)] for i 1in range(qg+1l)]
for j 1in range(q+l):

rlel1[j]l = trapeze(f, a, b, 2xx%j)
for i in range(l, q+1):

for j 1in range(i, q+l1):

rlilj] = (4%*xi x r[[i-1][j] - r[i-1]1[j-1]) / (4%*i - 1)

return r[q][q]

On peut n’utiliser qu’un tableau uni-dimensionnel en observant que chacune des lignes ne dépend que de la ligne
précédente en suivant le shéma de dépendance suivant :

R Ry-1,4

A l

R

p-1,9-1

P9

La valeur de R, ; peut donc remplacer la valeur de R,_; ; a condition de remplir le tableau de la droite vers la gauche
pour que R,_; ;1 n'ait pas encore été remplacé par sa nouvelle valeur au rang p.
Ceci donne la version :

def romberg(f, a, b, q):
r = [trapeze(f, a, b, 2*xj) for j in range(q+l)]
for i in range(l, g+1):
for j 1in range(q, i-1, -1):
rijl = (4xxi * r[j] - r[j-11) / (4*xi - 1)
return r[q]

1

d) Dans la pratique, la valeur q = 5 suffit pour obtenir la valeur de 'intégrale I = J e dtala précision de 10712 :
0

>>> rang_min(romberg, le-12, 10)
5

Exercice 3. Méthode de Monte-Carlo
On définit la fonction :

from numpy.random import random

def montecarlo(f, a, b, M, n):

u =20

for k 1in range(n):
x =a + (b - a) *x random()
y = M * random()
if y < f(x):

u += 1
return M x (b — a) xu / n
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(La fonction random renvoie un nombre flottant de l'intervalle [0, 1].)
Pour calculer la précision moyenne obtenue pour n = 10000 on réalise le script suivant :

f = lambda x: np.exp(- x * Xx)
v quad(f, 0, 1)[0]
p =0
for k in range(100):
p += abs(montecarlo(f, 0, 1, 1, 10000) — v)
print("Précision moyenne : {}".format(p / 100))

qui nous apprend qu’en moyenne la précision obtenue est de 1'ordre de 3.1073.

Pour adapter cette méthode au cas d’une fonction de signe quelconque, il faut supposer connu un minorant m de f et

considérer les deux fonctions de signe constant f* = max(f,0) et f~ = min(f,0). On a alors :

J;bf(t)dt = J;bﬁ(t)dt— Lbf‘(t)dt.

Concretement, on commence par choisir au hasard x dans [a,b] et :
- si f(x) > 0 on choisit y dans [0, M] pour calculer la valeur approchée de f*;

- si f(x) < 0 on choisit y dans [m, 0] pour calculer la valeur approchée de f~.

def montecarlo(f, a, b, m, M, n):
ul, u2 = 0, 0
for k in range(n):
x = a+ (b - a) x random()

if f(x) > 0:
y = M x random()
if y < f(x):
ul += 1
else:
y = m *x random()
if y > f(x):
u2 += 1

return (b — a) * (M x ul + m *x u2) / n

Le script suivant permet de calculer une valeur approchée de l'intégrale demandée :

v = quad(np.log, .5, 2)[0]
u = montecarlo(np.log, .5, 2, np.log(.5), np.log(2), 100000)
print("Précision obtenue : {}".format(abs(v-u)))

et nous donne une précision de l'ordre de 5.107%.
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