Derniére mise a jour Détermination des actions Denis DEFAUCHY

13/12/2017 dans les mécanismes statiques Cours

Détermination des actions
dans les liaisons des

meécanismes statiques

Cours

Programme - Compétences

Frontiere de I'étude

A21 ANALYSER . , .
Milieu extérieur

B210 | MODELISER | Modélisation plane

Actions mécaniques :

- modélisation locale, actions a distance et de contact
- modélisation globale, torseur associé

- lois de Coulomb

- adhérence et glissement

- résistance au roulement et au pivotement

B213 | MODELISER

Liaisons:

- géomeétrie des contacts entre deux solides

- définition du contact ponctuel entre deux solides: roulement,
pivotement, glissement, condition cinématique de maintien du contact
- définition d'une liaison

- liaisons normalisées entre solides, caractéristiques géométriques et
reperes d'expression privilégiés

- torseur cinématique des liaisons normalisées

- torseur des actions mécaniques transmissibles dans les liaisons
normalisées

- associations de liaisons en série et parallele

- liaisons cinématiquement équivalentes

B214 | MODELISER

Principe fondamental de la statique

Equilibre d'un solide, d'un ensemble de solides
Théoréme des actions réciproques

Modeéles avec frottement : arc-boutement

C28 RESOUDRE

Page 1 sur 64




Derniére mise a jour Détermination des actions Denis DEFAUCHY
13/12/2017 dans les mécanismes statiques Cours

W WY o7 L 1 [ [ 7 =SOSR, J

0 R 14 oY [T 4o T S 5
A.ll. Outils mathématiques pour 12 StatiQUEe .........cceeeeeeuiiiciiiiiiiineniiieiniererrneesessrenessnsssssssssnanes 5
F S LR R 00T 4 Y ==Y Y g V=T d o o LU =TSSRt 5
AL LA PrélimiNaires cooeieeeceieee e ciiee ettt ettt e sttt e saae e e ettt e s st te e e s bae e e e aaba e e s e ttee e s baeeeennbeeeenrreeearaaeeenn 5

F L0 B =T =4 1 =T o SR 6
ALLLDT UN SEEMENT ..ttt ettt ettt e bt e st e e bt e e sbbesabe e e s abeesateesabeenneeesaneennees 6
ALLDb.iT Un ensemble de SEEMENTS .......ccuiieiiiiiecciee ettt e e e e e ere e e s tre e e et te e e eenaee e snreeeesstaeeeannns 7

A.ll.1.c Surfaces planes

A.ll.1.c.i Une surface

ALL.CITUN €enSemble d& SUMACES .....uviiiiiiee ettt sttt e e e st e s saae e e ssabeeeesanns 8
ALTLL.d VOIUMES 1ttt ettt ettt ettt ettt e st e st e s be e sabe e sabeesabaesabeesabeesabaesabaesnseesabaesabaesabaesnsaenane 9
ALTLLA T UN VOIUME ittt ettt e sttt et e e s st e e et e e e seaateeesasaeaeestaeesansaeessnnaeeesnsseeesannes 9
ALILL.d.ii Un ensemble de VOIUMES ......oiviiiiiiiiiecieesiie ettt siae st saaeesaae e siaeenbaeesaaeenanas 9
ALILL.e PrésencCe e SYMALIIES ...eieieeiiieeieeette ettt ettt ettt e et e st e st e e st esabeesabeesabeesabeesabeesabeesaneess 10
AL11.2 Produit VECtoriel @t INTEEIratioN .........cc.uieieiiii e eceee ettt e e stre e e e rtte e e e eae e e e sabbeeeeateeeseaaaeeessreeaans 10
A.ll.3 Intégrales sur une ligne, une surface oU UN VOIUME .....c.cooiuiiiiieiiiiieieee et 11

AL3.3 Préliminaires .oveeeeeeceeieieeeieeee et eesreee e eeseibaaees
A.ll.3.b Coordonnées cartésiennes

P 8 Tol oo ] e fo] o o[ T=T N oAVd [ Ta Vo [ To TN = USRS
ALlL3.d CoOrdonNnEes SPREIIQUES .....coiutiieiieitieeiee ettt ettt st e st e st e st e sabeesabeesabeesnseesabeeeareens 13
ALLL ACtIONS MECANIGUES ..cuuireenerennireeereeeieteneeraserenserensersassernseesnsserassesassessnssssnsessnssssssssssssesnnns 14
7 1 A D < a1 oY o VSRRSO RPN 14
T 110Xt To T o N g 1<t [ o o [0 =T USRS 15
L 1R I o T o= PP PP PP OPPPPPP 15
F N I T oo o =Y ] (1] o1 o [T SUR P 15

P || B TR o o ST U o - To] [o LU PSRRI

AL2.3.01 FOTCE IINGIQUE ...ttt et e e e tte e e e st e e e etb e e e e eabaeeesabaeaeestaeeeensaaaessraeaans

D 1B IRV oo ol o Yo o T =Y | PSRRI

ALTTL2.D IMIOMENTS ettt ettt ettt ettt ettt e e ettt e sttt e e e sabb e e e s bttt e saabbeeesabbeeesanbeeesabteesanbbeesasteeesannaeas

A.llL.2.b.i Introduction.................

A.l1.2.b.ii Moment d’une force

A.l11.2.b.iii Calcul d’'un moment
AL2.b.iv FOrmMule de Vari@NOm ... ettt e e e e e ae e e e e e e s aeaa e e e e e e s e s anaaareeeeas

A.lll.2.b.v Equiprojectivité du moment
AIL2.b.vi Moment d’une répartition d’effort .........c..ooeciieiiiiiie e e 21
o Répartition volumique d’effort..........cceee i e 21
® Répartition surfacique d’ effOrt.........occuii ittt e 22
o Répartition INEIQUE d effOrt........cuuieiieee e e e nree e 23
A.lIL.3 Torseurs des aCtioNS MECANIGUES ....uvveeeecurereiiiieeeitteeeesteeessseeeessreesassseeesssseessssseesassssesssssseessnseeenns

AL111.3.2 Notation SOUS fOrmME de tOrSEUL ......eiiiiiiiietie ettt ettt e s e s s ate e e saeaeas
ALL3.b Torseur d’actions MECANIGUES ........ueiiiiieeeeiieeeecteeestreeeeste e e setreeestreeeessteeessnseesesnsseeeasseeeesnnsens
AW TV G Yo d o e 1UT=] [ofe] o o LU I ST
ALTL3.D.0T ACTION CONSTANTE....iiiiiiiiieiteette ettt sttt e e sae e st e s bt e sbeessaeesbeeenaeesnne
A.lll.3.c Torseurs particuliers
F S L ol o Y =0l -4 LT YY1 R
FA N e o T Ko Y=Y UL ol 1] o] /TR

Page 2 sur 64



Derniére mise a jour Détermination des actions Denis DEFAUCHY

13/12/2017 dans les mécanismes statiques Cours
A4 Somme d’aCtioNs MECANIGUES ......uuiiiieeeieiiiiiieiee e ee ettt e e e e e e eeetate e e e e e e seeabataeeeeessesassaeseaassesnsssnneaeeeaans 25
AIV. ACtions de [IAISONS ..cc..uiiieeuiiiiiiuiiiiiiniiiiireiieiieeieiiessssiisssssiissssssiesssssstesssssssessssssssnsssssss 26
ALV, L TOrSEUIS STATIQUES .cciiiiiiiiiiiiiieiiieccccceteeeeee et e e e e e e e e e e e et e e et et et eteteteteteteteteteteeerererererererererarerarens 26
A.IV.2 Liaisons NOrmMaliSEes Parfailes ......ciuiuiieiiiiiiiiiiiee ettt e st sare e s st e e e sateessranneeesnreeeens 27
AIV.2.2 LIQISONS €N 3D ittt e e s e e e e e st e e e e s e e e e e e s e enereeens 27
ALIV.2.0 LIAISONS BN 2D ..uiiiiiiiiee ettt ettt e e ettt et e e e sttt e e s ate e e sabteeesabbeeesateeesabaeeeanbaeeeeareeeennnaeas 29
ALV 2.0 REMAIGUES et e et e e e e e e e e e e e e et et et e e et et e e e e e e et et et et e e e e eeaeaaaaans 30
WA R o T4 7T ot
A.V.1 Adhérence/frottement
FAN Y - 1Yo | o 1=T =T o ol S PR
F Y € 11T =T o OO TSRS PPTPRTP
A.V.2 Définition du probléme
J Y R o T Sl @ TV (o] 4 o « OO TUURTRPUPOPOP
AV.4 Passage LOCAl = GIODAI ...c...eiiiiiiiiiiiee et e
AV. 4.3 FOrMUIES GENETAIES ...oeieiieieeeiiie ettt e tee e e st e e e et e e e e abteeesbbeeeestaeesessaeeeansbeeeanssaeeennsenas 34
A.V.4.b Cas du contact Plan/Plan en mouvement de translation .........c.cccceeeveveeeeecicveecceee e 35
PNV ol @13 [ IR oloT 1} - {ot fl o Yo ] o[ AU =] E USRS 35
A.V.5 Coefficients de frottement et d’adh@rence ........ooevviieieciii i 36
A.VI. Résolution statique des MECaniSMES.......cccvirrrrmeuiiiiiiiiiniriiiirsss i rrrssassesssnnes 37
AVIL.L RESOIULION @NAIYEIGUE ..eeiutiiiiieciie ettt ettt s s it e st e e e sbaesnaee e saseenateesaaeenseas 37
A.VI.1.a Graphe des liaisons et actioNs MECANIGUES .......ccuueriiiiieiiiiiiecciree e ciee e erree e srvee e e sree e e e see e e e saaeeas 37
AVI.1.3.i ACtiONS EXTErIEUIES SUI UNE PIECE ..veriviiiriieirieeeriieesietesitessteeesseessteeesseessseessseesssssssseesssesssseesnne 37
A.VI.1.a.ii Interactions extérieures entre deUX PIECES .....ccuerriiirieriiieiie ettt 38
F Y B o o =T o o 1= oL A = T V1 4T o I SRR PRRI
A.VI.1.c Principe Fondamental de la Statique
AVLLCT ENONCE ..ttt ettt et e be e et e bt e et e e e baesbaesbeesabeesbeesabaesseesabeesseennss
ALVLL.C.iT RESUIALS ODTENUS ..ottt st be e e saeeeaee
AVILL.C.iTT PFS € résultat atteNaU ...cocvieciieiecie ettt sbe e s s sbeesbe e saeeenes
A.VIL.1.c.iv Démarche de résolution du systéme linéaire obtenu
AVL1.c.v Théoreme des actions FECIPIOGUES .....cccecuvieeeciuieeeiiieeeeiireeeeitteeeeeteeeesteeseesssseeeessseesssreaeans
O ENONCE ...ttt ettt e ae e e bt e h e e s bt e ae e e bt e bt e e bt e sat e e bt e e ateebe e e saneenes
© DEMONSEIALION . ..eietieiiie ettt ettt ettt e s bt e bt e s bt e e ab e s bt e e saee e be e e ne e e bt e e nnneeares 42
AVL1.c.vi ThEoreéme de SUPEIPOSITION.......uuiiiiitiieeeciieeeeite e et e e st e e eeette e e eetee e e sbaeeeeabeeeeeasaeeesasreaeans 42

A.VIL.1.c.vii Stratégie d’isolement
A.VI.1.d PFS et chaines ouvertes/fermées
AVLL.d.i Chalnes fEIMEBES .....iiiiiiii ettt ettt s bt s sbee s bt e s bt e sbeeesaeeeane
AVLL.d.TT ChaTNE OUVEITE .euvviiiieeiit ettt ettt ettt e stt e et ste e st e e s baeenbe e e sbeesbeesbeesnbeeenseesnseeenseeenns

AVL1.e Systeme [INEAIre ODTENU....cccuiiii it e e e e et e e s e e e e s ra e e e e neeeeennneeas
AVL LT ISOIEMENTS ...ttt sttt ettt e sttt e e e st e e s s st e e e sabaeessabbeeesaabaeesaasbaeesnbeeenns
AVL1.€.ii EQUATIONS = INCONNUES ..veiiiiiiieteeeiieteeee e sttt e e e e s ettt e e e e s sssssaraeeeeessesasbneeeeessessnssenseeeens 47

L =Tors Lo T g [T ] O USSR 47
© IVIECANISIMES PIANS ..uiiiiiiiiie ettt et e ettt e e e sttt e e eetae e e setbee e e abeeeeeatseeessseaeeansaeeeessaeesnsreaaans 47

© REMArQUE IMPOITANTE .oeiutiiiiiieee ettt ettt ettt st e st e s bbe s bt e e sabesbe e e sateenateesaneeneas
A.Vl.1.e.iii Rang — Mobilité - Hyperstatisme
A.VIL.1.e.iv Solvabilité statique d’un mécanisme
AVL1.f Définition des tOrseurs au EPAIt ........cuiiieiiiiieiiiee ettt e et e e eette e e eeatee e e sbaeeeeareeeeenreeas
A.VL.1.g Mise en ceuvre pour Chagque iSOIEMENT......c..eiiiciiie e e e e e

Page 3 sur 64



Derniére mise a jour Détermination des actions Denis DEFAUCHY

13/12/2017 dans les mécanismes statiques Cours
A VI.1.h Choix de POINtS BT DASES ..ccciieieiiee et e e e e e e e e e tae e e e e e e e e nbaaaeeeaas 51
AVLL.h.i Préliminaires — ChoiX iNFHIAUX ...ueerveerieirieeiee ettt sbe e ssaeesbeesaeesane 51
PNV 5t I o T @ To 3 Qe [N o Yo [ | APPSR 52
AVLLNTTT ChOIX 08 12 DASE ...eiiiieiiii ettt s sbe e sba e s saaesbeessaeeeaee 52
P Bt B Y=Y Yo 1 [0 o o PSRRI 52
F Y B = Yo [Tl ={ = o] Y Lo VL= RSN 53
A.VIL LiaiSONS EQUIVAIENTES.....ccuucirieeeeiiiieeeirireeerrrennesrrrnssesrrenssesseenssessennssessennsssssennssessennnnene 54
ANVILL PrélimMINaires coeeeeeeeeeeieeeeeiiee et e e st e e sttt e sttt e e e sabe e e e sabeeesaabaeessabeeesssteeesassaeessnseeessnsseeesnnseeessnsseeenns 54
A.VIl.1.a Méthode ce ChoiX AU POINT......ccociiii e e et e e st e e e s b e e e e ere e e eennneas 54
AVIL1.b Méthode de choiX de [a DASE ..ccocuiiiiiiiieiee e s e s e s naeaeas 55
F Y Y g - ] SN 55
ALVIL2.2 PrélimiNairEs cuuueeeieeeee e cieeeeite ettt e e ettt e s ettt e e st et e e s sate e e saabteeesabbeeessteeesaasaeessnbaeesasreeesnnseens 55
A.VIL.2.b DECOMPOSItION dU ProBIEME ...cc..eeiii e rrre e e e e e are e e e naeeas 55
LAY B o W 1Ty o Y g I =T IR Y= T [ SRR 56
AVIL2.d Liaisons €N PArAllEIE .......oeeeeeiiie ettt et e et e et e e e e b e e e e ara e e eaaaaeas 57
A.VIIL. Transformation du MOUVEMENT ........eeiiiiiiiiiinniiiiiiiiiiiiiissrsssn 58
AVIILLL Transformation ROTAtiON/ROTAION ...cceieieeriiiieeiieeeciieteee e e e seettteeeeeseeeareteeesesessareeeeesssesssrareeesssssans 58
AVIIL1.2 SOIULION ENGIENAZES . .eeeeuvieiiieeiteiitte et st te et e st e st sa e st e st esabee s bt e sateesabeesaseesabeesaseesabeesaneess 58
L o] o] - [t A=) = =T U OO PSP 58
L 0o o) = Yot f 31 <1 o L= U | RS 60
© TrAIN 0 @NEIENAZES ..ttt ettt ettt ettt et e s bt e bt e s bt e s abe s bt e e sbeeebeeesabeenneeesnneennees 61
AVILLD SOIULION POUIIE/COUITOIE c.cteeieeeee ettt eeeee e e e e e reeae e et e s e sessabeeeeesssesssraeeeesssesessrraareeess 62
AVIIL.2 Transformation Rotation/Translation ........ccuiiceeeeeieeieceee ettt e eree et eaeeeeaeeeeaeeenaeas 63
AVIIL2.2 SolUtion PigNon/CrémMaillere........ccuee ettt ettt e s te e e be e sbeeeabeesabeeearee s 63
AVIIL2.D SOIULION POUIIE/COUITOI ..c..vveeeeeee ettt et et ettt ete e eae e st e eaeesveeeateesabeeenreesareeenreean 64

Page 4 sur 64



Derniére mise a jour Détermination des actions Denis DEFAUCHY
13/12/2017 dans les mécanismes statiques Cours

A. Statique

A.lL. Introduction

L'objet de ce chapitre traitant de la statique des solides indéformables est de déterminer les actions
mécaniques (efforts, moments) transitant dans les liaisons d’'un mécanisme en vue de le dimensionner.
Nous nous limiterons a la seule détermination de ces actions pour des problémes isostatiques
(solvables).

Nous supposerons toujours que les systemes que nous étudions sont immobiles, d’ou le terme
« Statique ». En 2° année, nous traiterons de la « Dynamique » des solides, ce qui conduira a aller un
peu plus loin que ce que nous verrons ici.

A.IL. Outils mathématiques pour la statique

En statique, nous allons devoir déterminer la position de centres géométriques de lignes, surfaces et
volumes. Par ailleurs, nous allons manipuler des intégrales de produits vectoriels. Nous allons donc ici
donner quelques outils mathématiques utiles pour la suite.

A.IL.1 Centres géométriques

A.Il.1.a Préliminaires

Lorsqu’il existe un élément de symétrie sur une géométrie, le centre géométrique appartient
forcément a cet élément de symétrie.

Par exemple, le centre d’un demi disque est obligatoirement sur I'axe de symétrie (0, y)

| Lieude G

De méme, le centre d’un cOne appartient forcément a son axe de révolution.
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A.IL.1.b Segments

A.IL1.b.i Un segment

Soit un segment [AB]

A
@

Y =

o™

On appelle centre du segment [AB] le point G tel que :

GPdl=0
[4B]

ou P est un point courant de [AB].
Soit un repére (0, X¥) quelconque sur la droite support de [AB]. On a OP = xx

La coordonné X suivant X du centre du segment [AB] de longueur L telle que 06 = XX vaut

Démonstration :

fﬁ’dl: jﬁ’du fﬁ’dl: fﬁ’dl
[4B] [4B] [4B] [4B]

0G =06 fdl=L0_6’=LXG£
[4B] [4B]

OPdl = xXdx = x dxx

[AB] [4B] [AB]

=06 = XX =~ fxdxf
[4B]

Remarque : cette formule ne se limite pas a un unique segment, L représentant alors la longueur totale
des segments intégrés.
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A.IL1.b.ii Un ensemble de segments

Soient n segments [S;] alignés suivant la droite A, de longueurs respectives L; et de centres G; de
coordonnées X; dans un repére (0, X) quelconque de A.

Soit L, la longueur totale d’intégration : L, = X" L;. Le centre G de plusieurs segments alignés est
un point d’abscisse X;; tel que :

X = T xdx ; U[S;] estl'union des segments S;
t
ulsil

Si I'on connait la position des centres G; des n segments S;, on a:

_ Dim LiXi
G Z?=1 Li
Démonstration :
n n
1 1 1 rLiX;
X¢ =T f xdsz—Z fxdx=L—ZLiXi=%
“uisi YEL = m
1
avec X; = I xdx = fxdx = L;iX;
“151 [5i]

Remarques :

- Dans le cas de segments, ce calcul est tres rarement appliqué
- Il est possible d’utiliser des longueurs négatives pour « enlever » une partie de segment
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A.IL.1.c Surfaces planes

A.IlL1.c.i Une surface

Soit une surface plane S.

On appelle centre de la surface plane S le point G tel que :

fﬁdsza
S

ou P est un point courant de S.
Soit un repére (0,%,%) quelconque sur la droite support de [AB]. Ona: OP = xX + yy

Les coordonnés X suivant X et Y; suivant j du centre de la surface plane S telle que 0G = X% + Y; 7

valent :
( 1
IXG:Efde
{ 5
v —1f ds
kG_S y
S

Démonstration semblable au cas du segment.

A.IL1.c.ii Un ensemble de surfaces

Soient n surfaces S; coplanaires dans le plan P, de surfaces respectives S; et de centres G; de
coordonnées (X;, Y;) dans un repére (0, X, y) quelconque de P.

Soit S; la surface totale d’intégration : S, = Y'; S;. Le centre G de plusieurs surfaces coplanaires est
un point de coordonnées (X, Y;) tel que :

(X = = f ds
675, X
1 oS ; US; est l'union des surfaces S;
Yo =< ds
l 675, f}’
UsS;

i it la positi ; ,ona:

( n_S.X;
X — =1“1“*

J D YK
v =2?=15iyi

L “T IS

Démonstration semblable au cas du segment.

Remarque : Il est possible d’utiliser des surfaces négatives pour « enlever » une partie de surface.
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A.Il.1.d Volumes
A.Il.1.d.i Un volume
Soit un volume V.

On appelle centre du volume V le point G tel que :

fﬁdvza
174

ou P est un point courant de S.

Soit un repére (0,%,%,Z) quelconque sur la droite support de [AB]. Ona: OP = xX + yy + zZ

Les coordonnés X;; suivant X, Y; suivant y et Z; suivant Z du centre du volume V telle que 0G =

XeX +Ygy + ZgZ valent :

fx—lf dv

G_Vx
|4

Y—lf av

{G—V y
\%4

=2 [

S
\%4

Démonstration semblable au cas du segment.

A.Il.1.d.ii Un ensemble de volumes

Soient n volumes V;, de volumes respectifs V; et de centres G; de coordonnées (X;,Y;, Z;) dans un

repére (0, X%,y,Z) quelconque de 'espace.

Soit V; le volume total d’intégration : V, = Y’ V;. Le centre G de plusieurs volumes est un point de

coordonnées (X;,Y;, Z) tel que :
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Si I’'on connait la position des centres G; des n volumes V;, on a:

(, _ Zi=ViXi
DY Y7
ly, = =1 ViYi
=1 Vi

Zo = i=1ViZ;
\ i=1 Vi

Démonstration semblable au cas du segment.
Remarque : Il est possible d’utiliser des volumes négatifs pour « enlever » une partie de volume.
A.Il.1.e Présence de symétries

Lorsqu’un segment, une surface ou un volume présentent un axe ou un plan de symétrie, le centre
géométrique de I'entité étudiée appartient a I'élément de symétrie.

A.IL.2 Produit vectoriel et intégration

Soit d@ un vecteur constant, V un volume, S une surface, I" une portion de courbe et 7% (P) un vecteur
enunpointPdeV,Soul.

D’apreés la distributivité du produit vectoriel et la linéarité de I'intégrale, on a :

fﬁ(P)/\ddV:fﬁ(P)dVA&
174 174

fﬁ’(P)/\&dSzfﬁ’(P)dS/\&
S S

fﬂ(P)/\&dl=fﬁ(P)dl/\&

r r
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A.IL.3 Intégrales sur une ligne, une surface ou un volume

Nous allons avoir besoin de calculer des intégrales sur des lignes, surfaces et volumes. Voyons donc
ici les outils dont nous allons avoir besoin.

A.IL.3.a Préliminaires

Jinvite tout lecteur a se reporter au cours spécifique sur les intégrales constituées de quelques regles
et d’exemples. Ce cours se limitera aux rappels importants des intégrales cartésiennes, cylindriques et
sphériques.

A.IL.3.b Coordonnées cartésiennes

Z ~

el m
Z A

05— 2
56 y /,
XA 4
OM = xX + yy + zZ
Longueur Surface Volume
dx
+—>
dx
«— dy
dy /
dz
«—>
dx
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A.IL.3.c Coordonnées cylindriques
A .
“ \
0)—>—
¥ _"9 Y
. e,
[N ?9’
e,
OM = re, + zZe,
Longueur Surface Volume
Circonférence cylindre Tranche de cylindre
‘ ds = rdrdd
rdf ¢dr
dV = rdrdfdz

ST,

do

v/

Arréte cylindre
dl = dz

Surface extérieure cylindre

5 = RdOdz
dz Rd6

do R

V

NN
NI
¥
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A.I1.3.d Coordonnées sphériques

Uw %,
™
- l,[) ) M
VA 1
A\< ! )
0)—>— :
e Yy
OM =ru,
Longueur Surface Volume
Peu utilisé, revient a faire du dS = R?siny dOdy dV = r?siny drdfdy
cartésien (ligne) ou cylindrique
(cercles)

Rsiny d6
_

Attention : dS et dV sont positifs, i € [0, ] uniquement
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A.IIL. Actions mécaniques

A.IlI1.1 Définition

Une action mécanique, souvent appelée « force », est un phénomeéne qui a la capacité de déformer un

corps ou de changer sa vitesse ou sa trajectoire dans un référentiel Galiléen.

On distingue trois grands types d’actions :

- Les actions volumiques a distance (gravité, forces électromagnétiques)
- Les actions surfaciques de contact (contact réel entre deux solides ou un solide et un fluide)
- Les actions linéiques et ponctuelles (modeéle d’un contact réel entre deux solides)

Page 14 sur 64




Derniére mise a jour Détermination des actions Denis DEFAUCHY
13/12/2017 dans les mécanismes statiques Cours

A.IIL.2 Actions mécaniques

Une action mécanique est la donnée de deux éléments :

- Une force
- Un moment

Elle s’applique sur un corps, que ce soit sur son volume V, sa surface S, une ligne ou en un point.
A.Ill.2.a Forces

Une action mécanique est composée d’une force représentée par un vecteur (direction, sens,
longueur) exprimée en Newton (N).

On appelle résultante d’une force volumique, surfacique ou linéique la force « totale » générée par
I’ensemble des forces sur le volume, la surface ou la ligne considérés.

A.IlL2.a.i Force volumique

Une force volumique dF est une force par unité de volume et s’exprime en N.m ™3 issue généralement
de I'attraction gravitationnelle ou de forces électromagnétiques. On la note souvent f(P) et elle
posséde une direction % (P) en tout point P de coordonnées (x, v, z) tel que :

dF = f(P)u(P)dv
Soit un volume V quelconque, on peut calculer la résultante F de I'action volumique :

F= f dF = Vf F(P)U(P)dV

%4

Si la direction 4 et la valeur f de I'effort volumique étudié sont constants sur le volume, on a :
F=fvi
A.Ill.2.a.ii Force surfacique

Une force surfacique dF est une force par unité de surface et s’exprime en N.m~2 ou Pa (Pascal). Elle
est associée a un contact entre deux solides ou entre un solide et un fluide. On la note souvent p(P)
telle que :

dF = —p(P)dS
p(P) est appelé « pression en P ».

dS est un vecteur de norme dS, élément de surface autour du point P et de direction 7(P), vecteur
normal sortant de la surface du corps étudié :

ds = dSR(P)

Soit une surface S quelconque, on peut calculer la résultante F de I'action surfacique :
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F= f(—p(P)d§) = —fp(P)dg
S

S

Si la direction 71 est constante (surface plane) et la valeur p de la pression aussi, on a :
F = —pSii
Remarque : 1 bar = 10° Pa

A.IIlL2.a.iii Force linéique

Une force linéique (k(P) en N.m™1) est une force par unité de longueur et s’exprime en N.m™*. Elle
est le résultat :

- Soit d’'un modeéle de contact entre deux solides indéformables
- Soit d’une simplification d’une force surfacique ou volumique pour traiter un modele simplifié

On la note souvent k(P) telle que :
dF = —k(P)dl

di = dlni(P), dl étant un élément de longueur autour du point P et 71(P) la normale sortante en P. La
résultante vaut alors :

F :Jdﬁ = —rfk(P)ﬁ(P)dl

Si la direction 71 est constante (droite) et la valeur k de la répartition aussi, on a sur un segment de
longueur L:

F=—kLi

Remarque : Une force linéique n’existe pas dans la réalité car il n’existe pas de solides indéformables,
et tout contact s’établit sur une petite surface par I'intermédiaire d’une pression. Un modéle linéique
induit la présence (fausse) d’une pression infinie au contact, mais permet toutefois de rendre compte
de I'effet de la force concernée. Si la pression au contact est recherchée, on pourra alors étudier le
contact au niveau local (théorie de Hertz) connaissant la force qui transite.

A.Ill.2.a.iv Force ponctuelle
Une force ponctuelle est une force « simple », qui est le résultat :

- Soit d’'un modele de contact entre deux solides indéformables
- Soit d’une simplification d’une force linéique, surfacique ou volumique pour traiter un modele
simplifié dans lequel on fait apparaitre de simples forces plutét que leur répartition

Remarque : la remarque pour le contact linéique est aussi valable dans le cas de la force ponctuelle
qui n’existe pas dans la réalité.
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A.Ill.2.b Moments

A.IIL2.b.i Introduction

Lorsqu’une force s’applique sur un solide, le point d’application de cette force induit un effet différent
sur la piece sollicitée, un effet qui est proportionnel a une distance, qui tend a « faire tourner » la piece
sollicitée et qui dépend du lieu ol s’applique cette force et de sa direction. On parle souvent d’« effet
levier ». La grandeur qui caractérise cet effet est le « moment ».

Un moment est une grandeur exprimée en N.m. C'est le produit d’une force par une distance.

Prenons I'exemple d’une piece en équilibre sous I'action de deux masses égales a une méme distance
du centre A4 :

A
F F
La force qui s’applique sur chaque masse vaut F= —MgZ ol g est I'accélération de la pesanteur.

On devine aisément que I'action au contact en A est opposée aux poids des deux masses et vaut :
F, = 2MgZ

Les deux masses étant identiques, et les distances (bras de levier) aussi, la situation d’équilibre existe.
Si I'on rapproche I'une des masses de A, I’équilibre va étre perdu :

T
¢

L’origine du basculement est une différence de moment des deux forces F. L’action en A s’oppose

*
Q
1

—
toujours au poids des deux forces et ne change pas de valeur (FA = 2Mg2), mais il existe une « force
en rotation », appelée moment, qui tend a faire basculer I'ensemble vers la gauche.
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A.IIL.2.b.ii Moment d’une force

Soit une force F de support la droite A et un point M quelconque de I'espace :

v

A

F

Le bras de levier de la force F au point M est la distance de M a la droite A, c’est-a-dire la distance
MH = h ol H est la projection orthogonale de M sur A.

Soit 71 le vecteur orthogonal au plan contenant A passant par M et orienté comme présenté sur la

figure ci-dessus.

Le moment de F en M est un vecteur noté m(ﬁ) tel que :

- sanorme est égale a la norme de la force F multipliée par le bras de levier h de cette force au

point considéré

- sadirection est orthogonale au plan contenant la direction de la force et le point M

- son sens suivant 71 est

o positif sila force « tend a faire tourner » dans le sens direct autour de 7
o négatif si la force « tend a faire tourner » dans le sens indirect autour de 71

My (F) = £hFii
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Remarque : Le moment en un méme point de toutes forces égales appliquées sur la méme droite est

constant :
P
on
M
h F
My (F) = —hF7i
F

A.IIL.2.b.iii Calcul d’'un moment

Soit un point 0, une force F s’appliquant en A et un vecteur 71 orienté orthogonal au plan contenant

Feto.

.Q

On peut calculer simplement le moment d’une force en un point quelconque de I'espace a I'aide d’un

produit vectoriel :

Mg (F) = 04 A F

Etudions cette formule dans le cas représenté ci-dessus : Soit H la projection orthogonale de O sur la

drite d’action de F et h le bras de levier de la force F en O :
Mo(F)=0ANF=0HAF+HANF =0HAF = —hFii
A.IlL.2.b.iv Formule de Varignon

Soit une résultante R appliquée en un point M et deux points quelconques A et B.

W, (R) = AM A R
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—_—

Mz(R)=BM AR =BAAR+AM AR

W;(R) = M, (R) + BAAR = M;(R) + F A 4B

Le moyen mnémotechnique souvent utilisé pour retenir cette formule est :
BABAR
A.IIL2.b.v Equiprojectivité du moment

Comme nous I'avons vu en cinématique, I'obéissance a la formule de Varignon conduit a la notion
d’équiprojectivité du moment :

W5(R). 76 = ; (R). 7B

Preuve :
My (R).4B = (M,(R) + BA AR).4B = M,(R).4B + (BA A R).4B = M,(R).AB

Cette formule est trés utile en statique graphique.
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A.IIL2.b.vi Moment d’une répartition d’effort

o Répartition volumique d’effort

Calcul
Soit une répartition volumique d’effort f(P). On a dF = f(P)u(pP)av.

Appelons dM le moment de dF en un point O de I'espace : dM = OP AdF

Le moment en O de la répartition volumique d’effort vaut :

Mj’:fﬁ:fﬁmﬁ:fﬁ/\f(p)a(p)dv
14

14 14

Cas particulier

Considérons une répartition volumique d’effort constante en norme et direction : dF = fudv

Soit G le centre géométrique du volume V :

szﬁAfﬁdef(fﬁdV)Aﬁ

v v
Or, G étant le centre géométrique de V, on a:
f GPav =0
v
>M;=0

Le moment d’une répartition volumique d’effort constante sur un volume est nul au centre

géomeétrique du volume étudié et sa résultante vaut fVu
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¢ Répartition surfacique d’effort

Calcul
Soit une répartition surfacique d’effort p(P). On a dF = p(P)n(P)dS.

Appelons dM le moment de dF en un point O de I'espace : dM = OP AdF

Le moment en O de la répartition surfacique d’effort vaut :

M_O’zfﬁxi:fﬁ/\dﬁz—fﬁ/\p(mﬁ(mds
S S N

Cas particulier
Considérons une répartition surfacique d’effort constante en norme et direction (surface plane) :
dF = —pRdS

Soit G le centre géométrique de la surface S.

m:jﬁu_pﬁdg = fﬁ”ds AR
S S

Or, G étant le centre géométrique de S, on a:

fﬁ’dg:ﬁ
S
=>M; =0

Le moment d’une répartition surfacique d’effort constante (norme et direction — soit sur une surface
plane) est nul au centre géométrique de la surface étudiée et sa résultante vaut —pSn
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o Répartition linéique d’effort

Calcul
Soit une répartition linéique d’effort k(P). On a dF = —k(P)n(P)dl.
Appelons dM le moment de dF en un point O de I'espace : dM = OP AdF

Le moment en O de la répartition linéique d’effort vaut :

Wo = | @i = [ 0F naF = - [ OF akPi(PA
r

r r

Cas particulier

Considérons une répartition linéique d’effort constante en norme et direction sur un segment de
longueur L :

dF = —kiidl
Soit G le centre géométrique de du segment ou s’applique I'effort.

M, = fﬁ’/\(—kﬁdn = —k(fﬁ’dl)xxﬁ

r r

Or, G étant le centre géométrique du segment étudié, on a :

fﬁ’dl:ﬁ
r
=>M; =0

Le moment d’une répartition linéique d’effort constante sur un segment est nul au centre
géométrique du segment étudié et sa résultante vaut —kL7n
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A.II1.3 Torseurs des actions mécaniques

A partir de maintenant, décrivons I’action d’une piéce j sur une piece i a I'aide de la résultante R, et
du moment My (R),).

A.Ill.3.a Notation sous forme de torseur

Soit une résultante R, et un point M quelconque de I'espace. La résultante est constante, quel que
soit le point ou on étudie son influence. Par contre, son moment évolue et représente un champ
équiprojectif.

Toute action mécanique est représentée par une résultante et le moment associé qui dépend du point
ou elle est exprimée. On introduit donc la notation sous forme de torseurs :

e

AREARI
Mu(Ry))y,  Mx(Rn))y,  (Mu(Ry) + NM ARy,

Une action mécanique est la donnée de sa résultante et de son moment en un point.

e

(19 = 1) = {

A.IIL.3.b Torseur d’actions mécaniques

A.IIL3.b.i Action quelconque

Ponctuelle en 4

Linéique

Surfacique

Volumique

T

dF = —k(P)R(P)dl

dF = —p(P)A(P)dS

dF = f(P)u(P)dV

A.IIL.3.b.ii Action constante

Soit G le centre géométrique du volume, de la surface ou du segment sur lequel s’applique
respectivement une action volumique, surfacique ou linéique de norme et direction constante, nous
avons montré précédemment que 'on a:

Linéique Surfacique Volumique
—kL7 —pS# fvu
ma={5", | w={%" | m={5Y

On pourra donc simplement représenter, par exemple, I'action mécanique de la gravité par une
simple force au centre de gravité du solide concerné si sa masse volumique est constante.
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A.IIL.3.c Torseurs particuliers

Nous avons lors de I'étude cinématique des mécanismes introduit les torseurs glisseur et couple.
Voyons enfin ce a quoi ils correspondent vraiment (noms associés a la statique).

A.Ill.3.c.i Torseur glisseur

Un torseur glisseur est un torseur dont le moment est nul en au moins un point de I'espace :

7
a1y = {1}
0y
Toute action mécanique de type glisseur possede un axe central, c’est-a-dire une droite de I'espace le
long de laquelle le moment de I'action étudiée est nul. La détermination de cet axe pour des
répartitions linéiques, surfaciques et volumiques est trés utile pour remplacer I'action en question par

une unique résultante et un moment nul en un point de son axe central. Trouver 'axe central consiste

a trouver le (les) point(s) ou le moment de I'action concernée est nul : M/M_M)(R_ﬂ)) =0

|

L’axe central est alors la droite passant par M et de vecteur directeur : U =

x|

A.Ill.3.c.ii Torseur couple

Un torseur couple est un torseur qui en tout point de I'espace posséde une résultante nulle :

vM/{Ti} = {ma(ﬁ)}M

Dans ce cas, le moment est le méme en tout point de I'espace car :
VM', My (R) = My (R) + M'M AR = My (R) + M'M A O = My,(R)

Un torseur couple est toujours obtenu par la somme d’au moins deux actions mécaniques ponctuelles,
ou par l'intégration d’une action répartie particuliere. Dans le cas de deux actions ponctuelles, celles-
ci sont opposées de maniéere a annuler la résultante, et sur des axes différents afin de créer un moment.

On fait tres (trop) souvent la confusion entre un couple et un moment. Un moment existe, qu’il soit
nul ou non, pour toute action mécanique. Le couple est le moment particulier tel que I'action
mécanique qu’il représente possede une résultante nulle.

A.II1.4 Somme d’actions mécaniques

Soient n actions mécaniques sur un solide S dont les torseurs respectifs sont notés {T;s},i = 1..n.On
peut remplacer les n actions mécaniques par une seule action {T,,;_s} tel que :

(Texeos) = ) {Tis)
i=1
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A.IV. Actions de liaisons
A.IV.1 Torseurs statiques

Le torseur statique est noté :

— _ _| Ry _ [ KXot iyt Zuzo | _ )y
T =10 =T = ot S s Mo+ Nz =10 Mi
MM(RJL) M jlx0 ]lyO j/lZO M Zji Nji

M

R;, est appelé la résultante du torseur, c’est aussi la résultante en statique. Ses composantes dans la
base B, sont Xj;, Yj; et Zj;

_— —
MM(RJL) est appelé le moment du torseur, c’est aussi le moment en statique. Ses composantes dans

la base B, sont L;;, M;; et Nj;

La notation {T]l} est indépendante du point ou sera exprimé le torseur.

—

La notation vectorielle {_},?ﬂ_, } a 'obligation d’étre exprimée en un point qu’il faut préciser.
MM(R]l) M
X; Ly) P

La notation verticale { ¥;; Mj; doit étre utilisée en précisant la base. Cette notation sera
Zi Ni),,

uniguement utilisée pour apprendre les torseurs, puis lorsqu’ils seront posés, on repassera a la
notation vectorielle.

Quel que soit le point ol le torseur est exprimé, le vecteur résultante reste constant.

Selon le point choisi, le vecteur moment change et est exprimé a I'aide de la formule de changement
de Varignon :

o, b, b <
W (R, R, (MR + NMAR,],
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A.IV.2 Liaisons normalisées parfaites
A.lV.2.a Liaisons en 3D
Liaison EI,em 2D 3D {T21} . VaI’|d|t B |1,
Géom Forme canonique e
O—— Xon L2 %
Encastrement RAS Yor My VP 16
E
/ Zy;n Nzj), -
Pivot Xz/l 0 ° %
P (0' )-C)) Y2/1 MZ/I (O,f) - 5
/ Zopn Nep), -
- / 0 Lzp X
Glissiere 2 Y0 My vP -
Gl
/ Zapn Naj ), -
_ / X
Hélicoidale S .
He (0,%) ‘@72 (? (0,%) -
Z
Pivot Glissant 0 07 X
ivot Glissan 0,7) Y1 My 0,%) | —
PG
Zapn Nz, -
vz
Rotule a doigt | %
0 \ & X2/1 Ly 3
Sphérique a Rainure Y21 0 0 S
doigt (0,%, 22 Zoyp 0 ), 32_{
Doigt Z O N\ 5 Ref B, & B,
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Rotule
S X2/1 0 —
0 Y21 0 0 -
Sphe;ique (:)— Zyn 0 , _
Appui plan . 8 L2/a vP |
AP z M2/1 -
Zyn 0 ), -
Linéaire
annulaire @ 0 B
LA . v 8 i
05 |~ S 0 0o |-
Sphére 2/1 p —
cylindre - Ref B,
SC
Linéaire ©
rectiligne 0 0 B 3
LR oy o 0 M S "
w0 L, o] Joen)]
P Z
Cylindre Plan
y i ]\ © Ref B, & 3B,
Ponctuelle B
Pct X%/l g X
(0,%) 0 0 0,% | -
Sphére-plan P -
Sp Ref 5-81
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A.IV.2.b Liaisons en 2D

En mécanismes plans, les mouvements des piéces ont lieu dans un seul plan, par exemple le plan
(0,%,y).

Dans ce cas, les seuls actions possibles sont:
- Les efforts dans le plan suivant X et y
- Le moment autour de Z

Dans les torseurs statiques des liaisons, les trois termes L, ;, M/, et Z;,; sont donc nuls. Il ne reste

X2/1 0
Y0 0
M

o M

gue 3 inconnues maximum par liaison.

Bo

Les seules liaisons permettant de représenter des mouvements plans sont les liaisons suivantes, en
tenant compte des axes X et y du plan:

X2/1 0 %
Encastrement Yoy O VP 1?0 =3
0 Nel,
> X

. 0,%
Glissiere % {Yz L0 } vP | 2P =2
x N.
0 2/1p
y
. X210 s
Pivot R R
0.2 5 X {Yz/l 0} 0,2) | I =2
) 0 0 P
y
Ponctuelle

0.y | ¥ =1

&

0,5) @_\ 0

Toute autre liaison se rapportera, dans le plan, a I'une de celles-ci.

Page 29 sur 64




Derniére mise a jour Détermination des actions Denis DEFAUCHY
13/12/2017 dans les mécanismes statiques Cours

A.IV.2.c Remarques

Lorsque I'on connait les torseurs cinématiques des liaisons, il est simple de retrouver les torseurs
statiques associés. Pour cela, il faut

- Intervertir les deux colonnes

- Changer les variables nulles en variables non nulles et inversement en affectant les bonnes
lettresX,Y,Z,L, M etN.

Exemple de la liaison pivot d”’axe (0, X)

X 0) 3
B B 2/1
Pap 0 _0 Papa A2 Mz 1
0 0 ;90 0 Nzyp Mo
0 0 VPE(0,X) 0 0 vPe(0,%) VP e (0 ﬁ)P
, X

Attention, cette méthode ne fonctionne pas pour la liaison hélicoidale : Les inconnues non nulles le
restent !

X L
B B 2/1 2/1
Py Uzpn Uzn P Yon My,
0 0 ;9 0 0 ;
Zyjn Npji),
0 0 Jvpeo,%) 0 0 Jvpe(o,n) P € (0.7)
X

A.V. Contact
Lorsqu’il y a contact entre deux solides, il existe deux cas de figure :

- Soit le contact est supposé parfait, alors I'action locale en tout point est normale a la surface,
et si la surface est plane, la résultante de I'action transitant a travers la surface de contact est
uniqguement portée par la normale a celle-ci

- Soit le contact n’est pas parfait, et il y a adhérence ou frottements

Nous allons ici nous intéresser au cas des contacts imparfaits et considérer le contact entre deux
solides notés 1 et 2.
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A.V.1 Adhérence/frottement

L'adhérence et le frottement sont des phénomenes qui ont pour principales origines la rugosité des
surfaces en contact et les interactions électromagnétiques.

On fait souvent l'erreur de parler de frottement pour parler d’adhérence, définissons donc la
différence entre ces deux termes.

A.V.1.a Adhérence

On parle d’adhérence entre deux solides lorsque la vitesse relative entre ces solides est nulle en tout
point de la zone de contact :

Adhérence : VP € contact,V(P, 2/1) = 0
Lorsqu’il y a adhérence, il n’y a pas de glissement

Dans le cas de l'adhérence, on parle d’actions mécaniques (efforts, couples) transmissibles par la
liaison réalisée grace a I'adhérence. Cela correspond a I'action mécanique maximale qui peut transiter
dans la liaison avant qu’il y ait glissement.

A.V.1.b Glissement

On parle de glissement lorsqu’il existe des points de la zone de contact ou la vitesse de glissement n’est
pas nulle.

Glissement : 3P € contact, V(P, 2/1) # 0

Dans le cas du glissement, on parle d’actions mécaniques (efforts, couples) transmises par le contact
frottant.
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A.V.2 Définition du probleme

Soient deux solides 1 et 2 en contact sur une surface S quelconque. Soit un point A quelconque de

cette surface et dS I'élément de surface autour de A. Appelons dR;, I'action élémentaire de 1 sur 2
en A transitant a travers I'élément de surface dsS.

Soit n;, la normale unitaire sortante de 1 vers 2.

Appelons E le vecteur unitaire tel que, si le contact était parfait, il y aurait une vitesse relative
I_/)(A,Z/l) non nulle :

. V@A2/D

Az

Soit dN;, la composante normale de I'action dR;, suivant 1y, et dT;, la composante tangentielle de

dR,, suivant t;,.Ona:

dR;; = AN, + dT; = ||dNy; |7z + ||dToz ||tz

Définissons I'angle 0 tel que : 6 = |(dN;,\dR12)|

V(a,2/1)

L’action tangentielle de 1 sur 2 issue de I'adhérence ou du frottement s’oppose au mouvement
possible de 2 par rapport a 1 si le contact était parfait, qu’il ait lieu ou non.
L’action tangentielle de glissement ou d’adhérence de 1 sur 2 s’oppose a 2 dans le mouvement 2/1
L’action tangentielle de glissement ou d’adhérence de 2 sur 1 entraine 1 dans le mouvement 2/1
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A.V.3 Lois de Coulomb

Les lois de Coulomb permettent de déterminer la relation liant la composante normale transitant au
contact avec la composante tangentielle issue de 'adhérence/frottement des deux surfaces :

Glissement Adhérence
||dT12|| :fg”dNIZH ||dT12|| < fa”dN12||
fg =tangy fa = tan @,
0= g4 0 <o,
fg est appelé coefficient de frottement f, est appelé coefficient d’adhérence
@g4 est appelé angle de glissement @q est appelé angle d’adhérence
L’action dR;, est sur le cone de frottement L’action dR;, est dans le cone de frottement

dRi; X @, \dN;, |\ Ko~ b dNy;

V(A 2/1) V(4,2/1)

Lorsqu’il y a adhérence, une inégalité complique grandement les démarches de résolution. Dans ce
cas, on se placera souvent « a la limite du glissement », de maniére a traiter le cas limite entre
adhérence et glissement, cas ou on écrira :

4Tz = falldN |
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A.V.4 Passage Local - Global

A.V.4.a Formules générales

Lors de la détermination d’actions de contact avec adhérence ou frottement sur I'intégralité d’une

—_
surface, il convient de bien définir I'action locale dR;, avec ses deux composantes, puis de définir le

moment en O dM})2 de cette action en un point P courant sur la zone de contact puis enfin de les

intégrer.

dRy; = ||dNy;||ngs + ||dToz||Ers = pdSngs + fpdSts,

dMéZ - m))/\dez

{R_u):deu\
v0.{T12}=!_) S_J
lMéZ:fdMézJ

S

_ .
Remarque importante : Prétendre que le moment M(1)2 se calcul avec la résultante intégrée R, est
généralement une erreur. En effet :

M}2 = f dM}? = f OPAdR;;
S S

est différent dans le cas général de

S
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A.V.4.b Cas du contact Plan/Plan en mouvement de translation

Dans le cas d’un contact entre deux surfaces planes sur une surface S, ona:

dFlZ = lez + dTlZ

||m|| = fg||dN12|| en cas de glissement

|dT12]|| < fal|dNi2|| en cas d’adhérence
On notera f ce coefficient d’adhérence ou de frottement et on suppose qu’il est constant.

On peut définir les actions normale NT£ et tangentielle E) globales :

N—u):deu ; E:de12
S S

Appelons : T = ||E)|| ;0 N= ||N—12)||

Le contact étant plan et le mouvement étant un mouvement de translation, tous les petits vecteurs

—_
dT;, sont paralléles et dans le méme sens, on a donc :
7l = [l
s

Ce qui donne :

T =17l = [Nl = [ Al = £ [ lawsg) = s
S S S

On a la relation au niveau global :

{T = fN en cas de glissement
T < fN en cas d'adhérence

Attention : hormis dans le cas du contact Plan/Plan ou I'on peut parler des actions T et N comme les

intégrales des actions dT et dN au contact, qui sont dans les mémes directions que les actions locales
et donc compréhensibles, dés que I'on a des surfaces non planes, les exprimer n’a plus de sens car a

guelle normale correspondrait N ? et a quelle direction tangentielle correspondrait T ?
A.V.4.c Cas du contact ponctuel
Dans le cas d’un contact ponctuel, modele d’un contact réel, il existe la méme relation :

{T = fN en cas de glissement
T < fN en cas d'adhérence
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A.V.5 Coefficients de

Les coefficients f; et f, dépendent de plusieurs paramétres. Nous retiendrons, pour nos applications,

frottement et d’adhérence

les parametres principaux suivants :

- Matériaux des deux solides en contact

- Nature du contact :

Voici quelques coefficients

sec ou humide

pour des matériaux souvent rencontrés :

Matériau 1 Matériau 2 fq fa
Acier Acier 0,15 | 0,2
Acier Garniture de frein | 0,25 | 0,4
Pneu Route seche 0,5 0,8
Pneu Route mouillée 0,35 | 0,5

En général, si ce n’est pas précisé, on confondra coefficient de frottement et coefficient d’adhérence

qui ont des valeurs proches, on aura alors :

f=fe=fa 5 ©=05=0¢,
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A.VI. Résolution statique des mécanismes

Plagcons-nous dans le cas ou toutes les liaisons usuelles vues précédemment sont parfaites, c’est-a-dire
sans adhérence/frottement, et étudions des mécanismes composés de piéces supposées
indéformables.

L'objet de cette partie est de déterminer les actions mécaniques dans les différentes liaisons d’un
mécanisme connaissant les actions extérieures qui s’appliquent dessus (volumiques, surfaciques,
linéiques ou ponctuelles).

Il existe deux grandes méthodes pour déterminer ces actions :

- Une méthode analytique (calcul)
- Une méthode graphique

A.VI.1 Résolution analytique

A.VL.1.a Graphe des liaisons et actions mécaniques

Lors de la résolution d’'un probléme en statique, il est conseillé d’effectuer un graphe des liaisons du
mécanisme étudié et de le compléter en faisant apparaitre les actions mécaniques extérieures qui
s’appliquent sur ses différentes piéeces.

On rencontre deux types d’actions extérieures hormis les actions de liaison :

- Les actions extérieures ne s’appliquant que sur une piéce
- Les actions entre deux pieces, un moteur ou un vérin par exemple

Rappelons que I'action de la gravité s’applique sur toutes les pieces d’un mécanisme. Elle sera toutefois
souvent négligée.

A.VIL.1.a.i Actions extérieures sur une piéce

La gravité, une pression, un effort ou un couple résistant en sortie du mécanisme... sont des actions
extérieures sur une piece du mécanisme. On représentera ces actions sur le graphe des liaisons ainsi :

{Text—u' }

(=

On remplacer le mot « ext » par un terme désignant facilement I'action en question.
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A.VL1.a.ii Interactions extérieures entre deux piéces

Rappelons que I'on ne parle pas ici de I'action de liaison toujours présente entre les pieces d’un
mécanisme. Lorsqu’un moteur ou un vérin motorise une liaison entre deux piéces, il exerce sur
chacune des piéces une action opposée.

Sachant que I'on note le torseur de 'action mécanique de liaison entre les pieces i et j {T;;} ou {T};},
on choisira un nom marquant la différence, par exemple indicé de la lettre m montrant que cette
action est liée a la motorisation de la liaison :

{Ti%}

Ce torseur ne sera utilisé que dans le graphe des liaisons pour représenter I'interaction entre les piéces
concernées.

On peut donc proposer le modéle suivant dans le cas d’une interaction :

{Ti%,;

O—0

Attention, le torseur lié a cette interaction devra étre noté correctement en fonction de la piéce isolée :
.y LI m
- Isolement de la piece i : {T;™;}

- Isolement de la piece j : {T;}

Remarque : L'interaction entre i et j peut aussi étre représentée a I'aide de deux actions extérieures
plutét que l'interaction précédente :

{Tj-i} {Tinj}

Om®
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A.V1.1.b Isolement - Définition

Isoler un solide ou un ensemble de solides consiste a répertorier I'intégralité des actions mécaniques

qui s’appliquent sur celui-ci, c’est-a-dire de réaliser le Bilan des Actions Mécaniques Extérieures aussi
appelé BAME.

Exemple : Bielle - Manivelle

Text—1}

{Text—>3}

Les actions extérieures au systéme sont :

- Surla piece 3, un effort issu de la combustion du combustible créant une pression sur le piston
- Surla piece 1, un couple opposé au couple moteur sortant du systéme Bielle-Manivelle

Isoler la piéce 3 (par exemple) consiste concrétement a entourer la piece 3 d’une ligne fermée, et
d’énumérer les différentes actions qui s’exercent dessus, c’est-a-dire les intersections entre la ligne et

les actions présentes :
{Text—>1}

Glissiere (¥, Pivot (B, Z,)

Pivot (C,zg)

Text—3)

Actions sur la piece 3 : {Text—3} {Toms ) {To3}
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A.VL.1.c Principe Fondamental de la Statique

A.VL.1.c.i Enoncé

Soit un référentiel Galiléen R, que I'on notera aussi 0 comme base 0. Soit un solide S quelconque fixe
dans la base 0 (il peut étre en mouvement rectiligne uniforme, mais en statique nous supposerons
qu’il est fixe). Isolons le solide S soumis a n actions extérieures dont les torseurs statiques respectifs
sur le solide S s’écrivent {Ti/s},i = 1..n. Ces actions sont soit des actions extérieures de chargement
(volumique, surfaciques, linéiques ou ponctuelles), soit des actions de liaisons.

Le Principe Fondamental de la Statique (PFS), permet d’écrire la relation suivante pour chaque
isolement :

Z{Ti/s] = {0}
=1

Appelons R, /s la résultante statique de chacune des actions extérieures sur § et W(RL/S) le moment
en un point M quelconque de I'espace de chacune de ces actions. Ona:

(

L |
Rys SS9 n =
Z {MM(Rl/S)} {0} {lkz m(Rz/S) =0 (eqy)

i=1
L’équation 1 est appelée « Théoreme de la Résultante Statique » TRS

L’équation 2 est appelée « Théoreme du Moment Statique » TMS

Remarque : il est possible d’appliquer le PFS a un ensemble de solides E en équilibre.

A.VL1.c.ii Résultats obtenus
L'application du PFS donne deux types de résultats :

- Les actions de liaisons (inconnues de la résolution X, Y, Z, L, M et N) en fonction des actions
extérieures — On trouvera autant d’inconnues que le rang du systéme linéaire mis en place

- Les relations entre actions extérieures entrée/sortie associées aux degrés de mobilité du
systeme (obtenues par les équations qui diminuent le rang du systeme, dans lesquelles tout
sera connu) — On aura autant d’équations « inutiles » pour la détermination d’inconnues
statiques, « diminuant le rang », « ou tout est connu », qu’il y a de mobilités
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A.VI.1.c.iii PFS et résultat attendu

Nous verrons qu’il est assez fastidieux de mener une résolution statique car elle présente souvent
beaucoup d’équations.

Aprés avoir mis en ceuvre une méthode de a a z, il faudra étre capable d’identifier, selon le résultat
souhaité :

- Laoules piéces aisoler

- Le théoreme a utiliser (TMS, TRS)
- Le point ou I'appliquer

- L’axe sur lequel le projeter

Il sera alors par exemple possible d’obtenir en quelques lignes la relation entrée/sortie en statique, ou
bien I'action de liaison souhaitée

A.VL1.c.iv Démarche de résolution du systéeme linéaire obtenu
Pour résoudre le systéme linéaire, il est recommandé de procéder ainsi :

- Encadrer les actions extérieures supposées connues

- Souligner en trait droit une inconnue dans I'équation dans laquelle elle a pu étre déterminée

- Souligner cette méme inconnue dans les autres équations avec un ligne en forme de vague
(attention, si X;; est connu, Xj; I'est aussi)

Cela permet :

- De revenir en arriere simplement en cas d’erreurs
- De mettre en évidence les éventuelles équations dans lesquelles tout est connu correspondant
a des relations entre actions extérieures

Exemple :
Xo1 +X5;:=0
2oy T 221
Yo +Ypy =0
—Lycos019Yy; + Lysinf;9 Xy, +[C] =0
KXy =0
{ Yé_%-l_&: 0
L, cos(68,1 + 6419) )é} — L, sin(6,, + 610)1(3_% =0
Xo3 + Xo3 = 0
[F1+Yy3 =0
\ No3 =0

Le systéme ci-dessus montre une mobilité (équation dans laquelle tout est connu): L, cos(8,; +
010) Y35, — L, sin(8,1 + 61¢) X3, = 0. En remplagant les expressions de Y3, et X3, obtenues lors de la
e N——r

résolution, on trouvera la relation entre F et C. Attention, selon la résolution, ce n’est pas forcément
cette 6° équation qui sera celle ol tout est connu, mais le résultat lui sera le méme quoi qu'’il arrive.
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A.VL1.c.v Théoréme des actions réciproques

e Enoncé

Soient deux solides S; et S, en exergant chacun une action sur l'autre, notées {T;,} et {T,, }.

Soit des actions extérieures quelconques {Tgy;—1} et {Teyt2} que les solides 1 et 2.

Le théoreme des actions réciproques (ou 3° loi de Newton) démontre que I’action d’un solide 1 sur un
solide 2 est I'opposée de l'action du solide 2 sur le solide 1. On parle souvent de principe

d’action/réaction.

e Démonstration

{T21} = —{T12}

Isolons successivement S;, S, et 'ensemble S;US, et appliquons le PFS a chacun de ces isolements :

S1 {Text-1} + {T213 = {0} {Text—1} = —{T21}
S {Text—2} +{T12} = {0} {Texts2} = —{T12}
5,US, {Texto1} + {Tgxes2} = {0}

{Texto1} + {Tpxe-2} = {0}
—{T21} - {T12} = {0}
{T21} = —{T12}

A.VI.1.c.vi Théoréme de superposition

L'application du PFS conduit a I'obtention d’un systéme linéaire permettant de déterminer des
inconnues statiques de liaisons. Si plusieurs chargements s’appliquent sur un mécanisme, on peut
appliquer autant de PFS qu’il y a de chargements et sommer les solutions obtenues a chaque

résolution.
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A.VI.1.c.vii Stratégie d’isolement

Par stratégie d’isolement, on entend I'application réduite (TRS ou TMS en un point et sur un axe) du
PFS sur certaines pieces ou groupes de pieces pour trouver rapidement la relation entre efforts

entrée/sortie. Il faut avoir un peu d’aisance en statique pour réussir a proposer des stratégies par soi-
méme. On retiendra les deux principes suivants :

On cherche d’abord a isoler une piece ou un ensemble de pieces entre deux pivots (en plan)

ou deux rotules (en 3D) et soumises a aucune action mécanique autre que ces deux liaisons.
On propose alors une force dont la direction est connue puisqu’elle est paralléle a la droite

liant les centres des deux lia

isons concernées

On cherche ensuite avec intuition a appliquer le PFS en résultante sur un axe ou en moment

en un point et sur un axe afin d’établir des relations entres les actions recherchées.

Exemples :

F

Exemple de gauche : Bielle-Manivelle

- Isoler 2 : Piece « soumise a deux glisseurs », action suivant BC. On pose RT£ = R,X, et
R3; = R3;X3.Ona Ry = Ry3

- lsoler 3 : Le TRS sur y, donne la relation entre F et R,3, soit entre F et Ry,

- Isoler 1: Le TMS en A sur z; donne la relation entre C et R;,, donc entre C et F

Exemple de droite : Maxpid

_ .
Ry3 = Ry3x;.

- Isoler 2 : Le TRS sur x;, permet de dire que F = R,
- Isoler3:Le TMSen C sur z, donne la relation entre P et R,3, donc entre P et F
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A.VI.1.d PFS et chaines ouvertes/fermées
Voyons maintenant les stratégies d’isolement a appliquer pour résoudre les mécanismes en statique.

A.VL.1.d.i Chaines fermées

Reprenons I'exemple du systéme bielle/manivelle :

{Text—>1}

Glissiere (y) Pivot (B,zg)

Pivot (C,zy)

{Text—>3}

Pour trouver I'action dans la liaison Ly, par exemple

- Enisolant la piece 1, on aura besoin de I'action dans la liaison L, pour trouver celle dans Lg;

- Enisolant les piéces 1+2, on aura besoin de |’action dans la liaison L3, pour trouver celle dans
Loy

- Enisolant les pieces 1+2+3, on aura besoin de I'action dans la liaison L3 pour trouver celle
dans Ly,

On voit qu’il ne sera pas possible de la trouver directement, il est en fait nécessaire de déterminer les
actions dans toutes les liaisons pour avoir I'action recherchée. Pour cela, il est obligatoire d’effectuer
autant d’isolements qu’il n’y a de pieces hormis le bati.

Il faut donc procéder a 3 isolements. Dans ce genre de systémes, bien qu’il soit possible par exemple
d’isoler 1, puis 142, puis 1+2+3, on procéde souvent a lisolement de chacune des piéces
successivement.

Piéce isolée Piece 1 Piéce 2 Piéce 3
{Text—>1} {T } {Text—>3}

Actions extérieures {To-1} {THZ} {Too3}
{T2-13 372 {T2o3}

On obtiendra alors un systeme d’équations permettant a la fois de trouver les actions dans toutes les
liaisons en fonction des actions extérieures et les relations éventuelles entre ces actions extérieures.
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A.VI.1.d.ii Chaine ouverte

Soit le systéme représenté par le graphe des liaisons suivant :

;(% i) {T/%} Text-1c}
B
_/ AYA

Connaissant I'action extérieure sur la piece k {T.,;—x}, On souhaite par exemple déterminer I'action
dans la liaison Ly;.

Méthode 1 : On effectue les isolements successifs de chacune des pieces. Pour chacune, on a alors une
relation entre I’action « a gauche » et I'action « a droite » :

- L’isolement de la piéce k donne I'action {T]k} en fonction de {Toxi—1 }
- L'isolement de la piéce j donne I’action {Tij} en fonction de {Tjk} etdonc de {Toyioi}

- L’isolement de la piece i donne I'action {T,;} en fonction de {Tij} et donc de {Toyix}
Ainsi, pour obtenir I'action par exemple {T;}, il faut déterminer les actions dans les autres liaisons.

Méthode 2 : On isole un ensemble de solides. En effet, dans les systémes en chaine ouverte, il est
intéressant d’isoler un ensemble de solides pour trouver directement les actions recherchées sans
déterminer les actions dans d’autres liaisons.

- Leseul isolement i+j+k donne I'action {T;}
- Leseul isolement j+k donne I'action {Tij}

- Leseul isolement k donne I'action {T]k}

Remarque : Voyons la différence de modélisation de la présence éventuelle d’interactions sur
I'isolement de plusieurs solides.

Tk Arpy T}y {md) (T

T Bilan des actions sur j+k
{ ext—>k} {Ti—>j}
{ry
(i} + (T} = (o}
{Text—>k}

P(0, J’1)f\ P(A,zy

{ @l} {Text—>k}

mﬂ< Bl
U/ N/

Bilan des actions sur j+k
{Tio)}
{1

{Text—>k}

k

On voit bien I'avantage de représenter les interactions extérieures par des doubles fleches afin de ne
pas les prendre en compte dans les isolements de plusieurs pieces lorsqu’elles font partie de
I'isolement puisqu’elles s’annulent. Ce principe est le méme pour une chaine fermée mais en général,
dans ce cas, l'isolement de plusieurs solides n’est pas appliqué.
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A.VIL.1.e Systeme linéaire obtenu

A.VL1.e.i Isolements

Pour résoudre entierement un mécanisme, ie déterminer toutes les inconnues statiques des liaisons
présentes, il faut effectuer autant d’isolements qu’il y a de solides sans compter le bati (le bati est
capable de reprendre des efforts infinis) et leur appliquer le PFS. Soit P du nombre de piéces du
mécanisme, bati compris.

Il faut effectuer (P — 1) isolements

L'idée la plus évidente consiste a isoler chacune des (P — 1) piéces du mécanisme, d’écrire les
systémes d’équations correspondant, puis de les résoudre.

En réalité, on pourra effectuer (P — 1) isolements contenant chacun une ou plusieurs piéces du
mécanisme, I'important étant de réaliser des choix conduisant a obtenir (P — 1) systémes d’équations
indépendants. Ce choix n’est pas évident et nécessite un peu d’expérience.
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A.VIL1.e.ii Equations - Inconnues

e Mécanismes 3D

L'application du principe fondamental de la statique au P — 1 piéces d’un mécanisme (il ne faut pas
isoler le bati) apporte, pour chaque solide, 2 équations vectorielles, soit 6 équations scalaires.

On note :

- Egle nombre d’équations statiques : E; = 6(P — 1)

- Isle nombre d’inconnues statiques. I; s’obtient en comptant le nombre d’inconnues statiques
indépendantes des torseurs des n liaisons: I = ?:115", I} étant le nombre d’inconnues
statiques de la liaison i du mécanisme.

e Mécanismes plans

- 3 des équations de chaque isolement sont du type 0 = 0. On peut donc définir le nombre
d’équations en plan : E2P = 3(P — 1)

- La mobilité peut, mais c’est rare, diminuer (mobilité interne qui disparait par exemple), on
définit donc m??

- Contrairement a la cinématique, les nombres d’inconnues statiques des liaisons encastrement,
pivot et glissiére changent. Seul le nombre d’inconnues statiques de la liaison ponctuelle est

inchangé
I 3D | 2D
Encastrement 6 3
Pivot 5 2
Glissiére 5 2
Ponctuelle 1 1

e Remarque importante

Attention, des actions mécaniques extérieures n’étant pas des actions de liaisons (efforts, moments
d’entrée et sortie) NE DOIVENT PAS étre comptées comme des inconnues statiques. Malgré le fait que
I’on puisse « dire en début de sujet » que I'action mécanique d’entrée est connus et que I'on veut la
relation entre I'action mécanique de sortie et I'action mécanique d’entrée, on doit supposer ces
actions comme connues car extérieures. On montrera alors qu’il y a une relation entre elles, mais ce
ne sont pas des actions de liaisons.

Ne pas inclure des actions extérieures entrée/sortie dans I
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A.Vl.1.e.iii Rang - Mobilité - Hyperstatisme
Le systeme d’équations obtenu est un systeme linéaire qui présente un rang noté ;.

Le nombre d’inconnues statiques indéterminées par la résolution du systéeme linéaire obtenu
correspond au degré d’hyperstatisme h du mécanisme, c’est-a-dire au nombre d’inconnues statiques
indéterminées qu’il faudrait imposer afin de déterminer les actions de liaison du mécanisme.

h=I,—r
Le nombre d’équations inutiles du systeme statique correspond a la mobilité m du mécanisme.
m=E;—r1;

Ona:

h=m+I; — E;

Si 'on trouve un degré d’hyperstatisme négatif (on parle parfois d’hypostatisme dans certaines
spécialités), c’est qu’il reste des mobilités qui n’ont pas été trouvées.

On peut définir le degré d’hyperstatisme d’un mécanisme plan en plan:

h2D = m?2P 4 [ 20 _ g 2P

Remarque sur le lien entre 2D et 3D : En mécanismes plans (3 équations 0 = 0), on trouvera toujours
un degré d’hyperstatisme 3D supérieur ou égala 3 : h32 = 3 + h?P, avec h3P le degré d’hyperstatisme
du modele plan en 3D. Lorsque le mécanisme ne présente que des pivots et des glissiéres, le modeéle
plan est identique au modele 3D. Mais des qu’il y a des ponctuelles, il faut faire attention a
I'interprétation de ces équations. En effet, une ponctuelle 2D présente 1 inconnue statique en plan,
une ponctuelle 3D a toujours 1 inconnue statique en 3D, mais le modéle 2D d’une ponctuelle présente
4 inconnues statiques en 3D car c’est une liaison qui ne peut se déplacer hors plan. Il faut donc faire
attention aux raisons qui ont poussé a proposer une ponctuelle plane dans un modele plan car elle
peut provenir d’'une ponctuelle 3D comme de I'association en série (par exemple) d’une glissiére et
d’une pivot. On voit que le modéle 3D associé a ces 2 solutions n’est pas le méme et parler de h3P
peut porter a confusion, parle-t-on du degré d’hyperstatisme du modeéle plan mis en 3D, ou du modeéle
3D réel dont la modélisation plane a induit une réduction des liaisons. La formule h3P = 3 + h?P est
donc toujours juste lorsqu’un mécanisme est réalisé en 2D et en 3D uniquement des pivots et
glissiéres, et soumis a interprétation lorsqu’il y a des ponctuelles en plus dans le modele 2D.
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A.VL1.e.iv Solvabilité statique d’'un mécanisme

Concrétement, un mécanisme isostatique (h = 0) sera entiérement résolu en statique alors qu’un
mécanisme hyperstatique (h > 0) ne permettra pas de déterminer toutes les inconnues de liaisons.

h=0 # Mécanismes statiquement solvable

h>0 # Mécanismes statiguement NON solvable

A.VI.1.f Définition des torseurs au départ

En statique, il y aura presque toujours plusieurs solides a étudier. Et ces solides seront quasiment
toujours en interaction les uns avec les autres. Prenons pour I'exemple deux solides i et j.

La résolution statique du probléme nous conduira a réaliser un premier isolement, prenons i.

Parmi les actions mécaniques extérieures sur i, on trouvera le torseur {Tj/l} On va alors probablement
le définir en un point et dans une base arrangeants pour traiter ce premier isolement.

Ensuite, il faudra isoler j, et on devra a nouveau utiliser le torseur {Ti/j} = —{Tj/i}. Et c’esticiqu’ily a
un gros risque d’erreurs. Souvent, on oublie que ce torseur a déja été utilisé et on se permet alors de
le redéfinir en un point et dans une base qui pourraient étre différents des choix faits pour I'isolement
de i, ce qui est une erreur. Attention, il faut reprendre le torseur qui a été défini lors du premier
isolement, et le changer de point et de base si nécessaire.

Une solution intéressante pour éviter cette erreur consiste a créer un tableau avant d’isoler chacune
des pieces du mécanisme, dans lequel on écrit chacun des torseurs des liaisons du systéeme sans
forcément choisir de point et de base. Puis, lors de la réalisation de chaque isolement, on vient piocher
les torseurs dans ce tableau, en les complétant alors avec les choix effectués si ce n’est déja fait.
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A.VI.1.g Mise en ceuvre pour chaque isolement
On écrit le PFS pour chaque isolement :
{Tuys}+ {Toyst+ -+ {Toys} = {0}

On écrit les différents torseurs des liaisons en leurs points caractéristiques :

RAREANNE AR
MA(RI/S) 4 MB(RZ/S) B MC(Rn/S) c

Remarque : on pourra définir ces torseurs en notation verticale car c’est une notation simple a retenir,
mais nous passerons tout de suite aprés a une notation vectorielle lors de I'expression de ceux-ci au
méme point.

On déplace alors tous les torseurs au méme point en utilisant la formule de Varignon :

{m} {m}++{7/5)}={0}
Mu(Ryss))yy  (Mu(Reys)),, My (Russ)),,

On obtient alors 2 équations vectorielles :

{ Ri/s+Rys+ - +Rys=0 (Eql=0)
My (Rijs) + My (Ryss) + -+ + My (Ryys) =0 (EqZ = 0)

Il reste alors a obtenir 6 équations scalairesen projection dans une ou deux bases

B (X Y Zm) B (X, Y Z):

Eql.%, =0
Eql.y,;, =0
<Hl’.zneo
Eq2.%, =0
Eq2.5, =0
Eq2.Z, =0

Remarques :
- On prend généralement les méme bases (B,,, = B,,), mais ce n’est pas une obligation

- Il est obligatoire de projeter un MEME vecteur sur LES TROIS vecteurs de la MEME base afin de
résoudre completement un probleme (relation d’équivalence)

- il peut étre possible, en projetant une équation sur un seul vecteur, puis sur un seul autre, pas
forcément orthogonal au premier, d’obtenir des relations recherchées, puisqu’elles sont vraies quelle
qgue soit la projection, suffisantes pour résoudre le probleme. Toutefois, il n’y aura alors pas
obligatoirement équivalence entre le systéme d’équation et la solution obtenue. On ne recherche pas
forcément toutes les solutions !
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- Le programme insiste sur le fait que vous devez étre en mesure de choisir les théorémes et projections
suffisantes afin de déterminer les relations recherchées. Il n’est donc pas forcément obligatoire
d’obtenir 6 équations par isolement | Toutefois, les obtenir conduit forcément au résultat

- En mécanismes plans dont les rotations sont portées par le méme vecteur Z, on aura uniquement 3
équations scalaires en projection dans une base B, Xm, Yim» Zm):

Eql.%, =0
Eqly, =0
EqZ.Zy =0

A.V1.1.h Choix de points et bases
Lors de la mise en ceuvre du PFS, on doit choisir

- un point ol exprimer tous les torseurs afin de les sommer
- une base afin de projeter les deux équations vectorielles et obtenir 6 équations scalaires

Ce choix doit étre fait pour chaque solide, mais ne doit pas forcément étre le méme pour chacun.
L’objectif peut étre double :

- simplifier au plus les calculs afin d’obtenir des équations les plus simples possible
- obtenir la relation voulue au plus vite

A.VL.1.h.i Préliminaires - Choix initiaux

Nous ne détaillerons pas a nouveau ici ce que nous avons vu en cinématique, mais rappelons la
conclusion :

Bien qu’il y ait plusieurs choix de bases et de points possibles pour la définition d’un torseur, il faut

- regarder ce qui est demandé dans I'exercice
- effectuer un choix car les composantes sont alors définies pour le point et la base choisis (ne
jamais laisser VP par exemple)
- avoir conscience que de ces choix dépendent les valeurs numériques finales
o des composantes de moment pour les différents choix de points
o de composantes de résultante et de moment pour les choix des bases

Par ailleurs, lorsqu’il y a plusieurs pieces a isoler, étudier le probleme de chaque solide afin d’effectuer
un choix, et définir les torseurs statiques des liaisons avant d’effectuer les isolements, et les utiliser
pour chaque isolement
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A.VL1.h.ii Choix du point

Comme on |'a vu en cinématique, on choisira en général un point ou, parmi tous les torseurs statiques
a sommer, il y a le plus de composantes en résultante. Ce choix permettra de simplifier I'’équation
vectorielle de moment. Cela n’est pas nécessaire dans le cas particulier ou un des torseurs présente
une résultante de plus que les autres et si le changement de point doit se faire dans la direction de
cette résultante, car le produit vectoriel de la formule de Varignon n’induira pas de nouveaux termes.

Remarque : Lorsque I'on choisit un point, on peut faire disparaitre des équations en moment une
résultante mécanique qui s’applique en ce point. Méme si cette résultante est toujours bien présente
dans les équations en résultante (on pourra la faire intervenir dans les résultats), la résolution des
équations en moment ne la fera pas apparaitre. Or, si I'on souhaite des résultats en fonction de cette
action, ol méme si on cherche cette action, il peut étre plus simple et rapide de I'avoir aussi dans les
équations en moment. Le choix du point va donc pouvoir influencer la résolution. Mais les résultats
finaux seront eux, bien entendu, indifférents.

A.VI.1.h.iii Choix de la base

D’une maniere générale, la base sera choisie afin d’obtenir les équations les plus simples possible.
Ainsi, on projettera dans la base dans laquelle interviennent le plus de termes.

Exemple : soit I'équation vectorielle suivante obtenue dans un mécanisme plan :
ax; + by; +cx; =0

Attention, si deux termes sont en x, par exemple, ils ne comptent que pour un seul terme aprés
factorisation...

Le choix de la base 1 fait apparaitre deux projections de x; :

{a+cc05921 =0
b+ csinf,; =0

Le choix de la base 2 fait apparaitre 4 projections de x; et y; :

{acos@lz —bsinf, +c=0
asinf;, + bcosf, =0

On choisira donc la base 1.

Il est parfois possible, en choisissant bien la base, d’obtenir immédiatement la relation entrée sortie
lorsque c’est le seul résultat voulu.

A.V1.1.i Résolution

Aprés avoir écrit les 6 équations scalaires par isolement (3 en mécanismes plans), on regroupe
I’ensemble des équations et on résout le systéeme.
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A.VI.2 Statique graphique

A rédiger
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A.VIL. Liaisons équivalentes

Nous nous limiterons ici a la détermination de liaisons équivalentes par la méthode statique. Nous
avons vu qu’une démarche semblable s’applique avec une méthode cinématique.

A.VIL.1 Préliminaires

Rappelons ici succinctement les différents points abordés et illustrés dans le paragraphe « Liaisons
équivalentes » « Préliminaires » du cours de cinématique.

Il importe de déterminer un torseur équivalent a plusieurs liaisons en série ou en paralléle dans sa
forme canonique. Pour cela :

- soit on reconnait la liaison recherchée a I'avance et on se place en un point et dans une base
associée a cette liaison
- soit on ne la reconnait par et on cherche alors a minimiser le moment
o Un bon choix de point permet de minimiser le moment (dépendance entre colonnes
résultante et moment)
o Un bon choix de base permet d’annuler une dépendance entre deux composantes de
résultante ET deux composantes (sur les mémes axes) de moment

On obtient alors un torseur ayant

- des inconnues indépendantes permettant ou non de reconnaitre une liaison usuelle selon sa
forme
- desinconnues dépendantes, ne pouvant correspondre a une liaison normalisée

Remarque : Une liaison équivalente peut étre une liaison normalisée dans une base qui bouge avec le
temps et en un point qui peut ne pas étre fixe dans I’espace. On peut par exemple trouver une liaison
pivot d’axe (0, X) ou le point O n’est pas fixe au cours du temps dans la base 0.

A.VIL.1.a Méthode ce choix du point
Soit P le point d’expression des torseurs des liaisons composant la liaison équivalente recherchée :

- Essayer de reconnaitre la liaison recherchée parmi les liaisons usuelles

- Silaliaison recherchée est une liaison usuelle, P sera choisi sur son lieu d’invariance

- P serachoisi, autant que possible, sur un lieu d’invariance commun des différents torseurs des
liaisons composant la liaison équivalente afin de minimiser le travail de déplacement des
torseurs en P.

- Sides torseurs doivent étre déplacés, et si différents points peuvent convenir, P sera le point
induisant le moins de termes en moment, c’est-a-dire que les torseurs a déplacer auront
généralement le moins possible de composantes de résultante (X,Y,Z). Cela n’est pas
nécessaire dans le cas ou parmi les points possibles, le changement de point s’effectue suivant
I’axe de la résultante supplémentaire (s’il n’y en a qu’une), car le produit vectoriel de la formule
de Varignon n’induira pas de nouveaux termes
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A.VIL.1.b Méthode de choix de la base

Pour déterminer la base d’expression du torseur équivalent, il faut :

- Essayer de reconnaitre la liaison recherchée parmi les liaisons usuelles

- Si la liaison recherchée est une liaison usuelle, B sera une base contenant au minimum les

vecteurs proposés dans le tableau des liaisons (ex : B(X, —, —) — choix d’une base quelconque

contenant le vecteur X, quelle que soit sa position)

- D’une maniére générale, choisir une base contenant a la fois les éléments géométriques des

liaisons présentes et les éventuels vecteurs qui vont servir a la formule de Varignon

A.VIL.2 Analyse

A.VIL.2.a Préliminaires

Face a un plan ou une vue 3D d’un mécanisme :

- Analyser les surfaces en contact et proposer les liaisons usuelles correspondantes
- Proposer un modeéle cinématique du systéme : schéma d’architecture
- Etablir son graphe des liaisons

- ldentifier si les liaisons étudiées sont en série ou en paralléle

A.VIL.2.b Décomposition du probleme

Lorsque I'étude porte sur des liaisons a

a fois en série et en paralléle, et ou s’il y a plus de 2 liaisons a

étudier, il est possible, voire conseillé, de décomposer le probleme en somme de problemes simples

contenant quelques liaisons en menant toute la démarche a chaque étape.

Exemple :

Série

321
L5

31
Ly

®

Paralléle

30
Leg

Série
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A.VIL.2.c Liaisons en série

a1~ L L A\ L
D00 - P

Lorsque deux piéces sont reliées par plusieurs liaisons  successives, la liaison

équivalente entre ces deux piéces possede un degré de mobilité supérieur ou égale au maximum des
degrés de mobilité de chaque liaison intermédiaire.

Méthode :

- Choisir point P et base B
- Exprimer les n torseurs statiques en P dans B des liaisons {T, -1}, {Tn-1/n—2} - {T2/1}

- Poser le torseur générique de la liaison équivalente {Tn/l} comportant les 6 inconnues en P
dans B
- Par application du PFS a chaque solide, ona:

Solide PFS Déduction
2 T2} + (T2} = (03 {Ton} = (T}
i {Ti—l/i} + {Ti+1/i} = {0} {Ti+1/i} = {Ti/i—l}
n {Tn—l/n} + {Text—m} = {0} {Tn/n—l} = {Text—m}
N via Leq {Tl/n} + {Text—m} = {O} {Tn/l} = {gzaxt—m}
Finalement, on trouve :
{Tn/l} = {Tn/n—l} = {Tn—l/n—Z} == {712/1}

Attention au choix du point P et de la base B — Attention a I’ordre des indices

Xn/l Ln/l
- Exprimer {Tn/l} =<{Yy1 My/1}; en fonction de ses inconnues statiques indépendantes
Zn/l Nn/l P

non nulles
- Sily a présence d’inconnues dépendantes :
o Dans des mémes composantes de la résultante et du moment, tenter un changement
de base
o Entre résultante et moment, tenter un changement de point
- ldentifier, si possible, la liaison équivalente parmi les liaisons usuelles
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A.VIL.2.d Liaisons en parallele

Ly
; L
D - D0
L,

Des liaisons en parallele permettent généralement de répartir les efforts que chacune va subir dans un

P

contexte de dimensionnement de mécanismes. L'ensemble des plusieurs liaisons entre deux pieces
réalise une nouvelle liaison a mobilité inférieure ou égale a la mobilité de chacune des liaisons.

Méthode :

- Choisir point P et base B

- Exprimer les n torseurs statiques en P dans 8B de chaque liaison en prenant soin de différencier
leur notation, en utilisant un numéro pour chacune: {731}, {73,1°} ...{T21"}-

- Par application du PFS,ona:

Solide | Liaison PFS Déduction
n n
2 | n Tevend + ) (12"} = (0} Toen} = ) (Tor')
i=1 i=1
2 Leq {Iext—m} + {71/2} = {0} {Text—m} = {Tz/l}

(o} = ) [T’ = o' b+ o4+ 707)

=1
Attention au choix du point P et de la base B — Attention a I’ordre des indices

X2 Lop
- Exprimer{7,,} ={Y2;1 M3/1; enfonctionde sesinconnues statiques indépendantes non
2/1 / /
Zoyn Nop ),

nulles

S’il y a présence d’inconnues dépendantes :
o Dans des mémes composantes de la résultante et du moment, tenter un changement
de base
o Entre résultante et moment, tenter un changement de point

Identifier, si possible, la liaison équivalente parmi les liaisons usuelles
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A.VIII. Transformation du mouvement

Reprenons les différents mécanismes de transformation du mouvement que nous avons vu dans le
chapitre de cinématique.

On supposera ici que toutes les liaisons sont parfaites. Les relations statiques trouvées entre action
mécanique d’entrée et action mécanique de sortie ne seront valables que si les liaisons sont parfaites.
Si les liaisons sont imparfaites, les relations cinématiques restent parfaitement valables, mais les
relations statiques ne le seront plus, I'action de sortie étant toujours légerement plus faible que I'action
théorique lorsque les liaisons sont supposées parfaites.

Attention, dans tous les mécanismes de transformation du mouvement, il faut veiller a définir les
signes des efforts entrant et sortant. La convention généralement choisie, et elle le sera dans la suite,
est de considérer une entrée en effort ou couple E; de I'extérieur sur la piece d’entrée, et un effort ou
couple transmis de la piece 2 vers I'extérieur E,. Ainsi, la piece 1 est soumise a E;, la piece 2 a —E,.

A.VIIL.1 Transformation Rotation/Rotation

Nous nous intéressons ici aux transformations de mouvement présentant un rapport kg, constant :
Ws/o = ks/ewe/o ;o Vspo = ks/ea)e/o i Vspo = ks/eVe/O

A.VIIlL.1.a Solution Engrenages

e Contact extérieur

Soit le modéle suivant :
|4P|| = Ry ; |[PB|| = R,

020 = (x_o)'x_z)) = (%'E))

010 = (X_o), x_l)) = (%: ﬁ)

On suppose qu’il y a roulement sans glissement entre 1 et 2 en P.

Appelons C; = C,Zg | le d’entrée, de I'extéri la piece 1 selon 'axe (4,Zg) et C, = CoZg
ppelons C; = C;z, le couple d’entrée, de I'extérieur sur la piece 1 selon I'axe (4, z,) et C, = C,z,
le couple de sortie, transmis par la piéce 2 a la sortie selon I'axe (B, Zg)

I'action de la roue dentée 2 sur la roue dentée 1.

RE1%; + R21y;
On note{T21}={ x0Ty Yo

P

On se place en mécanisme plan.
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—

0

o,

{

-

0

o),

{

Equilibre piece 1

W (Ras) = 1y

n {X01x0 i‘ Y01)’0} — (0

P
R2'y5) = RiR3'Z;

} = {0}
A

-

U

A
(Rz1) + APARy;, = RyxgAN(RZ'%g +

Xo1%0 + Yo1Y0 R¥'xg + Ry'Yo
+ - +
A
Equation en moment suivant z :

R1R21—’
{ CIZ))-I_ RlRy ZO - 0
C;+RR3' =0

—

0
(22,

L

-

-

M5 (R12) = Mp(Ryz) + BPARy; = —R,%gAN(R¥%g + R}

= {0}

P
2—’) — —R2R31,2Z—0)

Xo1%o + Yo1Y0 + Re' %o + Rj'yg = 0
n {onx_o)i' Yoz%} n {Ralczxo * Rlz)’o}

B

0

R12x—0’ + R12y0

Equilibre piece 2

Xo2X0 + Yoo Vo
} +{ ozxo_) 02)’0}

_ +
{_CZZO B B {

—R,R¥7; }B =0

—

{XOZ% + Yo2Y0 + R¥*xg + Rlzy 0

_sz_o)— RzR:)l, Zgy = 0
Equation en moment suivant z; :
_CZ - RzR:)l,z = 0

Soit :

D’apres le théoreme des actions récipr

Les équations en moment donnent :

{ -

Cl + R1R32,1 =0

_CZ - RzR:}IZ = 0 CZ

Or:

Soit :

Ci+RRjI =0
C2+RyRy* =0

oques :

21 _ _ pl2
Ry™ = —R,

Cl = _R1R32,1
(=4
= _RzR;}z = R2R32/1
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e Contact intérieur

Soit le modele suivant : =

[47]| = R, ; |75 = &,

020 = (x_o);x_z)) = (%; %)

010 = (x_o)' x_{) = (%' ﬁ)

rald = ’ - ’ 7. .y ) — - —
Appelons C; = C; 7, le couple d’entrée, de I'extérieur sur la piece 1 selon I'axe (4,%,) et C, = C,z, le
couple de sortie, transmis par la piéce 2 a la sortie selon I'axe (B, z;)

Par une démonstration similaire au cas du contact extérieur, on obtient les deux équations suivantes
en appliquant le TMS a chaque solide suivant z,

Cy
R21 — -
C1—RRZ =0 C; = RyR%! * R,
12 < 12 219 C
—C; —RRy" =0 —Cz = RyRy® = —RyRy R21 — 22
X RZ
Or:
20 R4 k
20 Ry Z;
Soit :

C; Ry, Z, 4 1

Cl_Rl_Zl_'QZO_k
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e Train d’engrenages

Considérons maintenant un ensemble de p engrenages en série dont les axes sont fixes dans le

repere 0:

o)
Engrenage 1 : roues 1 et 2 —rapport k2/1 = QZ—/O— Couples C; et C,
1/0

o)
Engrenage 2 : roues 2 et 3 —rapport k3/2 = 03—/0— Couples C; et C3
2/0

_ 2p+1/0

- Engrenagep :rouespetp + 1 —rapport k,,q1/y = P Couples G, et Cp4q
p/0
D’apres ce que nous venons de voir, on a:
G_1 . G_1 . Gm_
Cl k21 CZ k32 ’ ’ Cp kp+1/p

Nous avons vu en cinématique que le rapport de réduction global valait :

Onadonc:

P
_ Qp+1/0 _
kpi1/1 = 0. kiv1i
10 i=1

Corr _Cpr1 C3Co_ 1 11

C1

Cp ."C_ch - kp+1/p k_32k_21

p
Cp+1 _ 1_[ 1 _ 1
Gy L] kivi/i kpr

Remarque : Lorsque les liaisons sont imparfaites (programme de seconde année), les relations
cinématiques, imposées par la matiére, sont inchangées. Par contre, les couples et efforts transmis

sont diminués
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A.VIIL.1.b Solution Poulie/Courroie

Proposons le modeéle suivant :

14P;]| = Ry ; ||BP;]| = &,

020 = (x_o)'x_z)) = (%, ﬁ)
610 = (X0, %1) = o, ¥1)

Appelons C; = C,z; le couple d’entrée, de I'extérieur sur la piece 1 selon 'axe (4,%;) et C, = C,zg
le couple de sortie, transmis par la piéce 2 a la sortie selon I'axe (B, zy)

Appelons F_ﬂ) = F,,u I'effort de la courroie sur la poulie 1 en P; et FT£ = F,,u l'effort de la courroie
sur la poulie 2 en P,

Supposons que la courroie se comporte comme un solide rigide entre P; et P,. L’équation du TRS sur
U appliqué a celle-ci donne :

Feq = —Fp

L’isolement de chacune des roues donne la relation suivante, en appliquant le TMS suivant z; :

¢y
Fy=——t
{C1+Fc1R1=O@{ €, =—-FaRy o 1 R1=>E=2
—Cy+FR, =0 Cy = FRy, = —F4R; G "Ry R
Fcl__R_
2
Or:
@:ﬁ:k
D10 Ry
Soit :

C, Ry 0 1

Ci Ry o k
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A.VIIL.2 Transformation Rotation/Translation

A.VIIL.2.a Solution Pignon/Crémaillére

On propose le modéle suivant :
IBC = R,

020 = (%' @) = (ﬁ'ﬁ)

Appelons F = Fxg I'effort appliqué sur la piéce 1 dans la glissiere en A et F,; = F21x; + F1yq I'effort
de la du pignon 2 sur la crémaillere 1 en P,

Appelons C, = C,z, le couple de sortie, transmis par la piéce 2 a la sortie selon I'axe (B, zg)

L’équation du TRS sur I'axe x, appliqué au solide 1 donne :
L’équation du TMS sur z; appliqué au solide 2 donne :

—Cy+RE? =0

Soit :
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A.VIIL.2.b Solution Poulie/Courroie

On propose le modéle suivant :

Zy
A
A - 3
% X
0 Py
Zﬁ@%ﬁijq “l' P
. _________________________________

. . N Yo _—
Supposons que seule la poulie 1 est soumise a un couple extérieur C;z;.

Appelons F—Cl) = F,,x, I'effort de la courroie sur la poulie 1 en P;. Compte tenu du fait que la poulie 2

n’est pas soumise a un couple, I'action F_Cl) = F.1xg en P, est nulle (si les liaisons sont parfaites).
Appelons F—C3) = F_3x, I'effort de la courroie sur la poulie 1 en P
Appelons F= Fx, I'effort transmis par la piéce 3 a I'extérieur
En isolant le solide 1 et en lui appliquant le TMS sur I'axe z, on obtient :
€1 —RiFu =0=C =RFy

Supposons que la courroie se comporte comme un solide rigide entre P; et P, on montre alors en
I'isolant et en projetant I'équation du TRS sur x, que :

Fic +F3c=0= F = —F;
En isolant la piéce 3 et en lui appliquant le TRS sur x;, on obtient :
_F+FC3=0$FC3 =

Soit finalement :

Cq
Fc3_F_Flc__R_1
C1
F=-2
Ry
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