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Corrigé de ’épreuve d’informatique

(durée de I’épreuve : 3 heures)

1 Exercice de logique des propositions

1- Notons Fy, Fy et F3 les trois formules étudiées. Alors :

— F} est satisfiable, en choisissant par exemple la valuation qui associe vrai aux trois variables p;.

— F5 n’est pas satisfiable car pour que la formule soit vraie, il faudrait que ps et —p2 soient simultanément
vérifiées.

— F3 n’est également pas satisfiable. En effet, (=p1 V —p2) A (p1 V —p2) est logiquement équivalente a
—pa, et donc F3 est logiquement équivalente & pa A (—p2) A (p1 V —p2 V —p3) qui n’est clairement pas
satisfiable.

2 - Soit H une formule de Horn et considérons la valuation v associant la valeur fauxz a toutes les variables
p;. Nous pouvons écrire H = C1 A ... AN C,, ou m > 0 et ou les C; sont des clauses comportant au moins
un littéral négatif. Pour tout ¢, nous avons donc v(C;) = vrai, puis v(H) = vrai (en remarquant que cela
marche, par convention, méme si m = 0). H est donc satisfiable.

3 - Soit H une formule de Horn de la forme H = pi A Cs ... A Cyy, avec C; # —pi pour tout i compris entre 2
et m. Pour chacun de ces 7, soit C} définie de la fagon suivante :

e si py est un littéral de Cy, alors CL =T
e sinon, C! est la clause obtenue en supprimant de C; les éventuels littéraux de la forme —py.

Soit enfin H' la formule de Horn conjonction des C! distincts de T : H' = /\ C!. Par construction, nous
i, Cl#T
avons bien Vg C Vg. Montrons que H et H' sont simultanément satisfiable.

e si H est satisfiable, soit v une valuation telle que v(H) = wvrai. Nous avons alors v(py) = vrai, et
v(C;) = vrai pour tout i. Si i est tel que C} # T, C; est égal (& 'ordre pres des littéraux) ou a
Ci A (—pk), ou & Cf. Comme v(—py) = fauz, nous avons dans les deux cas v(C}) = v(C;) = vrai, puis
v(H') = vrai : H' est satisfiable.

e si H' est satisfiable, soit v une valuation telle que v(H’) = vrai. Comme pj, n’est pas une variable de
H’, nous pouvons (quitte & changer v(py)) supposer que v(py) = vrai. Pour ¢ compris entre 2 et m,
deux cas se présentent :

e ou bien C; contient le littéral py, et alors v(C;) = vrai ;

e ou bien C; ne contient pas le littéral py, et alors C; est de la forme C; A (—py) ou C}, puis
v(C;) = v(C)) = vrai.
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Nous obtenons donc v(H) = vrai et H est satisfiable.

Soit H = C1 A ... A Cyy, une formule de Horn. Pour déterminer la satisfiabilité de H, on utilise I'algorithme
récursif suivant :

e si H =T, alors H est satisfiable ;

e sinon, on cherche 7 tel que la clause C; ne contienne pas de littéraux négatifs. Si un tel ¢ n’existe pas,
H est satifiable d’apres la question (2). Sinon, la clause C; est de la forme pg ot 1 < k < n, puisque les
clauses d’une formule de Horn contiennent au plus un littéral positif. Si 'une des autres clauses de H
est réduite & (—py), la formule H n’est pas satisfiable. Sinon, on applique récursivement ’algorithme
a la formule de Horn H' construite en appliquant la question (3) (on sait que H est satisfiable si et
seulement si H' l'est).

Cet algorithme se termine car, en cas d’appel récursif, 'ensemble Vg est strictement contenu dans Vg. Dans
le pire des cas, au bout de n appel récursif, on appliquera ’algorithme a la formule T'.

11 est difficile de majorer le temps de calcul sans préciser le type de donnée utilisé pour stocker les formules.
Nous supposerons dans cette question qu’un littéral est un couple (i,b) ol ¢ est un entier et b un booléen,
(i,vrai) et (i, faux) représentant respectivement p; et —p;. Une clause sera alors une liste de littéraux, et
une formule sous forme normale conjonctive sera une liste de clauses. Pour traiter le probleme, on commence
a tester si I'une des clauses est de la forme pg, ce qui demande un nombre d’opérations de ’orde de m (on
teste si une des m listes est de taille 1, et associée & un littéral de la forme (k,vrai)). Si la recherche échoue,
le calcul est terminé. Sinon, il faut encore de 'ordre de m opérations pour vérifier si I'une des autres clauses
est de la forme —py. Si c’est le cas, le calcul est terminé en un temps ©(m). Sinon, il faut définir la formule
H’, ce qui demande au plus de 'ordre de mm opérations (on parcourt les m clauses, qui sont des listes de
longueurs au plus 2n). Comme n(H’) < n(H) — 1, nous obtenons en notant T'(n, m) le temps de calcul dans
les pire des cas pour traiter une formule de Horn contenant n variables et m clauses :

T(n,m) < Knm+T(n—1,m)!
Ainsi, nous avons :
T(n,m) < Knm+T(n—1,m) < Km(n+n—1)+T(n—2,m) < ... < Km(n+n—14n—2+--+1)+T(0,m)
puis T'(n,m) = O(mn?) puisque T(0,m) = constante (c’est le temps de vérifier que la formule est associée

a la liste vide).

On remarque que la clause C est réduite & py et que ni Co, ni C3 ne sont réduites & (—p2). On pose donc
H' = (=p1) A(p1) A (p1V —p3) = C; ACHACY. Comme C) = py et C) = (—p1), H' n’est pas satisfiable et H
ne l'est également pas.

2 Probleme d’algorithmique

Le probleme commence par une question tres délicate, en tout cas si ’on veut donner une preuve précise. La
situation est plus facile a visualiser quand elle est proposée sous la forme équivalente suivante : un voleur s’est
introduit dans I'arriére boutique d’un joaillier. Il est en présence de certaines quantités de métaux précieux :

1. On pourrait aussi remplacer T'(n — 1,m) par T'(n — 1,m — 1) puisque H' contient au moins une clause de moins que H,
mais cela complique le calcul.



po grammes du métal Op, p; grammes du métal Oy, ..., p,—1 grammes du métal O,,_;. On suppose ici que
les métaux sont classés par valeurs décroissantes, la valeur étant le prix du gramme de métal. Il ne peut
(malheureusement ?) dérober qu’une masse maximale @), et il cherche donc un remplissage optimal de son
sac a dos. Sous cette forme, le commun des mortel est convaincu que le gain maximal s’obtient en utilisant
un algorithme glouton : on prend en priorité le métal Oy (dans sa totalité si pg < @), puis le métal O; (dans
sa totalité si pg + p1 < @) et ainsi de suite, en s’arrétant quand le sac & dos est plein (cas ou i* < n), ou
bien quand tous les métaux ont été pris dans leur totalité (cas ou i* = n). Est-ce que cette fagon de traduire
le probléeme (méme si elle est peu civique) suffira & convaincre le correcteur ? J’aurais plutét tendance &
croire que non, mais c’est peut-étre une déformation de mathématicien. Nous allons donc donner une preuve
“précise” de ce résultat.

Premiére méthode

L’idée naturelle consiste & démontrer que si (yo, ..., Yn—1) est une solution non nulle du probléme, il existe
une autre solution (zo, ..., z,—1) vérifiant :

o il existe j* € {0,...,n} tel que z; =1 pour i < j*, z; = 0 pour i > j* et z;+ # 0 ;

n—1 n—1
i=0 i=0
Une fois cette propriété démontrée, nous aurons :
e SR S Vs i ot
b Zi:o Pi =) =g DPizi < Eizo pizi < @ donc j* < 0" ;
. . n—1 §* 3" i —1 n—1 .
o si gt <i”, Z’L:O Ui = Zizo Uiz < Zi:o u; < Zizo u; < Zi:o Uiy 5

_—
< Q_Z;:O Di _

o si gt =17, E;:ol Pizi = Ez::_olpi + pi=zi» < Q, donc z;x < » z;+. On en déduit :
i

=1 =1

n—1 n—1
E Uiz = E Ui + Ui 2 < E Ui + U Ty = E Uiy
i=0 i=0 i=0 i=0

o —1 -1 —1 . A ) .
Ainsi, nous aurons Y 1 uiy; < Do uizi < Yoo Uik, ce qui achévera de démontrer que l'algorithme
fournit une solution optimale au probléme du sac a dos fractionnaire.

La construction de cette solution (z;) se fait récursivement. Supposons en effet que (y;) ne soit pas de la
forme (1,...,1,y;+,0,...,0). C’est donc qu'’il existe deux indices iy et i1 tels que :

e 0<ip<jos<n-—-1;
i y:(15'"alvyimov"'aovyila"'vynfl);
o yi0<1et Yiyp > 0.

Nous allons alors “échanger” une partie de ’objet 71 contre une partie de I'objet i, de sorte a remplacer ou
bien y;, par 1, ou bien y;, par 0. Pour cela, posons g; = y; pour tout ¢ élément de {0,1,...,n— 1} \ {ip, 41},
Yio = Yi, + €0 €t Ui, = Yy, — €1, OU €9 et g1 sont deux réels vérifiant les contraintes :

.Ogé‘ogl—yio;
e 0<e; <y ;

® Din€0 = Piy€1-



Les deux premieres contraintes assurent que 1’on a bien 0 < y; < 1 pour tout i. La troisiéme permet de
conserver ’égalité des poids : Z?;Ol Dl = Z?;Ol piyi- Ainsi, il faut choisir g et &1 vérifiant :

e 0<eg<1—uyj;

. . . Di . Di N . . ~
En choisissant g = min | 1 — y;,, =L Yip | PUls €1 = —X% £, nous aurons ainsi construit une solution (Ui)
io 7;1
répondant a la question posée. En effet, selon la valeur du minimum définissant g, on a bien y;; = 1 ou

Ui, = 0. D’autre part, (7;) est plus efficace que (y;) :

n—1 n—1
E UYi = E UiYi + Uig€0 — Uiy €1
i=0 i=0

n—1 D
1o
= E UYi + Ujg€0 — Uiy — €0
i=0 Piy

n—1 w Wi
= Zuiyi + Diy€o (i - i)
—_———

i=0 plo pi1
>0

Y%

n—1
§ UiYi
=0

Nous pouvons ainsi répéter cette construction jusqu'a ce que l'on obtienne une suite (z;) de la forme
(1,...,1,24+,0,...,0). En effet, 'algorithme se termine car a chaque application de la construction, I'un
(au moins) des entiers iy ou jo augmente strictement.

Remarque : la preuve peut sembler compliquée, et on peut penser au premier abord qu’il serait plus simple
de démontrer directement que si une solution (y;) n’est pas de la forme (1,...,1,y;+,0,...,0), elle n’est pas
optimale (en construisant une solution (z;) vérifiant Z;:Ol Uiz > Z;:Ol u;y;). On pourrait alors conclure, un
argument de compacité assurant ’existence d’une solution optimale. Malheureusement, cela ne fonctionne
que si ’on suppose la suite wu;/p; strictement décroissante. Il est bien stir possible de se ramener a ce cas, en
“regroupant” les objets de méme rapport utilité/poids, mais 14 encore, il est délicat de donner des arguments
précis. Le plus raisonnable serait de ne demander une preuve rigoureuse que dans le cas ou la suite (u;/p;)
est strictement décroissante.

Seconde preuve : considérons une solution (y;). Nous allons imaginer que nous remplissons le sac & dos
“en continu”, la variable ¢ mesurant le poids du sac. Nous obtenons ainsi un graphe représentant 1’évolution
de z en fonction de ¢, de la forme :



z(t)

UoYo + U1Y1 -

UoYo

DoYo DPoYo + P11

Si nous notons f, la fonction ¢t — z(t), il est clair que f, est une fonction affine par morceaux, définie
sur lintervalle [0, P,] avec P, = Z;:Ol piyi, et dont les points anguleux sont les points (¢;, z;) définis pour

0<¢<npar:
i—1 i—1
by = ijyj z; = Zujyja
j=0 7=0

certains points pouvant étre confondus si certains y; sont nuls. L’intérét de cette fonction est qu’elle fait
apparaitre naturellement les quotients w;/p;, qui sont les pentes des segments formant le graphe de fy : la
décroissance de ces pentes montre que f, est une fonction concave.

Notons maintenant f, la fonction associée & la solution (x;) fournie par Palgorithme glouton. Pour tout i
compris entre 0 et n, nous noterons (¢}, z'i) le point défini par :

i—1 i—1
= piwy  Z=) ug.
§=0 Jj=0
Pour montrer que la solution (z;) est optimale, il suffit de démontrer que f,(P;) est supérieur ou égal a

fy(Py). Pour cela, il suffit de remarquer les deux propriétés :

e P, > P, :en effet, nous sommes dans I'un des deux cas suivants :

e PL=Qet P, <Q=PF,;

n—1 n—1
e P, < Q et x est la suite constante égale a 1. On a encore P, = Zpl-yl- < Zpi = P,.
i=0 i=0

o fy(t) < fu(t) pour tout ¢t € [0, Py];en effet, les fonctions f, et f, sont dérivables, sauf peut-étre en les
points (to,...,tn,t0,...,1t),), et si t est un réel compris entre 0 et P, et distinct des ¢; et des ¢}, nous
U uj
avons f, (t) = — et f1(t) = —L ol i et j sont caractérisés par :
bi Dj

b <t <tigr et t;<t<th,.



1-b
1—-c
1-d

Jj—1 Jj—1

Jj—1
Or t) = Zpkxk = Zpi (car z; # 0), donc t; > Zpiyi =t;. On en déduit donc que ¢ > t;, i.e. que
k=0 k=0 o k=0
— > L= fi(1).
Di Dj
Comme f,(0) =0 = f,(0), on a bien f,(t) < fz(t) pour tout ¢t € [0, P,].

i < j, ce qui donne f,(t) =

Nous obtenons enfin f,(P,) < fu(Py) < f2(Py) puisque f, est croissante.

R tout d’abord 16>21>19>15>13>7N it
emarquons to abo e—>—>—>—>—>—.Nous avons e e:
marquons tou rdque = > o5 > 55> 17> 157 % us avons ensui

po+p1=37<51 <57 =po+p1+p2
donc ¢* = 2 et la solution optimale est obtenue pour :

sl-37_ T
20 100 BT MT I
7 503

Le maximum obtenu est zmax = 16 + 21 + 19 x 0 = To

To=w1=1, 12 =

On utilise simplement une variable booléenne b qui garde la valeur true tant que 'on a u;_1p; > u;p;—1. On
obtient facilement la fonction test suivante :

let test () = let b=ref true and i=ref 1 in
while (!b) & (!'i)<n do
b := (u.(ti-D*p.(11) >= u. (1) *p. (1i-1));
incr i;
done;
'b;;

La terminaison de cet algorithme est assurée puisque la variable i est incrémentée d’une unité a chaque

passage dans la boucle et ne peut pas dépasser n. Enfin, la propriété :

UL U

>

b est équivalent a Vj € {1,...,i — 1},
Dj-1 ~ Dj

est un invariant de boucle, ce qui prouve la correction de ’algorithme.

Pour calculer ¢*, il suffit de calculer la somme S = Z;;E pi jusqu’a ce que l'on ait i = n ou S > Q. Nous
commencons donc pas initialiser la variable ¢ a la valeur 1 et la variable S a la valeur py. Ensuite, nous
ajoutons p; & S et nous incrémentons i tant que S < Q et i < n. A la sortie de la boucle, ou bien S < Q et
i=n=1% oubien S > @ et i* =i — 1. Il ne reste donc qu’a écrire la fonction :

let istar () = let s=ref p.(0) and i=ref 1 in

while ('i<n & !'s<Q) do

s := (Is)+p.(11);

incr i;
done;
if !s<Q then

i

else

(ti)-1;;



2—a La recherche de i* se fait de la fagon suivante : on partitionne {0, 1,...,n — 1} en deux sous-ensembles E’ et
U _ Uy
E" grace a A de telle sorte que Vi € E', Vj € E”, — > —2. On calcule ensuite S = E p;, puis on distingue

i P i€B’

deux cas :

1°" cas : S > @. On applique récursivement l’algorithme en remplacant {0,1,...,n — 1} par E’;on
obtient ainsi ¢*, J' et J tels que :

o {i*}, J' et J” partitionnent E’ ;

evicJ, VjeJgr, YU U
Di Dix bj
. ZPi<Q§ZPi+pi*-

i€J’ ieJ’

On pose alors I' = J', I = J" U E" et (¢*,1',I"") est une solution au probléme posé.

2¢me cas 1 S < Q. On applique récursivement ’algorithme en remplacant {0,1,...,n — 1} par E” et Q
par @@ — S;on obtient ¢*, J' et J” tels que :

o {i*}, J et J” partitionnent E” ;

evicJ, Vjegr, Y S
pi Pix Py
¢ > pi<Q-S<> pitpi

ic€J’ i€J’

On pose alors I' = JJUE', I" = J" et (i*,I',I"") est une solution au probléme posé.

Remarque : I'algorithme se termine correctement car la somme des p; est supérieure ou égale a Q.

2-b Nous sommes dans le cas classique d’un algorithme dichotomique : en notant 7'(n) le temps de calcul dans
le pire des cas pour traiter un probleme de taille n, nous avons :

vm > 1, T(2™) < K2™ + T (2™ 1),
le terme K 2™ représentant une majoration du temps de calcul de E’; E” et S (K est une constante). Nous
en déduisons par une récurrence élémentaire :
¥m > 1, T(2™) <T(1)+ K Y 2' <T(1)+2K(2™ - 1),
i=1

ce qui prouve que l'algorithme est linéaire (en généralisant, comme proposé par I’énoncé, aux entiers n

quelconques).
2—-c Il n’y a presque rien & dire : on calcule en un temps linéaire le triplet (i*,I’, I"") comme dans la question (a).
Il reste & poser pour tout ¢ dans {0,1,...,n— 1} :
1 siiel,
0 siiel”,
xTr; =
Q- Zje]' bj L
——= = &ii=i*
Di~
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pour obtenir une solution optimale, par application de la question (1a).

Remarque : si 'on commence par trier les quantités u;/p;, le probléme du sac & dos fractionnaire est résolu
en un temps quasi-linéaire. Grace a ce nouvel algorithme, nous obtenons la solution du probléme en temps
linéaire.

Une solution du probleme du sac & dos 0-1 est également une solution du probleme du sac a dos fractionnaire :
la solution optimale du sac a dos 0-1 est donc moins bonne que la solution optipale du sac & dos fractionnaire.

Remarque : la stratégie proposée n’est pas, comme 1’énoncé le dit, une stratégie de type diviser pour régner,
mais simplement une étude de toutes les solutions réalisables en vue de calculer la solution optimale. C’est
en fait un algorithme naif, dont le temps de calcul dans le pire des cas est exponentiel.

Nous utilisons un vecteur [|zo; 21;. . .; Zn—1|], dont on modifie les valeurs au fur et & mesure de 'exploration
des solutions. Pour cela, on crée deux vecteurs X et X,,; remplis de 0 : X sera le vecteur qui nous permettra
de décrire toutes les solutions acceptables et X, permettra de retenir la meilleure solution déja trouvée.
L’utilité z de cette meilleure solution sera stockée dans la référence z,,,.. L’étude de toutes les solutions se
fera & I’aide de la fonction récursive exploration; celle-ci prend en parameétre un entier & € {0,1,...,n}, le
poids poids et I'utilité z du sac-a-dos décrit par les valeurs xg, 1, ..., 21 (c’est-a-dire poids = ) g, ;. Tip;
et z = 20§i<k x;u;) et étudie les deux choix x; = 1 ou 2 = 0, en mettant & jour (éventuellement) le vecteur
Xopt et la référence zpmq,. Ces mises a jour se font quand k = n, i.e. quand la composition du sac-a-dos est
connue, au moyen de la fonction copier qui permet de recopier X dans X,,:. Cela donne :

let copier X Y =
for i=0 to (vect_length X) - 1 do
Y. (i) <- X.(i)
done;;

let sacados_bis() =
let Xopt = make_vect n O and zmax = ref O and X = make_vect n O in
let rec exploration k poids z = match k=n with

| true -> if z > !zmax then

begin (* on a trouv\’e une solution meilleure que Xopt *)
zZmax := z;

copier X Xopt;

end

_ —> if poids + p.(k) <= Q then

begin (* si le poids le permet, on explore en ajoutant l’objet k *)
X.(k) <- 1;

exploration (k+1) (poids + p.(k)) (z + u.(k));

X.(k) <= 0;

end;

exploration (k+1) poids z in (* dans tous les cas, on explore sans 1l’objet k *)
exploration O 0 O;
!zmax, Xopt;;

Si T'(n) désigne le temps de calcul dans le pire des cas pour des données de taille n, nous avons

T(n)=2T(n—1)+ Kin+ Ko



6 —a
6 —Db
6 —c
6 —d
6 —e
17

ou K et K sont des constantes : K1n+ K5 représente le temps de recopie des n entrées de x auquel s’ajoute

T(n
le temps (constant) pris pour effectuer les différents tests. En posant «,, = %, nous obtenons :
n

T(n) Kin+ K, Kik+ Ko
= + 2= T(O)—i—ZT.

k=1

Kik+ K
2k
que T'(n) est équivalent & L 2™ quand n tend vers U'infini : le temps de calcul est exponentiel (c¢’était évident

puisque dans le pire des cas, il y a 2™ suites réalisables, qui doivent toutes étre étudiées).

Comme la série de terme général converge, la suite a,, a une limite non nulle L. On en déduit

On a pg + p1 = 37 < 51. Comme 51 — 37 = 14 est strictement inférieur a p2, ps et py, la meilleure solution
réalisable contenue dans le sommet C est (1,1,0,0,0,1) : sa valeur est égale & ug + u; + us = 44.

po+p2 = 35 < 51. Comme p3 = 17 > 51—35, on est obligé de choisir z3 = 0. Par contre, py = 15 < 51—-35.On
peut donc choisir x4 = 1 ou x4 = 0. En traitant de la méme facon la variable x5, on obtient trois solutions
réalisables contenues dans F : (1,0,1,0,1,0), (1,0,1,0,0,1) et (1,0,1,0,0,0), de valeurs respectivement
ug + us + ug = 48, ug + us + us = 42 et ug + uz = 35. La meilleure solution réalisable contenue dans E est
donc (1,0,1,0,1,0), de valeur 48.

7 4
On applique la question (1a), en remarquant que 15/17 > 13/15 > R 1let xs = 9 donne la
1 1 1
solution fractionnaire optimale, avec 15x3+13x4+7x5 = 31+ 9 On en déduit que M = ug+31+ 3 =47+ 3

est une évaluation du sommet F'.

On en déduit que les solutions réalisables contenues dans F' sont strictement moins bonnes que la solution
réalisable (1,0,1,0,1,0) : la solution optimale du probléeme (P) n’est donc pas contenue dans F'.

La méthode est la méme que précédemment : la solution maximale du probléme fractionnaire défini pour le
9 16
sommet G est (x1,x2, x3, T4, x5) = (1,1, ﬁ,0,0). La quantité M = uj + us + T7Us = 47 4+ 7 est donc une

évaluation du sommet G. Cette valeur étant également strictement inférieure a 48, le sommet G ne contient
pas de solution réalisable optimale.

Les calculs précédents prouvent que le probléme P a pour solution optimale la suite = (1,0,1,0,1,0), avec
5 5

Zuixi =48 et pri =48 < 51.
i=0 i=0

Remarque : dans ces dernieéres questions, le probleme parle de la solution réalisable optimale alors qu’a
priori il pourrait exister plusieurs solutions réalisables optimales.

3 Exercice sur les automates finis

Soit A =< @Q, A, E,I,T > un automate reconnaissant L. Soit alors A, =< Qu, A, Ey, I,,, T, > défini de la
fagon suivante :

a) Qn=QU{i,t} ol i et ¢ sont deux éléments distincts n’appartenant pas a @ ;



b)

)

I, ={i} et T, = {t};
E,=EU{(i,a,q), Jip €I, (ip,a,q) € E}U{(q,a,t), Ito €T, (g,a,t0) € E}

U{(i,a,t), dige I, Aty €T, (io,a,to) € E}

Autrement dit, pour chaque transition (go,a,q1) de A, on définit dans Pautomate A, :

une transition si qo & I et g1 € T : la transition (qo,a,q1) ;
deux transitions si o € I et ¢1 € T : les transitions (qo, a,q1) et (i,a,q1) ;
deux transitions si go € I et ¢1 € T : les transitions (qo, a,q1) et (qo, a,t)

quatre transitions si qo € I et g1 € T : les transitions (qo, a,¢q1), (¢,a,q1), (go,a,t) et (i,a,t).

Par construction, automate A, est normalisé. Il reste donc & montrer qu’il reconnait le langage L\ {14} :

soit u € L(A) différent du mot vide, et soit ig a—;> q1 a—j> qs ... a"—;> Gn-1 % to un calcul réussi
d’étiquette u. Alors i Zl qQ Zz g ... GII Gn—1 Zn t est un calcul réussi de A, d’étiquette u et
u € L(Ap).

soit u € L(Ay) et soit i % q1 % qz - - % Gn—1 % t est un calcul réussi d’étiquette u. On
peut remarquer que les états qi,...,q,—1 sont des éléments de E, puisqu’ils sont a la fois origine et

extrémité de transitions de automate normalisé A,. D’autre part, n > 1 et u # 14« car i # t. On
montre ensuite que u € L en distinguant deux cas :

. sin:l,u:a1EAeti%t;ilexistedoncioelettoETtelsqueio%)to:uEL;

n

e sin > 2 il existe ig € I et tg € T tels que ig a—;> q1 et qn—1 % top. On en déduit donc que

1o a—vi> 7l a—j> q2 - - - an—:> Qn—1 % to est un calcul réussi de A d’étiquette u : u € L.

2 — Considérons une copie A" =< Q', A, E', I' T’ > de 'automate A ;autrement dit, les ensembles @ et @’ sont
disjoints et il existe une bijection ¢ de @ sur Q’ telle que o(I) = I', o(T) = T" et E' = {(¢(p), a,p(q)), p,q €
Q, a€ A, (p,a,q) € E}. Soit alors A, =< Qq, A, Ey, Ey, I, T, > Pautomate défini comme suit :

Q@ est la réunion de @ et de Q’, dans laquelle les états ¢ et (i) ont été identifiés ;
Iy ={q};
Ty ={e()} ;

E, = EUE' (avec un abus d’écriture dii a l'identification de ¢ et de ¢(4)).

En reprenant le schéma proposé par I’énoncé, 'automate A, admet la représentation suivante (¢ n’apparait
pas pour ne pas alourdir le schéma) :

10



o~ >@< ®

On peut également remarquer que les états ¢ et ¢(t) peuvent étre supprimés (i n’est pas accessible et ()
n’est pas co-accessible). A, est alors un automate (non normalisé) qui reconnait le langage G4. En effet, un
calcul réussi dans cet automate passera une et une seule fois par 'état {t, (i)}, et sera donc de la forme :

q f {t, (i)} ALJ o(q).

On a alors par définition de I, un calcul ¢ %) t et un calcul ¢ % g. On en déduit qu’il existe un calcul

réussi de A : 4 % q % t, et donc vu € Gj.

Réciproquement, si un mot g est élément de Gy, il existe une factorisation g = vu et un calcul réussi de A

de la forme 14 % q % t. On en déduit que ¢ %} {t, (i)} %} ©»(q) est un calcul réussi de Ay, i.e.
q q

que g est élément de L(A,).

On a Conj(L) =L U U Gy |, donc Conj(L) est reconnaissable par automate, par stabilité de Rec(A)

qeL
qFi, qFt

par union finie.
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