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| - ANNEXE - TRANSFORMATION DE LAPLACE

1. Définitions
Soit f une fonction de la variable réelle t définie sur R et supposée nulle pour t<O, on appelle transformée de
Laplace de f, la fonction F définie par:

F(p) =Te““ f (t)dt

avec p une variable réelle ou complexe.
En pratique on utilise la transformée de Laplace restreinte qui ne s'applique aux fonctions causales (c'est a dire
aux fonctions f (t) telles que f (t) =0 pourt >0).

On définit la fonction existence U(t) ou fonction de Heaviside, telle que

vt(0, u(t)=0
vi>0 u(t)=1 ’

—~

L

Aiinsi on ne calcule pas la transformée de Laplace de COS(at) mais U(t) - cOS(at) qui n'est définie que de
[0 + oo[
Onnote: F(p) = L [f (t)] la transformée de Laplace de f (t). F(p) est limage de f (t)

2. Propriétés
unicité a f (t)il correspond F (p) unique
a F(p)il correspond f (t)unique
addition L) +a®)]=F(p)+G(p)
linéarité L{a-f(t)+b-g(t)]=a-F(p)+b-G(p)
produitde L[ ()« g(1)] = F(p)-G(p) avec

f(t)*g(t) = .[Otf (t—u).g(u)du produit de convolution

Dérivation dérivée premiére
df (1) .
L= }:p'F(p)—f(O)

dérivée seconde

d’f :
L dtz(t)}pZ-F(p>—pf(o+)—f(o+)

dans la plupart des cas nous aurons f (0%) =0

démonstration:

Intégration A0+

L[j; fx)dx] - ? e
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démonstration

t
o(t) = [ iX)dx
g'(t) = f (1)

L[ ®)]=F(p)

a(p) -+ 90
g(0")=0
6(p) =2

L{g'(t)]= p-G(p) - g(0")

p-G(p)—9g(0") = F(p)

Remarqgue importante: si les conditions initiales sont nulles (conditions d'Heaviside) alors:

| Dériver dans le domaine temporel revient a multiplier par p dans le domaine symbolique (domaine de Laplace) |

| Intégrer dans le domaine temporel revient a diviser par p dans le domaine symbolique.

théoréme du retard

L [f¢t-0]=e""PF(p)

théoréme de la valeur initiale

lim¢_,o f(t) = Iimp—>oo p-F(p)

théoreme de la valeur finale

Attention ce théoréme n’est utilisable que
si la fonction temporelle est convergente
(le systeme étudié est stable).

Iimt—)oo f(t)= Iimp—)O p-F(p)
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3. Tableau des transformées de Laplace usuelles
F-ul® F(m=L [f)] F)-ul® F(m=L [f)]
K K sin at @
p w® + p2
K.t K COS at p
p2 a)z n p2
e ot 1 e &t sinat @
p+a w? +(p+a)2
t" n! e 2. cosat P
pn+l a)2 +(p+a)2
_1 1 shat - ea)t _e—a)t )
l1-e * p(1+ z.p) - 2 p? — w?
—a.t 4n | at —at
e 4t n: e” +e P
T\l chat =—— 2 2
(p—a) 2 pr-o
4, Formes particuliéres: systémes du premier ordre et du second

(0. u(t)

F(p)=L [f®)]

1 ( _t ‘] 1
— .l e 5 —e 72
(n-7) (1+2,p)(1+7p)
1 _t _t 1
1+ ——-| e " -7,
+(Z'l—2'2) e P2 p-(1+ Tlp)(1+ 2} p)
1 . 1
ﬁe_z%t.(sm(a)o l—ZZ.t)) > avec z(1
A
1+ 22p+(pj
2 2
1
1—ﬁe“"°t.(sin(m0\/l— z°.t —go)) >~ avec z(1
-7
5 p(l+ 22p+£p J
- @y \Wy
avec ¢ = arctg —,
5. Transformation de Laplace inverse

La transformation de Laplace inverse consiste a rechercher la fonction temporelle qui correspond a un fonction

F(p) donnée.
Lorsque la fonction F () est sous la forme de fractions

rationnelles en p , la méthode a utiliser est la

décomposition en éléments simples, La fonction temporelle consiste alors en la recherche dans la table
précédente de la transformée inverse de chaque fraction élémentaire. La fonction temporelle correspondante est

la somme des fonctions temporelles élémentaires.

exemple:
+2 +2
F(p)= =]
pc+15p+50 (P+5)(p+10)

Décomposition en éléments simples

a)
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on met F(p) sous la forme A + Ao .
(p+5) (p+10)
On résout en identifiant
F(p)= p+2 :Al(p+10)+A2(p+5) on adonc
(p+5(+10)  (p+8(p+10) %%
F(p)= AP+ 10A + App 5y P 045 (p+10)
(p+5)(p+10) puis en recherchant dans la table:
F(p) = (A +A)p+10A +5A; 0 =—§e_5t +§e_10t
(p+5)(p+10) 5 5
3 8
A=rgihe=g
6. Intérét de la transformation de Laplace

La transformation de Laplace permet de remplacer une équation différentielle dans le domaine temporel par une

équation polynomiale dans le domaine symbolique.

La recherche de la solution de I'équation différentielle se limite alors, a partir des racines du polynéme, a la

recherche dans une table de la forme type de la solution.

La transformation de Laplace ne permet pas de résoudre d’autres équations différentielles que les méthodes

classiques
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Transformation de Laplace, 1 transformées de Laplace usuelles, 3
Transformation de Laplace inverse, 3
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