I.LA Voir figure. £
- —»
I.B Avec frottement, en régime permane i o R
. . E *

C=aw =, et E=Qp,0/+R=>w=———. €

aR

D, +— -
D, i

L’absence de frottement se traite en faica =0 dans la formule précédentev = E .
0

Doy ¥ =¥t T =095
V w 1+ 90 1y 1510
@D, 017

|.C Le moteur recoit une puissance électri Ei et produit une puissance mécaniiCca' qui sert
. C o o _V
a vaincre les frottements exter ; son rendement est dorc = = 0? =—=—=095.
i w Vv
Il est compris entre 0 (grarfbttement et grande résistance) et 1 (pas desfraht ou pas ¢

résistance).

1.D
u=o,w+Ri @0V+@
. : D, D A _RJ
Jw=C=®jr=>u= =T,y = de laforme——=71,,=—.
D o+ RJ 1+ pr,, D,

\Y ot—P
w=— P,

D

— — TVU
CommeV = pX, T,y = :
y . D&

IEJ Y =@i=>T,;=—2.

D Jp
LA
J=C=d =iz

0
u=e+Ri :ﬂ+ RV
D Do,
u=0sit<0,u=U, constant st >0. Dans ce dernier cas, la solution de I'équa
e DU N 107
différentielle gouvernant estv(t) = csteex -t + Moour,, = RJZ = l5102 =519ms.
on D, D, 017

. . . . D
La vitesse étant une fonction continue du terv(Q) =0= v = ; il {1— exp{—iﬂ .
T
0

em

L'instant t ou v atteint 90 % de sa valeur finale, s09v,, est tel que

1- ex;{—ij =09=t=r,,In10=1195ms.
T

em
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"
fa
Fo : II.B Si l'intensité estonstante, I'accélération est constante
r;” || graphe de la vitesse en fonction du temps est roiee
I DU, t
5 N tangente au graphe dit) = l-exg -— || dela
[ b
: : ﬁ 0 em
Li —» Question précédentpuisque I'accélération initiale est
09c,, ., méme. L'instant ou la vitesse atteint 90 % de lawafinale
est09r,, = 46,7 madaprés le . fait que la tangente
'exponentielle coupe son i=10 asymptote au bout d’ur
durée égale a sa constante de " temps. Cetteurée est plus
courte que la précédente, puisque I'accélération attei
constamment sa valeur maximale
[I.C Avec un échelon de f—eo -oo  tension,
> —
0 VT 2w 7

Uy = D Do échelon de courant
0
DU, B e
Vv, = =V+T, V=V
0
v 1(v, eche_lon de
— = - tensior
dx 7,V
X
d’oll le tableau de 0 —>
variation :
t 0 00
X 0 1 00
dv
— ! 0
dx *
v 0 1 Vi,

et la forme de la trajectoire de phas-contre.
2

Avec un échelon de courant, I'accélération est tzorie, X = > . la trajectoire de phase esl

parabole cieontre de sommet l'origine et d’axe celui (X.
11.D.1)

II.D.1) II.D.2) II.D.3)
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V=V, exr{—ij X=V,T,, {1— exp[—iﬂ
Z-I’Tl Z-I’Tl

Le mobile s’arréte au bout d’'un temps infini apageir parcourw,r,, = 44 m Sa trajectoire de
phase est le segment de droite figuré ci-dessus.

: . Vo
I1.D.2) « etv sont des fonctions continues du temps. Commezi05+ Ri =0,

_ PV __017x44
DR 005x15
diminuant, le courant diminue et reste en dessewsadornd ,,,, .

Pyw+Ri =0 . P, e .11 1
) . = Jw=|a+— |w de laformew=-— o —=—+—.
Jw=d) -aw R T T T, T

em

i(0) = =10A : on freine de fagon optimale au début ; par ltesla vitesse

em m em

Le mouvement est semblable a celui de la questi@érépente en remplacant parr,,. La

nouvelle distance d’arrét eg{r,,, = % =0,217m
~+
1 00519

La machine a courant continu fonctionne pendaré g#tase en générateur d’énergie électrique, et
non en moteur : elle convertit 'énergie cinétiglutemobile en énergie électrique.

11.D.3) Jw=-Pl,,, —aw

44107

=0,088N.m qui est négligeable devant
005

av (Vo
aa):Eest borné paiT =

@l o = 017%10=17N.m.

Y v 10°
Jw=-®yl ., conduitad -2 =@l =t = No - 2419 _518ms.
Dt, D®yl,., 005x017x10
2
V, V,t
X, =VL, ouv=-2= X,=-2L= 44x00518_6114m.
2 t, 2 2

La trajectoire de phase est un arc de paraboletdaray départ a la trajectoire de phase de la
guestion précédente (méme accélération, car méorartcau départ) :

d}v2
o 2 :_D@OIMax:>V2_V02:_2D¢0|Maxx
dx J J

I1.D.4) La méthode de la premiére question est meificace, car le couple de freinage est plus
faible ; la méthode de la troisieme question ass$ pifficace, car le couple électromécanique est
maintenu a sa valeur maximale pendant tout ledggnalors qu’il ne prend cette valeur qu’au
début du freinage dans la méthode de la deuxierastiqn.

[II.A Il faut convertir la positionx en tension, par exemple en liant le mobile a usewr se
déplacant le long d’un conducteur ohmique soumis&tension fixe ; si le curseur ne préléve pas
de courant, la tension entre une extrémité etisecur est proportionnelle x. Il faut que le contact
entre le curseur et le conducteur ohmique soitletest que la résistance soit bien fonction
linéaire de la longueur.

Cette question est mal définie et peut appelerttBauéponses. On ne voit pas cet énoncé entend
par quantitativement. La précision annoncée derle%eut rien dire : 1% de quoi ?

: . D, . . . D, .
111.B.1) La boucle imposes = —Kx. D’aprés I.D,u = —2x+ R X= R X+—2%x+Kx=0.
D ®,D @,D
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Commet~=i,
TO
2
0 : i;ii: ‘]de~)2(+(p° d—z(,+Kx:O.En
dt T,di  &,DT,?df? DT, dt

divisant parKX,, on obtient

X @, dX -~
t=1f R 2d~)2(+ g d—)~(+x:0:T0: R .
N K®,DT,? dt 2 KDT, dt K®,D
3
1.B.2) 20 = o L g=—Po _ | P
KDT, 2KDT, \4KDJR

[11.B.3) L'utilisation de coordonnées réduites petrde déterminer les solutioréellement
différentes en les distinguant des solutions selhsdaa un facteur d’échelle pres. Elle perme
mieux voir quelle est I'action des paramétres dibfgme
[11.C.1) Le cas a) est un régime apériodique (atioere) ; le cas b) est un régimseudopériodique.
111.C.2) Soit K, la valeur deK qui annule le déterminant réd g® -1 de I'équatior

3

caractéristique K, = 4D3R' Si K <K,, le régime est apériodique, Ki= K, le régime est

critique, siK > K, le régime est pseudopériodiq

[11.C.3) C’est un échelon de consigne. Alors quelgbile est immobile a I'origine, on fait pas:
brusquement la ceigne de 0 a 0,35. Comme la réponse est pseuddjggr K > K.

IV.A.1) Etablissons I'équation du portrait de pt :

J % =@ =Dyl ., signek)

div
V:y:y%: 2 :—DQPOIMaxsigneQ()
dt  dxdt dx J
1, DDyl vy [ D&, l,, x D@l ,,
—V° =-—— 7% | signefk)dx = -————= =-——(¥-X
= 3 [sianetd oy, = - (X - Xo)
2
=X~ 551
2DP,| .,
2 2
six>0, x:XO—L, six<0, x=—XO+L
2DD | o 2DD, | o

Le portrat de phase est une courbe fermée formée de desxdarparabole, chacun limité a sa z
de validité,x >0 ou x<0 ; les deux paraboles ont pour axe I'axe X et sont symétriques p
rapport a I'axe de¥, sur lequel elles se coup ; le mouvement est une oscillation périodi ; x
varie de— X, a X, ; la vitessev varie de-V, aV, , ou

[2DD, |y, X
V, = OJMax 0

_ \/2x 005x 017x10% 035
107

=77lms™

-3
Vo 107 x 771 015N.m, tandis que
005
le couple électromécanique est constant et @,1,,,, = 017x10=17N.m. Le critére de I.D.:
est tout juste satfait. Toutefois, il ne s’ensuit pas qu’on peutligay le frottement fluide sur ur
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IV.A.2) La valeur maximale du couple de frottemest



durée importante, car, sur une période, le tralalh force électromécanique est nul, alors que le
travail de la force de frottement est négatif, dprépondérant.

IV.A.3)
u :ﬂ+ Ri

D
u@") =-Rl,,, =-15volts

_ (/Y 017x 771
ut, ) =—22-R, =——""-15=112volts
) D Max 005 .
u(t,”) = Po¥o 1 Ry W OL7x 1l 452 412volts
D 005

u(t, ) =+Rl,,, =15volts

Dans lintervalle(t,,t,), u>0 eti >0, : le moteur recoit de I'énergie électrique esdarrce de
courant qui I'alimente fonctionne en générateuctéigue.

IV.A.4) En raison du frottement fluide, le portrdié phase est formé de spirales se terminant a

I'origine. En quelque sorte, le frottement fluideganente la stabilité. Voici la trajectoire de phase
pour la premiere seconde du mouvement, calculée par

Dol . .
X+gx+ﬂ5|gneé<) =0, soit
X+ X +85signex) =0 :

IV.B.1)

B B LRl el ait o ot e o

Jw=d,j =J % =-dl,,., Signei + av)

d=v?
six+av>0, 2 =—D@°IM""X:1V2=—Mx+cste
dx J 2 J
1
d=v?
sixtav<0, —2 =D¢0IM3X:>EV2=MX+CSE'
dx J 2 J

Ce sont, a une translation horizontale pres, len@séaraboles que dans la partie IV.A..
IV.B.2)
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L A A A,
R L A,
L D

a=001s™ a= 005s" a=-001s™

Supposons d’'abord petit et positif (figure de gauche). Les trajeaside phase sont formé
d’une suite d’arcs de parabglies paraboles décrites sont des courbes égées, celui desx,
tournant alternadiement leur concavité vers la droite et vers lache ; les arcs sont limités par
droite BOD d’équationx+av=0. La figure montre que la longueur des arcs dé¢

arc(CD) < arc(AB), ce qui a pour effet de faiconverger la spirale vers l'origir

Supposons a préseatplus grand et positif (figure du centre). La trépee de phase compor
d’abord I'arc de parabol@&B , comme précédemment. Mais elle ne peut se poue par un arc de
parabole comme I'ar@CD de la figure précédente, car la drcOB d’équationx+av=0 est plus
pentue que la tangente en B a cette parabolegrsiduie cet arc serait dans laré¢x+av>0. A
partir du voisinage du poirB, le courant prend une suite de valeurs alternaéve égales 1,,.,

et — I ,» Chaque valeur ne durant qu’un temps tres coarsotte que Iportrait de phase déc

une ligne en zigzag formée alternativement degatits de typ AB et de petits arcs de ty|BC ;
comme ces derniers ont une direction plus procHa deite OB, ils sont plus longs et, €
définitive la trajectoire de phase est prochiBO. En moyennant sur le temps, le courant pi
une valeur positive variable inférieurtl ,,, telle que le portrait de phase suive la dr BO et

aboutisse ainsi au voisinage de l'orig

En fait, ce scénario est aussi celui de la finadedjectoire de phase a est peti

IV.B.3) La figure de droite montre que a<0, les arcs dearaboles décrits dans les deux rég
sont de longueurs croissantes et que le mobileigi® indéfiniment de I'origin

IV.C.1) Comme les deux arcs de paraboles fontgddiparaboles égales d’axes celui X, ils se

. , X .
coupent ayoint de coordonnéex = 7°,v =V, ; dou
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aoXo X [ 3 [
&, 2 \X,D®,l,, \|4D&,l,,,

_ 03510°
4x 005x 017x10
Comme le mouvement est uniformément varié entré® ett =t,,

&:1 ot 2
2 2l :tlzézza
v, = Vit '

Comme le mouvement est aussi uniformément varie enet t,, t, =2t, =4x0,0321=128ms.

IV.C.3) Nous avons essayé de répondre a cetteignektns 1V.B.2).
IV.D.1)

=0,0321s

Sans frottement fluide Avec frottement fluide

Le portrait de phase est semblable a celui de I¥.égla prés qu'il s'introduit une zone
supplémentaire- X < x < Xg. En I'absence de frottement fluide, il s’agit d'ascillateur
périodique ; en présence de frottement fluidegrbitlentement vers sa consigne.

IV.D.2) Cette solution n’est pas satisfaisante,laaonsigne est atteinte trop lentement.
IV.E.1)Voici les trajectoires de phase paur 002s et X, = 001 m, a gauche en I'absence de
frottement fluide, et a droite en présence dedrodnt fluide :

£
i
A
2
E
B

-
&
et

On distingue sur ces schémas les mémes parti@dayite dans les graphiques précédents : arcs de
paraboles, segments horizontaux dans la zone dessgiments paralleles a la droite d’équation
x+av =0 discutés dans IV.B.2).

IV.E.2) L'incertitude sur la position finale estdamme de deux termes ; le premier Xgt; les

second est dd au retard de commutation du cousdmtiade X + av = 0. La position finale est

atteinte rapidement.

IV.F.1) Un intégrateur transformeenv ; il faut inclure dans cet intégrateur la multialiion par
une constante convenable.

IV.F.2) Un intégrateur transforme en x ; il faut inclure dans cet intégrateur la multgaliion par
une constante convenable.

IV.F.3) Un amplificateur transforme en av ; un sommateur produdv + x ; on peut aussi réaliser
ces deux opérations par un sommateur dont on raaglifies résistances.
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IV.F.4) Appliquons le théoreme de Millman au paiotnmun des résistances

gauche et exprimons que le méme courant travessaelex résistancede droite :

e e =S =5 +s
2R R R 2R TR

Siy<-Xg, §=5,=U

S =U

sat ! 1 sat !

commesS ne peut dépassér ce qui

sat !

R U
est conforme a ce que pour I'AO de drcv_ = 2%“ <v, =U

Si|Y|<xS’ Sl:Usat7 32:_th7 S:O’
siy>Xs, s =s,=-Ug ;commeS ne peut étre inférieur au

sat !

S =-U,, cequiest

sat !

sat *

U
conforme a ce que pour I'AO de drov_ = - Zsa‘ >y, =-U

La caractéristiques (y st représentée a drc; c’est I'image électrique de la caractéristique
i(x+av) : avec un amplificateur de puissance a la sortieedmontage, on peut effectivem
simuler la commande souhaitée.
@,DI (p) —aV
Jp
permet d’incorporer a la simulation le frottemdnide.
V.A.1) En appliquant le théoreme de Millman au p@ommun des deux résistanc

= N=¢,Di-av - Jw=®, —aw. Cettemodification

RS
_R R
T
4+
R R
x=Ug sie=v, -v_>0 B BN y>‘&Uw R_1
R R, R, 2
x=-Ug sie=v, -v_<0 l—ﬁ<o y<ﬁu%lt &:1
R R R, R, 2

V.A.2) X prend alternativement les valel+U , et -U_, ; sa primitive,y est une fonction
continue du tempsun cycle se compose des deux phases sui\:

. U o Ug o U
six=Ug, & Ya , y décroit de—= a -—= : x bascule alors ;
dt RC 2 2
. U - U, .U
six=-U,, & _Ya , y croitde——= 3 —=t : x bascule alors.
d RC 2 2
D'ou : ﬂ 2&:& T=2RC RC=510"QF
d| T RC
2
V.A.3)
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i

V.B.1) Si|V traverseS, le courant danDNL passe de > 3 ;i, donc subit une discontinui

de Ai = ié. Le courant est également discontinu dans le ewadeu ; v est continu, mai%

est discontinu.
V.B.2) La trajectoire de phase est une ellipse sircuit est un oscillateur harmonique, donc :
conductance de I'ensemble de la résistance DNL s’annule. Cela se produit R=-R,.

Alors v = v(0) cosat . L’amplitude dev estv(0) =1V . Sa fréquence corresponLCw® =1, soit
1

_ 1
2I/LC  277/107% x107°

V.B.3) Supposony < S. Soit R' la résistance équivalente a I'ensemblerdet du DNL .

f =503kHz.

V= Lﬂ

dt
D’apreés la loi des noeud@,%+%+i =0

. dv 1dv v
En dérivant par rapport au temp€ +——+—=0

p pp p a? R dt L
D’apres le critere de Routh, le régime permanetrv =0 si % >0 = %_Ri >0 R, >R.
0

C’est la condition pour que les racines de I'équratiaractéristique aient toutes une partie re
négative.
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V.B.4) Il y a autooscillation dans le cas contraifR> R, . Le plan de phase est partage alors en
trois zones ; dans la 20|h¢< S, le circuit décrit des portions de spirales s’&ararde I'origine,

dans les zoneg < -S et v> S, le circuit décrit des portions de spirale se rappant de l'origine.
V.B.5

R=500Q et R, =2400Q R=10kQ et R, =250Q
2
Divisons parC I'équation différentielle du circuitgI ;/+ 1 ﬂ+ v =0. Poson&«):i et
dt© RCdt LC JLC
. o d’v av ., 1 1L
écrivons cette equation sous la forme-+aw—+wv=0=a=——=—/—
dt dt RCw R \C

500 240
est en régime amorti pseudopériodique ; sa trajeatie phase est une spirale qui tend vers
l'origine.
Si R=10kQ et R, =250Q, il faut distinguer deux zones :

-4
« pour|<S, a= 1 1 1/10_9 =-1233= -2<a <0 : dans cette région, la trajectoire
10000 250/V10

de phase est formé de portions de spirales s'étatéal’origine ;
-4
. pour|v|>S,a:( t 1 j 10

-4
Si R=500Q et R, =2400Q, a =[ = 1 O}lig_g =0,5007. CommeO<a <2, le circuit

10000 250V 10~ =1297= 0<a <2 : dans ces régions, la trajectoire de

phase est formée de portions de spirales se rapgmbde l'origine.

Au bout d’'un certain temps, la trajectoire de phessstabilise suivant un cycle fermé : on obtient
un oscillateur périodique non sinusoidal.

V.B.6) Le portrait de I'oscillateur a relaxatiorudté présente des discontinuités de la vitesskii;, ce
de l'oscillateur quasi-sinusoidal étudié ne présgais de telle discontinuité et est une courbe d’un
seul tenant.

Annexe : programme maple utilisé pour les figures

Figure 11B

>

plot([[[0,0.9],[0.9,0.9],[0.9,011,[[0,0],[1,1],[1,0 11,[[0,1],[3,111,[[0,1.2],[O,
0],[3,0]],1-exp(-

t)],t=0..3 linestyle=[3,3,3,1,1],color=black,axes=n one,labels=[",""]);
Figure 11C
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> plot([sqrt(2*x),[[0,1],[3,11],[[0,1.5],[0,0],[3,0
t),t=0..3]],x=0..2,0..1.5,color=black,linestyle=[1,
Figure 11ID3

> plot([sqrt(1-
2*x),[[0,1.2],[0,0],[1.2,0]],[[0,1],[1,01]],x=0..1.
e=[1,1,3],axes=none,scaling=constrained);
Figure IVA1

> plot([[1-v*2,v,v=-1..1],[-1+v"2,v,v=-1..1],[[-1.2
1.2],[0,1.2]]],x=-1.2..1.2,color=black,axes=none);
Figure IVA4

>

DEtools[phaseportrait]({v(t)=diff(x(t),t),diff(v(t)
t),v(1)],t=0..1,[[v(0)=0,x(0)=0.35]],stepsize=0.001

Figures IVBC

> pp:=proc(a,duree)

> DEtools[phaseportrait]({diff(x(t),t)=v(t),diff (v(
85*signum(x(t)+a*v(t))},[x(t),v(t)],t=0..duree,[[x(
01,linecolor=black,color=black);

> end;

> pp(0.01,1);

> pp(0.032,1);

> pp(0.05,1);

> pp(-0.01,1);

Figure IVD

> DEtools[phaseportrait]({diff(x(t),t)=v(t),diff (v(
85,x(t)<-
0.1,85,0)},[x(t),v()],t=0..1,[[x(0)=0.35,v(0)=0]],
k,color=black);

>

DEtools[phaseportrait] ({diff(x(t),t)=v(t),diff(v(t)
85,x(t)<-
0.1,85,0)},[x(t),v(1)],t=0..1,[[x(0)=0.35,v(0)=0]],
k,color=black);

Figure IVE sans frottement

> pp:=proc(a,XS)

>

DEtools[phaseportrait] ({diff(x(t),t)=v(t),diff(v(t)
-85,x(t)+a*v(t)<-
XS,85,0)},[x(t),v(t)],t=0..1,[[x(0)=0.35,v(0)=0]],s
,color=black);

> end;

> pp(0.02,0.01);

Figure IVE avec frottement fluide

> pp:=proc(a,XS)

>

DEtools[phaseportrait] ({diff(x(t),t)=v(t),diff(v(t)
)>XS,-85,x(t)+a*v(t)<-
XS,85,0)},[x(t),v(t)],t=0..1,[[x(0)=0.35,v(0)=0]],s
,color=black);

> end;

> pp(0.02,0.01);

Figures VB5

> alpha:=(1/500-1/2400)*10"2.5;

>
DEtools[phaseportrait]({dv(t)=diff(v(t),t),diff(dv(
t),dv(t)],t=0..50,[[v(0)=1,dv(0)=0]],stepsize=0.05,

> alphal:=(1/10000-1/250)*102.5;alpha2:=(1/10000+1

>
DEtools[phaseportrait]({dv(t)=diff(v(t),t),diff(dv(
Ipha2,alphal)*dv(t)+v(t)=0},[v(t),dv(t)],t=0..50,[[
5,linecolor=black,color=black);

>

1,[t-1+exp(-t),1-exp(-
3,1,1],axes=none);

2,0..1.2,color=black,linestyl

,01,[1.2,011,[[0.-

D) +v(t)+85*signum(x(t))},[x(
Jinecolor=black,color=black)

t),t):-
0)=0.35,v(0)=0]],stepsize=0.0

t),t)=piecewise(x(t)>0.1,-

stepsize=0.001,linecolor=blac

J1)+v(t)=piecewise(x(t)>0.1,-

stepsize=0.001,linecolor=blac

J)=piecewise(x(t)+a*v(t)>XS,

tepsize=0.001,linecolor=black

JD)+v(t)=piecewise(x(t)+a*v(t

tepsize=0.001,linecolor=black

t),t)+alpha*dv(t)+v(t)=0},[v(
linecolor=black,color=black);
/250)*1072.5;

t),t)+piecewise(abs(v(t))>5,a
v(0)=1,dv(0)=0]],stepsize=0.0
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