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1 Hubble: I’Univers est en expansion

1) Effet Doppler classique (non relativiste) et déplacement vers le rouge

1- a)
hv
AW\
. Lo X
a linstante t, | —
0 A hv
w x
a linstante t; | : |1 X
0 | A

X1 — Lo X1 — Zo
t1 — 1, T

La 1™ impulsion:
e - . < Zo
e est émise par A a 'instant ¢, et arrive en 0 a 'instant 77 = — + ¢,
c
La 2™¢ impulsion:
P \ 1os . T L1
e est émise par A a 'instant ¢; et arrive en 0 a 'instant 7o = — + 1
c
La durée séparant les deux impulsions successives:

e émises par A est: T =1t — 1,

e recuesen Oest: T =Ty, —T1 =T + ET
c

Soit:
T =7(1+2)
c
1- b)
A=cT et N =T = )\’:/\(14_2)
c
1- ¢)
Z_/\’—/\_E
N ¢

z est, alors, directement relié a la vitesse v de la galaxie.

2) La constante de Hubble H,
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2- a) La dimension de H, est I'inverse d’un temps: [H,| = T~!.

2- b)
70 x 107¢
_ -1 -1 _ -1 _ —18 —1
HO =T70km.s MpC = W s = 2,3 x 10 S
3) On considére deux galaxies A et O’ en présence de la Voie lactée centrée en O.
Galaxie A
O4=74
O_O; To —
OA=T, "
Ra
la Voie lactée en 0
Galaxie O
La loi de Hubble s’écrit (par rapport a 0):
e pour la galaxie A
Va=H,74
e pour la galaxie O’
Vo =HTo

On note par R, le repére lie & O et par R’ le repére lié a O’'; la loi de composition du mouvement
appliquée a la galaxie A dans R, et R’ permet d’écrire:

7,4/720 = 7A/R’+7O’/Ro

Ta = 7,4/0' + Vo
7A/0/ = Vai- Vo
= HO?A - HO?O/

= H,(7a—To)

— BT,

7,4/0/ = HoﬁA : la loi de Hubble est, alors, compatible avec le principe cosmologique.

4)  r()=alt)y et v=H)r(t)

2 Evolution du paramétre d’échelle a(t) en cosmplogie new-
tonienne

5) Gravitation newtonienne
Les équations locales:

divy = —4xGp(7)

rotd = 0
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6) Le principe fondamental de la dynamique appliqué a la galaxie A, de masse m (soumise sous

I’action de la force gravitationnel 79), dans le référentiel centré sur la Voie lactée O:

Wi G —amMopy o | ET GMogy g

r3(t) dt? r3(t) 3
P =aX = TO=60F = —5Grel) ¥
Soit:
i(t) = —%Gﬂpa(t) (1)
7) La masse M,.:
M, = %Wp(t)r?’(t)

Mais cette masse se conserve (pas d’évolution dans le temps): M, (t) = M,(t,); soit:

8)  L’équation(l) et la question 7) donnent:

i 4, poal
a(t) = § 7Ta2(t
. 4., poay .
a(t)a(t) = —§G7r 20 a(t)
d (1, 4 d [ 1
Zal(t = —Grpya’ _—
dt (2a ( )) g Pl ( (t))
soit:
d |1 4 3 1 4 3
p §a2(t) —3 WZO(;LS’] 0o = §a2(t) — §G7T ZO(CZS’ est une constante du mouvement
ou:
, 8 . poa’
() - -Gr—=22 =K
() =307

1
Interprétation: multiplions les deux termes de 1’égalité par §mx2;

1 5. 1,8, pad 1

Z 1) — = SGrete _ K

QXD = o3 G = oM
1 4 o0 1

rt) =a(t)y = —mi(t) — -Gmrlle = “my 2K
2 3 r(t) 2
—_——
E. E, Em

—m7?(t): énergie cinétique de la galaxie.

E. = 5

4 oo GM, : : _ 4
E, = —gGmW& = — ™. énergie potentielle de la galaxie; avec M, = gwrf’;po.
Em

ety ()

= §mX2K ne peut étre que ’énergie mécanique de la galaxie; avec K > 0, < 0 ou nulle.
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o si K <0; E, <0: la galaxie est dans un état lié et Pexpansion s’arréte! (modeéle elliptique de
I’Univers).

osi K > 0; E, > 0: la galaxie est dans un état libre et 'expansion se poursuit! (modele
hyperbolique de I’Univers).

osi K =0; E, = 0: la galaxie est dans un état libre et 'expansion se poursuit! (modele
parabolique de I’Univers).

9)  La constante K = K(t) = K(t,), donc;

_ 8 . poa’ 8 . poa’ 8
2 t _ 0o — 2 to _ 0o — 2 to _ _G o 2
(4 3
Or H(t):i) ~ Hg,=2
a(t) ap
8 ., Pol 8
2 ) 2 772 2 2 | 2
t)— -Gr—==a.H: — -Grp,a; = H: — -Gmp,
a () 3 Wa(t) o ] 3 ﬂ-p aO a0|: o 3 ﬂ-p:|
L’équation s’écrit, alors:
at 8 _, poad a*[., 8
; — gGT( 23 = g |:Ho — —Gﬂ'pO:| (3)

10)  Univers vide p, = 0:

2 2

ac  a .
—2——‘;H3 =  a=a.H
a?  a

T,=t,—t
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L’age actuel d'un Univers vides est:

Application numérique:

T, = 1,40 x 10 ans

Interprétation: A linstant ¢/, la galaxie A et la voie Lactée O étaient confondues. C’est a cet "date"
que commencait ’expansion!

11) L’Univers ne peut pas étre en expansion si et seulement si E,, < 0. (Cf. question 8) ) soit:
87Gip 3H2
H2 _ o < O X > = o
°7 T3 R [ e

Application numérique:

pe=19,2x10"%* kg.m™3

Commentaire: L’équivalent de p. en termes de masse volumique ou concentration de nucléons est:

Pe
m

= 5,5 nucléons (protons et neutrons) par métre cube
P

Valeur trés faible; I'Univers présente, alors, plus d’espace vide!!

12)  Univers critique: p, = p, 'équation de Friedmann-Lemaitre s’écrit;
8 N0 8 N0 /8 N0
a* = —G7r'0—a° = a= —Gﬂ'% = Vada = —GW%dt
3 a 3 a 3 a
3H? 2 39
Po = Pec = = Vada = \/HZ2a3dt = —a”* =/ H2a3t + Cte
8rG 3
§a3/2 = H2at + §a2/2 —/ HZ2a3t,

2
= gai/Q + H,a?(t —t,)

Soit I'évolution de a(?):

a(t) = a, (1 + %Ho(t - m)m

L’age Typnivers de de cet Univers est:

2
Tunivers = t,— t’ tell ") =0 = t, —
elle que a(t”) ou S

- 2
~ 3H,

2
- 7

3

Application numérique:

Tunz’vers — 9, 3 x ].09 ans
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13) Coordonnées réduites:
dr dx dx
—Ht = SoH, et i=—H,
T dt R 7 d
30, H? G
o = QO c — # = — Dy = QOHQ
N @ i H? [dz\’ ooa 1
a = Ta, _— = — = JE— e g —
a? z2 2 \dr a?  x?

L’équation de Friedmann-Lemaitre s’écrit, alors:

dz\? Q
—) —==1-9Q,
(dT) T

14)
14- a) La constante K de la question 8) s’écrit (en fonction des coordonnées réduites):
&G
K= ag (Hg - 71'TIOO) = agHg(l — Q)

e L’Univers est ouvert pour K > 0 ou €0, < 1; c’est le cas pour 2, =0, Q, =0,5 et Q, = 1.
e [’Univers est fermé pour K < 0 ou €2, > 1; c’est le cas pour €2, = 3.
e Pour linterprétation Cf. la question 8) .

14- b) L’expansion de I’Univers fermé (2, = 3) aprés qu’il ait atteint son maximum , commence
par s’inverser et I'Univers tend a s’effondre sur lui-méme aprés a peu prés trois fois 'instant présent
(a = 0: Big Crunch)!!!

Apreés le maximum d’expansion, le paramétre d’échelle varie de la méme fagon qu’avant le maximum
mais de signe opposé (évolution symétrique): tous ce passe comme si I’'Univers se reconstruit comme
dans le passé!

14- ¢) On pourra penser qui c’est a cause de la gravité que expansion de I’Univers ralentie a
cause d’une dominance de la matiére et donc de 'attraction gravitationnelle!

: T P

14- d) La figure est un réseau de courbes correspondantes a différentes valeurs de 2, = —.

C
Chacune de ces courbes prennent comme point de "départ" aux instants différentes: I’age de 'univers

dépend, alors, de p,; 'age décroit avec p,, on peut 'estimer par:

univers

TSt — T, x ) N
f(po)

ageactuel  fonction de p,

3 De quoi est constitué I’Univers

3- 1 La matiére baryonique et la matiére noire

15) Qu =0,05+0,26 =0,31 < 1: il s’agit d’'un Univers ouvert!
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16) L’équation de Friedmann-Lemaitre:

E 8 alf,,
? — gGTr a3 ? |:H - —Gﬂ'poj|

N, s’ /

-~

p question 7) question 8)

s
)
@Q
Rl =

D’ot:

a® 8 K

3- 2 Influence de la matiére relativiste et du rayonnement sur I’équation
de Friedmann-Lemaitre

u=pc® = (pa + pr)c’
4 Thermodynamique de I’Univers

17)
o 1" principe de la thermodynamique: dU = 6Q) — PdV. U énergie interne de I’Univers.

o évolution adiabatique (pas d’échange d’énergie thermique): 6Q =0

au av
% et —P%
4 4
V= §7rr3 et U=uV = gﬂrgu
dU 4 9 sdu av._ 4 .,
o 37r (37" u+r dr) et o 37r3r
Soit: y
3r2u 4+ 32 — _3pp?
dr
ou:
d 3
d:f St P)=0
18) L’équation précédente pourra s’écrire:
3 du 3dr
du—i—;dr(u—i—P)—O et E—F;%(u—i—P)—O
r(t) = a(t)x et u = pc*
Soit;
dp 3da, ,
o, 2t P) =
S + dt( pc®+ P)=0
ou:

dp 3da P
%-F dt( —|——2>—0 (6)
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19) )
pu(t) = po (%)3 = pult) = poa) [—3%} = p;?" {—SJ
pu(t) = =3 M%
20)
dS—é‘“rg% (pM+JZ—]2W> =0 et pM(t)——3pM% = | Py=0

5 Le rayonnement et la matiére relativiste

21) Considérons un gaz parfait monoatomique constitué de N atomes d’énergie cinétique indi-
viduelle .. L’énergie interne du gaz est:

3
U=N<e >=uV avec < g >= EkBT (théoréme de ['équipartition de [’énergie)
d’om:
PV =nRT et N =n\, — _3N, 30Ny, . 3nRT 3,
3P 9
U= —_- ou P = 2u
2 3

22)  pen vérifie 'équation:

' Pem em 2
Pem + 32 Pem +—— | =0 avec P, = Pem®
a c? 3
soit;
dPem d
Pem _ 420 = pem(t)a*(t) est une constante du temps
Pem a
4 4 %) 4
pem(t)a (t) = pem(to)a (to) = pem(t) - pema (E)

23) La densité:

3 4
pP=pPm+ PR avec pu(t) = puro <;> et Pr(t) = pro <—>

[’équation de Friedmann-Lemaitre:

a’ 8 K

2 =30t e

a’ 8 K

= = 3G7lom +pr) +

a2 8 3 ant] K

= 307 oo (3) o () |+

28 o\ 3 Qo K

— =367 <—> [PMO + PRo (—)] +—
a a a
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24)
Il en est de méme pour a(t) et i(t) respectivement.

De I’équation précédente, on en déduit:

+2

8G 3 o oo
C-LZ _ 7T-aO pM + pR a ] + K = 2a —
3 a a 3

3
_ 8Gma;, Tpmo pRoao]
a? a?

L’expansion de I'univers sera ralentie si la vitesse v = 7(t) d’expansion diminue! ou 7(t) < 0

On remarque que @(t) est négative (a(t) est concave). Donc, a(t) (et par conséquence la vitesse

v(t)) décroit! L’expansion de I'Univers en question est toujours ralentie.

6 L’énergie noire

6- 1 Mesure du paramétre d’accélération

a(t) = a, (1+Ho(t—t0) —%Hf(t—to)z—l—...) avec Qo = —a(,’—jo
CLO
25)
25-a)
AnAn+1 = _CL(t)dX ) (dX < 0)
25-b)
AnAn = cdt = —a(t)dy = cdt
25-c)
cdt 0 b2 cdt
dx = ——— = /dxz—/ — = —X4
a(t) x4 noa(t)
d’ott:
2 cdt
XA = / — 8
4 t1 a<t) ( )

26) Deéplacement vers le rouge d’une source lointaine

26-a)
/tz dt /t2+5t2 dt
t1 a(t) t1+0t1 a’(t)
t1+6t1 dt
On ajoute aux deux termes de ’égalité l'intégrale / m:
to a

s}

2

t1+0t1 dt to+0t2 dt
/tl a(t) /t a(t)

2

/t1+5t1 dt +/t2 dt B /t2+5t2 dt +/
¢ a(t) t a(t) t1+6t, (t) t

x4 est la coordonnée de la source, qui est supposée au repos dans ’espace:

t1+6t1 dt

a(t)

Par hypothése, le paramétre d’échelle a(t) n’a pas le temps de varier entre t; et ¢; + dt; ou entre ty

et 9 + 0ty. On en déduit:

oty 0to

1 t1+6t1 1 to+6to
L / gt = / TN
a<t1) t1 a‘(t2) to
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26-b)
A N
oty =X et oty =N = =
a(ty)  a(t)
26-c)
d’ou
by \ \ ¢ le résultat!
= = — = altz) cad méme facteur de dilatation
a(tl) a(t2> A a(tl)
h h
26-d) FE=hv= XC et B/ =h/' = T? Entre les instants ¢, et ¢;:
El . )\ o a(tl)
E XN alt,)
4 5 3 3 : :
26-e) FE=uV = gﬂ'X a’u = FE x a’u. Toujours entre les instants t, et ¢;:
E' 4
E  a(ty)u  alt,) a
Résultat similaire a celui vérifié par p dans la question 22).
26-f) Entre les instants ¢, et ¢;:
N=X XN a, o
= =——-1= -1 = 1 = 9
T ) a(ty) T A )

27)

27-a)

e A émet N photons d’énergie moyenne E entre les instants t; et ¢; + 6ty soit pendant dt;.
L’énergie rayonnée par A:

By =NE
e La luminosité L est la puissance totale rayonnée par A: c’est ’énergie rayonnée par A pendant
0t,. Alors:
[ By NE
0ty 0ty
27-b)
e La luminosité L' recue en O:
—
I NE
0ty

e La puissance ps par unité de surface recue en O:

/!

I NE
Ps = ATR2 47 R26ts
E t 5t ot
e Par ailleurs: R = a(ts)xa, = = alty) et L= 2 . Qou:
E a(t2> a(t1> a(tg)
. LCZQ(tl)
Ps = 4ra*(ta) X%
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27-c) De la relation p, = on en déduit:

4d?
I la connaissance de p, et de L
d;, = permet, alors, de déterminer d,
4mps

Expression de la distance de luminosité dy:

_ Le*ty) L N 4 — a’(t2)xa
bs drat(ta)xy  And: B a(ty)
Entre t, et ¢1:
P2 R o = d, = (1+2)
= e Zz = - Z )y

" an) a(th) L Xa

Des deux expressions:
dL %) R(to) dL
= a,xa = R(t, t 1 = = R(t1) =
T3, doxa=Bll)| e T T Re) ) =G

On conclut que la connaissance de d;, et de redshift z de A permettent de déterminer les distances
R(ty) et R(t,).

6- 2 La constante cosmologique et I’énergie noire

@ 8nGp K A&

a? 3 a? 3

(10)

28) La constante cosmologique
28-a) La dimension de la constante cosmologique A est I'inverse d’une surface; soit [A] = L72,

28-b) L’équation (10):

a* 8nGp K Ac?
2 3 ey
81G Ac? K
- 3 {p—i— 87TG:| a?
8rG K
= T(P +pa) + 2
A
PA= 80
28-c) Densité d’énergie:
Act
Uy = pPaC = o
29) L’énergie noire
) Act o .
29-a) La densité uy = ppc® = G d’énergie est indépendante du temps: 1’énergie noire ne se

dilue pas!
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29-b) Les coordonnées réduites de densités de masse:

Q.= PA_ Ac? ‘ O — 87G <a0>3 . 0. — 87@G <a0)4
A—pc _3H§ ) M—3H02,0Mo a ; R—SHOQPRO a
[’équation (10):
> 8&Gp K A
a2 3 a2 3
&G vy Ad c? + K
= 3 PM T PR e
_ 81G <a0> N <a0>4+ Ac? N K
- 3 PMo a PRo 87I'G CL2
2 TG al n a4 +A2a LK
- 3 PMo a PRo 87TG
G a’ a’ Ac
26 = Y — 20k 2 H?
B {ENC NGt
= Hga[—QM—ZQR—l—ZQA]
a 'instant présent; 2d, H%a, [—Qa — 2Qp + 2Q4]

L’expansion de I’Univers est accéléré a l'instant présent si et seulement si:

—Qn — 2Qp + 2Q)

Au terme de la densité de masse:

>0

on | 204 > Qu +20p

205 > pm +2pr

Si on envisage un Univers vide (py; = 0 et pg = 0):

par >0 et

29-c) La densité de masse py =

question 18):

P
PA+—A=0

PA =

2

A02 . ’
8¢

A>0

c
—— est indépendante du temps!. D’aprés I’équation (6) de la

7rG

=

2

PA:—pAC = —

Ac?
&G

29-d) d étant positif (et, donc 'accélération); 'interaction est, alors, répulsive!
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