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CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

I Rappels et éléments fondamentaux de cinématique et dyna-
mique du solide

I.1 Les mouvements du solide et des solides en contact

a - Relation du champ des vitesses d’un solide (RCVS) - translation d’un solide

Ws/R

Considérons un solide S et deux points A
et B quelconques de ce solide. Le solide S
est en mouvement dans le référentiel R du la-
boratoire, et on lui associe son référentiel propre
R/, c'est a dire rigidement li¢ a lui', d'origine
O

On peut alors noter que :

e O’ € S posséde un mouvement de translation
= 30" de liberté de translation

« W(R'/R)=W(S/R)

—> 30° de liberté de rotation

FIGURE 1.1 — Degrés de liberté d'un solide

QUESTION : quel lien entre les vitesses de tous les points d'un solide ?

REPONSE : relation du champ des vitesses d’ un solide

Appliquons la relation de dérivation d'un vecteur a 1@ en appelant 773//72 le vecteur rotation du
solide par rapport au référentiel R :

() (), e
-0

soit :
dt dt

N J N

:—7\(,14)/71 7(;)/7z

(£) (),

On retiendra le résultat suivant :

1. S est donc un "solide de référence" du référentiel R’
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CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

PROPRIETE - (I.1) - 1:

Lors du mouvement d'un solide S, les vitesses respectives de deux de ses points
A et B sont reliées entre-elles par la relation du champ des vitesses dans

un solide (RCVS) :

T(BeS)g=T(A€S) g+ TnmhADL (IL1)

CADRE DU PROGRAMME :

%
7S/R =0

UNIQUEMENT LES SOLIDES EN TRANSLATION &
“ | V(AeS)r=T(BeS)r=TWMeS)r

;(A;tz)

V(Bit,)

FIGURE II.2 — Translation d’un solide

Attention : cette définition de la translation d'un solide n'implique absolument pas que les tra-
jectoires des points du solide soient rectilignes, ce que I'on peut par exemple observer sur ce schéma
représentant la trajectoire d'un hélicoptére. En I'occurrence on parlera ici de translation "circulaire" du
solide exactement comme pour un référentiel.

F1GURE II.3 — Exemple de mouvement de translation
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CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

b - Vitesse de glissement entre deux solides

On envisage deux solides S et S, en mouvement dans le référentiel d'étude R et en contact.

La notion de contact recouvre 3 possibilités :

Zone de contact
entre S;et Sy

Zone de contact
entre S;et Sy

Zone de contact
entre S; et S,

surface

segment de
droite

point unique |

FIGURE II.4 — Contact surfa- FIGURE IL.5 — Contact linéique

cique FI1GURE I1.6 — Contact ponctuel

Dans ces 3 cas de figure, on a au minimum un point de contact 1.

QUESTION : comment calculer la vitesse de glissement d’un solide par rapport a un
autre en un point de contact / unique ?

. n
On suppose donc le contact ponctuel (fig.6) ; appelons :
— [ point géométrique de contact Sy
— I point de S; coincident avec I a l'instant considéré L
— I, point de S, coincident avec I a l'instant considéré I, ;
N

FIGURE 1.7 — Contact ponctuel de
deux solides

| DEFINITION - (1.1) - 1:

On appelle vitesse de glissement du solide Si par rapport au solide Sy en contact ponctuel
notée 71/2 = 7g(I) = 79 la vitesse du point I, € S| par rapport 3 Sy :

V1p = V() (IL.2)
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CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

REMARQUE - (I.1) - 1:

Dans |'écriture de la vitesse de glissement de S; par rapport a Sy, le solide Sy est assimilé a
un référentiel par rapport auquel la vitesse est évaluée.

EXPRESSION :

En utilisant la loi de composition des vitesses, en exprimant la
vitesse de I; on obtient :

T(L)r=T(L)s+  Tel(S2) =T (h)s, + T (L)r
itesse 1o coincid.

d'ou I'on tire I'expression analytique de la vitesse de glissement :

T =V (L) — ¥ (L)w (IL.3)

REMARQUE - (L.1) - 2:

Par un raisonnement similaire, on montre que la vitesse de glissement du solide 2 par rapport
au solide 1 est simplement 'opposé de 71/2.

72/1 = *71/2 (IL.4)

Exercice de cours: (1.1) - n° 1 Direction de la vitesse de glissement.
En évaluant 7([ )= (vitesse du point I) par composition des vitesses avec Sy puis S,, montrer que
1/2 appartient au plan tangent de contact entre les deux solides.

Réponses :
T =TV (1)5+ 0 a)m =V (I)s, + ¥ (h)m
-7
soit :

71/2 = 7(1—1)/72 - 7([2)/7% = 7([)/Sz - 7(I)/S1

(1)), € Prang
or par définition, le point tangent I posséde une vitesse appartenant au plan tangent, soit
T (1)/5, € Prang

ce qui conduit par force a : 71/2 € Prang

6 o CPGE MPS5. ..



CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

c - Vitesses de roulement et de pivotement (hors programme, mais bien utile
pour comprendre la suite!) - cas de la translation pure

La vitesse de glissement entre deux solides en un point de
contact [ caractérise le mouvement relatif entre les deux solides
en ce point. Si le contact n'est pas ponctuel, on peut chercher
a écrire la vitesse de glissement en un autre point, par exemple
en M.

Appelons R le référentiel d'étude. On peut écrire la vitesse
de tout point de contact M; de S; coincident avec tout point
M, de Sy en écrivant la RCVS en un autre point de contact
que [ :

T (M)r =V ()R + Tsyr A {1__1\_—4_;1>
U (My)jr = T (1) jr + Dy A Iy My

Ainsi, la vitesse de glissement en M est :

—

79(M) = 7(M1) - 7(*]\42) = 7g(]> + [ﬁsl/n — ﬁSg/R} NIM

= (1) + D(S1/S) A TM

en posant la vitesse de rotation relative entre les deux solides : & (S;/S,) = & ,4(S1/Ss) = ﬁsl/R -
S2/R
On pose en général : W (S1/Sy) = w,(S1/8,) 7 + wt(Sl/Sg)? avec :

wn(S1/92) vitesse de pivotement de S; par rapport a S
wi(S1/92) vitesse de roulement de Sy par rapport a S,

Cadre du progamme : uniquement les solides en translation donc E?SL/R = E?SQ/R = E?(Sl/Sg) =0

CONSEQUENCE : dans le cas de la translation, la vitesse de glissement est indépendante du point de
calcul :

751(]\/1) - 79(” - 7y(vjw)

d - Condition de roulement sans glissement (CRSG hors programme))

Lors de I'étude du mouvement de deux solides en contact, il peut arriver sous certaines conditions
d'adhérence que la vitesse de glissement soit nulle. On parle alors de roulement sans glissement.

... Jean-Laurent GRAYE o 7



CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

| DEFINITION - (1.1) - 2:

Lors d'un roulement sans glissement, on a :

Vi = 7 V(L)r =7 (L)r (IL.5)

EXEMPLE : Transport a rouleaux

NB : le cadre du programme restreint notre travail au cas des solides en translation. Néanmoins, on
propose ci-dessous |'exemple classique du transport a rouleaux, dispositif par lequel on translate un solide
en en faisant tourner d'autres :

§

v
Roulement sans -

glis?ment enl -\;(G) R

| ¢ G e——)» Barreen translation

\/U/\//U/U/

Q

CUS‘ /R

FI1GURE II.8 — Principe d’'un transport a rouleaux en phase de non glissement

Si le transporteur a rouleaux fonctionne sans glissement, on peut écrire la CRSG au point I de contact
entre un des rouleaux et la planche translatée, soit :

W=T(51)%) =0 & T(O)r+@(S/R)ACE=T(C)r+ D (Si/R)AGI
e 3

soit :

V(G)r = Rw- e

1.2 Rappels des théorémes de dynamique du solide
a - Théoréme de la résultante cinétique

RESULTANTE CINETIQUE D’UN SOLIDE :

On considére un solide en mouvement dans le référentiel d'étude R supposé galiléen. La résultante
cinétique dans R de ce systéme est par définition :

P = d?(M):/?(M

sol

8 o CPGE MPS5. ..



CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

or .
7( )= dOM
dt
/R
d'ou

? —/@ dm—i/O—]\>4 dm

/R dt T at

M /R M

et la relation définissant le centre de masse fM OM -dn=m- 075
permet finalement d'obtenir :

ﬁ/n o dOC:

BT :m'7(G)/R

/R

THEOREME DE LA RESULTANTE CINETIQUE :
On montre (facilement) que la résultante des forces extérieures est égale a la dérivée temporelle de la

résultante cinétique Pz du systéme, soit :

P
- Rea:t
dt

Théoréme de la Résultante Cinétique ou TRC (I1.6)

ou bien son équivalent :

dv (G
mliit)m = }ﬁ Théoréme du Centre de Masse TCM (IL.7)

avec la résultante des actions extérieures :

Ryt = Z ?ext(]\/[i) pour des forces discrétes, M; étant le point d'application de la force Fm(Mi)

EZ = /d?(M) = /7(M) - d1(M) pour un champ de force volumique ?(M) réparties sur le solide
v

sol

b - Théoréme du moment cinétique

MOMENT CINETIQUE D’UN SOLIDE PAR RAPPORT A UN POINT (VECTEUR!) :
On reprend le cas du solide en mouvement dans le référentiel d'étude R supposé galiléen. Le moment
cinétique dans R[O; x,y, z] de ce solide est par définition :

L—o>/7zZ/WAd?(M)/R=/5T4A7(M)/R-dm

sol M

... Jean-Laurent GRAYE o 9



CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

soit :

Lojm = //)(M) -OM AT (M) - dr

v

MOMENT CINETIQUE D’UN SOLIDE PAR RAPPORT A UN AXE (SCALAIRE!) : pour un solide en
rotation autour d'un axe fixe Ap passant par O, il est trés pratique de projeter le moment cinétique sur
cet axe pour dégager une formulation scalaire simple et qui sera trés utile par la suite :

FIGURE II.9 — Solide en rotation autour de 'axe Ao fixe

- — —
La, = Lo eal = / <0MA7(M)R> Paydm= [ | Ta, NOM |- T(M)g -dm
M M =HM&} =HMuwg, reh
soit :
La, = Ws/R / HM? - dm = Jao - WS/R (IL.8)
M
—_——
=Ja, moment d'inertie du solide /Ao

THEOREME DU MOMENT CINETIQUE POUR UN SOLIDE :

B En un point fixe O
On considére un point fixe O du référentiel d'étude supposé galiléen R. On montre (facilement
la-encore) que le moment résultant des forces extérieures appliquées a un solide et calculé en un
point O fixe de R est égal a la dérivée temporelle du moment cinétique cinétique en O de ce solide
fo/']g soit :

%
dLomr
dt

— Molext) TMC (1L.9)

10 o CPGE MPS5. ..



CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

avec le moment résultant des forces extérieures :

Mo.,, =3, ﬁo(?ext(]\/[,;)) pour les distributions discrétes de forces

Mo,,, = /O,M> A ?m(M) -dr(M) pour un solide soumis a la densité de force volumique ?ezt(M)
1%

Forme utile : toujours pour un solide en rotation autour d'un axe fixe Ap passant par O, il est
trés avantageux de donner une formulation scalaire au TMC par simple projection du TMC vectoriel

sur cet axe
7 —
dL -e —
— IR TR0 = Moleat) - eng
dt
soit :
de/R

JAO = ‘]\[AO ((i.’l?t) T]\[CAO (1110)

dt

- .. , , .
avec : Ma, = Mo - ?Ao projection de la résultante de force sur I'axe de rotation.

B En un point mobile P (hors programme, mais bien utile!)
On discrétise le solide pour plus de commodité (n’enléve rien au raisonnement ! !)

M, M;
[ ] [}
z P M
2
M; \
[ ]
R - -
(#) . V(P),, #0
M
0 1

A
X
O fixe !

FIGURE I1.10 — TMC en un point P mobile

fp/R = Z ]Wl A m17<Ml)R

i

soit :
%
dLpm dPM, 517 AV (M;)r
T zl: 7 ml7(Mz)R + zl: PM; N m; o
=T (P)r =0
~ = ’ % ~

=3 T AT (Mie+ Y -Ami7(Mi)R+Zm/\mim—Mi)R

% )

... Jean-Laurent GRAYE o 11



CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

donc :

dL p/r dv (My)g
= —7(P)R/\?R+Zi:m/\miT

D Y ——
:7iint +?iezt

. W\ - = : . .
or on montre trés facilement que : Y. PM; A f;,., = 0 (moment des forces intérieures toujours
nul dans un solide/systéme de points)

donc :
i B S BN
SEPR (P PM. .
dt ( )RA R+; Z/\?lezt
soit :
%
dL
R — — V(P A Pr + Mp(ext) (IL11)
C

INTERET : si on choisit P = G (G centre de masse) alors — ' (G)z A ?R e
alors :

—
dLg/r
dt

%
= M¢(ext) TMCa,| valable V mouvement de G!!! (I1.12)

Aa

>

FORME UTILE : par ailleurs, si la rotation se fait
autour d’un axe de symétrie (axe principal d’iner- V(G) 1
tie), on a (MPSI) : f@/R = Jgﬁs/R
donc :

= ﬁg(ext) (I1.13)

J(v dﬁs/R
Todt
qui projeté sur l'axe de rotation Ay donne la FIGURE II.11 — Solide en rotation autour d’un axe

forme scalaire du TMC : Ag de symétrie

dws/r
dt

Ja = M, (ext)| Forme scalaire du TMC (MPSI)

(IL.14)
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CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

II Actions de contact entre deux solides - lois empiriques

II.1 Modélisation des actions de contact

Expériences préliminaires :

B Masse immobile en contact avec un plan incliné dans le champ de pesanteur : quelle est cette force
de maintien ?
B Masse mobile en contact avec un plan incliné dans le champ de pesanteur : la vitesse s'accroit et

on constate qu'un solide S; en mouvement sur un plan support solide S5 subit différentes résistances
a ses possibles mouvements :

B 3 la translation de pénétration de Sy dans S; = action normale de contact de S5 sur Sy R, /s,

B 2 la translation de glissement de S; sur Sy = action tangentielle de frottement de glissement de S5 sur S1 Ry, /g,
R . . . _ B

B 3 la rotation de pivotement de Sy sur So = moment normal de frottement de pivotement de S5 sur S1 M, g, /g,

B 3 la rotation de roulement de S sur Sy = moment tangentiel de frottement de roulement de Sy sur S; M;g, /s,

QUESTION : expressions des actions ?

Choisissons un point I appartenant au do-
maine surfacique de contact; les actions ré-
sultantes au point I peuvent s’écrire :

composante normale comp. tangentielle
la résultante : Rg, .5, = R, (I) + R;
"contact" "frott. gliss."

le moment résultant en I pour tout p_oi>nt M de la sur-

— — = Acti -
face : My = M, 4 M. FI1GURE I1.12 — Actions de deux solides en contact
~—~— ——
moment de roulement moment de pivotement

— —
M (M) et My (M) s’appellent respectivement les moments élémentaires de pivotement et de
roulement en .

... Jean-Laurent GRAYE o 13



CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

REMARQUE - (II.1) - 3:

) — = =
B Si le contact en [ est ponctuel — M, ;= M;; = 0
CADRE DU PROGRAMME :
B On se limitera au cas des solides en translation i.e. pas de pivotement et pas de roulement

. —
donc méme si le contact en [ est non ponctuel alors =— M,,; = M;; = 0

etﬁ

BILAN : on ne recherchera que ﬁ

ta/a ng/1-

I1.2 Lois d’Amontons-Coulomb

a - Lois d’Amontons

PROPRIETE - (I1.2) - 2:

Lois d’Amontons :

Amontons détermine expérimentalement en 1699 que R; et R, sont indépen-
dants des surfaces de solides en contact.

b - Lois de Coulomb

B COMPOSANTE NORMALE (EVITE L'INTERPENETRATION DE S; ET Ss)

Cette composante constitue la projection sur la normale au plan de contact de la résultante d'action
de (Sy) sur (&) :

R, = ﬁm T (11.15)

On l'interpréte a I'échelle microscopique comme la résultante en I des forces de répulsion atomiques,
empéchant les deux solides de s'interpénétrer.

Sa norme est directement dépendante de la situation (sa connaissance dépend des conditions du
probléme posé. Cf exercices résolus de ce chapitre).

14 o CPGE MPS5. ..



CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

REMARQUE - (I1.2) - 4:

S'il y a rupture de contact entre les deux solides alors R,, = 0. Ainsi, cette force normale est
souvent nommée appelée réaction de support.

B COMPOSANTE TANGENTIELLE

La composante tangentielle ﬁt constitue la résistance a la translation = FROTTEMENT DE GLIS-
SEMENT

Il convient de considérer deux cas de figure :

%
» SI LA VITESSE DE GLISSEMENT EST NULLE : U1/ = 0

PROPRIETE - (II.2) - 3:

Lois de Coulomb :

L ‘expérience montre que le glissesment ne se produit pas tant que la composante

tangentielle exercée par (S2) sur (S1) n'atteint pas une valeur limite || Rymax
telle que :

7

— — —
| Re|| < ps||Ru|| = || Remaz||| <& Condition de non glissement (I1.16)

avec g facteur sans dimension appelé coefficient de frottement statique.

On retiendra également les trois propriétés suivantes :

PROPRIETE - (I1.2) - 4:

O [ est indépendant de ['aire des surfaces en contact.
® (i, est indépendant de la norme R,, (dans le modéle choisi!!)
® [, dépend du poli des surfaces.

On donne a titre d'exemple, quelques valeurs du coefficient de frottement statique :

... Jean-Laurent GRAYE o 15



CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

Matériaux en contact s

acier-acier 0,2

acier-glace 0,02

acier-garniture de frein (7' < 200°C, P = 2.107 Pa) | 0,4
pneu - route séche 1

pneu - route mouillée 0.6

REMARQUE - (I1.2) - 5:

Dans le cas du non glissement des solides
en contact, la résultante est contenue
dans un céne de révolution d'axe [I; 7] ap-
pelé «cone de frottement statique». En ef-
fet, pour une composante normale donnée, la
composante tangentielle posséde une valeur
maximale (cf schéma ci-contre), ce qui im-

pose l'inscription de la résultante Ry_,; dans
un cone de sommet le point de contact consi- FIGURE 11.13 - Visualisation du céne de frot-

déré I entre les deux solides. tement statique

Exercice de cours: (11.2) - n° 2 Exprimer I'angle au sommet ¢, du céne de frottement en
fonction du coefficient de frottement statique ;.

%
» SI LA VITESSE DE GLISSEMENT EST NON NULLE 71/2 £ 0.
Dans ce cas de figure, on retiendra les lois suivantes :

PROPRIETE - (I1.2) - 5:

— ) , NI
O La composante R; ou force de frottement (toujours exg)cee par Sg sur Sy) est colinéaire a la
. . - g N
vitesse de glissement ¥, 12 # 0, ce qui entraine : RiA V149 =

—> . o ’ o
® [a force d_e> frottement R; _;)Josse‘de un sens opposé a la vitesse de glissement, que I'on traduit
—
par : Rt'71/2=—||Rt|| x |Jvr|| <0

® Dans le cas du glissement, la force de frottement R; a atteint sa valeur maximale, et est donc
proportionnelle a la réaction normale du support :

— — 3 c
[|Re|| = pal|Rn||  avec pq coefficient de frottement dynamique (IL.17)

o CPGE MPS5. ..



CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

Exercice de cours: (11.2) - n° 3 Expliquer, en vous appuyant sur des expériences simples "du
quotidien"”, comment on peut montrer que g < fis.

A
e
|

-

REPONSE : ~ R Fo
, L , L Vv =

Supposons par exemple qu'un opérateur dé- ! 5 B
cide de mettre en mouvement une armoire ot limite du mouvement :|Rmx | = | o Y mi
en fournissant une force constante F',,. On
constate par expérience qu'une fois le mouve- AR,
ment amorcé, |'opérateur doit fournir un effort ~ 3 TAFo i>>>>

. L [ vV # 1,

nettement moins conséquent. ¢ —-

» si v, = 0 et limite du mouvement A

9 P=mg

FIGURE Il.14 — Mise en mouvement d'une armoire

Z cht - ?Op—’_Rn—i_Rt_'—m? =0= |: R, = Fop - Rtmax = us Ry = psmg

. —>
> si v_g) 0 (mouvement) = ||ﬁt\|maz =

pal| Bnll = pmg < psmg = [ pra < i |

NB : souvent on considére pig >~ i,

REMARQUE - (I1.2) - 6:

CONE DE FROTTEMENT DYNAMIQUE :
Dans le cas du glissement des solides en

contact, la résultante ﬁ est sur un cone
de révolution d'axe [I;7/] appelé «céne Ve
dynamique de frottement». En effet, pour
une composante normale donnée, la norme
de la composante tangentielle posséde une
valeur fixée (cf schéma ci-contre), ce qui

=H] an»l‘

. . . , P S2
impose l'inscription de la résultante R, .4

sur un cone de sommet le point de contact
considéré I entre les deux solides. FIGURE I1.15 — Visualisation du céne de frot-

L'angle au sommet du céne dynamique véri- te€ment dynamique

fie naturellement : tanp; = g et le cone
de frottement dynamique est contenu
dans le cone de frottement statique puisque py = tan ¢, < ps = tan ;.
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CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

III Mise en oeuvre des lois de frottement solide : effets sur les
solides en translation

III.1 Premiére approche simple : le pavet sur un plan incliné
a - Premiére possibilité : I’équilibre - phénoméne d’arc-bouteemnt

Posons un pavet de masse m sur un plan incliné faisant un angle

« avec |'horizontale faible. On pose R; et R, algébriques avec R =
R, - e + R, - e,. L'application du TRC au pavet permet de traduire
I'équilibre statique :

Ri+mgsina =0 = R; = —mgsina
R, —mgcosa=0 = R, =mgcosa

i S
’ R ‘ mZ{ X

=tana < = tan
‘Rn| MS QDS

CONCLUSION : il y a absence de glissement tant que o < ¢, et ce FIGU.RE. .16 — Pavet sur un
m I plan incliné

EXEMPLE D’APPLICATION : LA VIS

La condition de non glissement s'écrit :

La réaction statique du support sur le filet de la F
vis reste contenue dans le cone de frottement sta- i
tique V F' force de poussée appliquée sur la téte de /
vis. C’est le méme raisonnement pour une force N
de traction (la surface de frottement statique est z{f e g
alors au dessus du filet et non au dessous comme S
ci-contre).
FI1GURE I1.17 — Effet d’arc-boutement sur une vis
b - Seconde possibilité : le glissement avec frotte-
ment

On envisage maintenant de déposer le pavet sans vitesse initiale sur un plan incliné d'un angle supérieur
a I'angle limite de frottement statique o > p, = R sort du cone de frottement statique et on est en
condition de glissement :

—)
’ﬁﬂ = ftq - | Ryl
Le TRC donne :

mz =R, —mgcosa=0 — R, =mgcos«
mi =mgsina — pgR, = & = gsina (1 — pgcotan(a))

18 o CPGE MPS5. ..



CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

Soit finalement avec les Cl imposées :

2

T=39 sina (1 — pqcotan(a)) -t

c - Troisiéme possibilité : le basculement

On envisage enfin la situation ol le pavet bascule sans glissement,
et effectue une rotation sur son aréte aval (point I si I'on considére la
situation dans le plan de la figure).

QUESTION : Angle minimal assurant le basculement ?

REPONSE : Rotation = application du théoréme du mo-
ment cinétique.

» Approche formelle :
Lorsque la rotation s'amorce, le pavet est en contact ponctuel FIGURE I1.18 — Pavet en bascu-
en I. Le théoréme du moment cinétique appliqué au paver en | lement sur un plan incliné

donne :
— —
N =0 =0
dL; = =

L M (R) + My (Ry) +M(P) = TG A (m )

%
dL L h
d_tl — (ﬁ+[—ﬁ)/\(m7) - (—§.e_gc>—|—§~e_z>)/\(mgsina-e_x>—mg cos ov-€e7)
soit :
dL;
dt

= (——mgcosa+ —mgsin o e
2 2 Y

Soit en projection sur €y - J[]y)‘g = —§mg Ccos o + §mg Sin o

. N w
Si le basculement s'opére, on a : o >0

soit :

L
tan o > ﬁ = tan oy

Ainsi, I'angle limite pour avoir basculement sans glissement
vérifie :

L
tanq = — < tan g

h

» Approche intuitive : en live !
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CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

II1.2 Awutres applications simples
a - La marche a pied

On considére une personne de masse m marchant sur un sol horizontal dans le champ de pesanteur
terrestre. On appelle C' son centre de masse.

FIGURE II.19 — Principe dynamique de la marche a pied

QUESTION : quel est le réle des actions de frottement dans le mécanisme de la marche?

Appliquons le théoréme de résultante cinétique a la personne dans le référentiel du sol galiléen :

mzZ=R,—mg~0V¥t — R,=mg

mE)(C)/R:§+M? — mit — B2

Pour obtenir E; chaque jambe (les muscles) du personnage applique sur le pied concerné une force
(intérieure au personnage global) vers I'arriére R; et la troisiéme loi de Newton des actions réciproques
permet de conclure a |'existence d'une réaction du sol sur le pied }_2; ou force de frottement, opposée a
R; (et vérifiant les lois de Coulomb!) :

— — — —
Ry =—R; telleque: [Ry| < ps|Ry|= psmyg

b - Le monte charge

On considére un monte charge de déménagement,
dispositif utilisé pour faire entrer des colis directement
par la fenétre d'un appartement en hauteur en évi-
tant escalier et ascenseur. Les colis de masse m sont
lachés sur le tapis roulant du monte charge sans vi-

tesse initiale en x = 0 & t = 0 par le démé-
nageur. On appelle v = wv; - e, la vitesse du ta-
pis.

F1GURE 11.20 — Colis sur un monte-charge
QUESTION : quelle sont les différentes phases du

mouvement du colis sur le monte-charge 7
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CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

» At =0, le colis est a I'arrét alors que le tapis avance = Phase de glissement.
mi = —mgsina + pgR, = & = g(pqcosa — sina)
e Le TRC appliqué au colis donne :

R, =mgcosa

donc :

T =g(ugcosa —sina) -t = |r = g(,udcosa—sina)-tQ

e La vitesse de glissement est :
Vg = Veol. Jtapis = V(col) g —v(tap) /g = x —ve = g (pacosa — sina) - t — vy

NB : on constate que le glissement peut s'arréter a condition que |vy| | i.e. pgcosa —sina > 0

soit «v tel que fonctionnement normal du tapis

Ut
ST ina)
. . cosa — sin
Le glissement cesse lorsque v, = 0 soit gl H 02
I =3 : -
2 g (pgcosa — sin )

» Pour ¢t > t; le colis est «accrochéy |

Ve(t)
A t;

\

Accrochage

-V

FI1GURE II.21 — Evolution de la vitesse de glissement sur le monte charge

IV Aspects énergétiques du frottement solide

IV.1 Puissance des actions appliquées a un solide
a - Définition - forme "générique"

Pour un point matériel M soumis & une force ? le travail élémentaire dépensé par la force pour un
mouvement dr de M est :

SWr = F-di (M) = F -7 (M)dt

soit une puissance :
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CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

Pr=F - (M)

Pour un systéme de points, la puissance totale des actions est obtenue par sommation :

P(D)r = Zﬂfi)n 3 F -0 (M)

La transposition aux cas d'un solide S soumis au
dF (M)

champ volumique local de force 7(M) = —
-

est immédiate avec :

PS)m =[] dF (M) -7 (M) g = {[f F(M)- T (M) - dr y

FIGURE I1.22 — Puissance des actions sur un solide

EXEMPLE DE CHAMP DE FORCE VOLUMIQUE : . ,
indéformable

champ de pesanteur volumique

Zon dE(M)  dm

dr  dr :P(M)'?

b - Forme "utile" - cas du solide en translation (i retenir)

Considérons un point P du solide; la RCVS permet d'exprimer la vitesse de tout point M du solide
en fonction de celle de P avec :

T (M)jr = T (P)r + & APM

En injectant cette relation dans |'expression de la puissance totale des actions exercée sur un solide,
on tire :

PS)m = [[[ T )7 (M) - dr

=P [[[ Tn)-ar+ ([[F ). (& APM)ar
% %
soit en utilisant la propriété de permutation du produit mixte :

PS)m =P [[[ T (a0)-ar+3- [[[ PN AdF (1)

-
B Mp
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CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

Donc, pour un solide S soumis aux actions {ﬁ;Mp}p (ensemble dit "réduit" des actions, appelé
"torseur") (NB : calculé au point P), la puissance dépensée par ces actions est donnée par :

Pir = = (V(P)/R H+Dgr- J\Tp) (I1.18)

INTERET : cette relation est valable VP € S, on choisira donc en général un point P qui facilite le
calcul de la puissance.

CADRE DU PROGRAMME (A RETENIR) : solides en translation uniquement, donc :

Tyr=0 = V(PeS)=T(VMEeS)

oWy

AT (YMES)m- R (IL.19)

donc : | Pz

REMARQUE - (IV.1) - T:

Les résultantes des actions intérieures sur un solide (résultante de forces et moment résultant)
) - B = = —
étant nulles, soit R;,; = 0 et Mp, , = 0, on a naturellement :

¢ - Puissance des actions de contact entre deux solides

Considérons deux solides S; et S, en "pseudo" contact "
ponctuel en I. On suppose ici que le moment des actions s 9> o,
de contact de S, sur S; est non nul :

Mi2/1)# 0

Le travail élémentaire des actions de Sy sur S; s'écrit :

— :
Wast . = [ﬁzﬂ LI € Si)r+ M(2/1) - ﬁsl/n xdt FIGURE I1.23 — Puissance du torseur des ac-
tions de contact
et avec la loi des actions réciproques, le travail élémentaire des actions de S; sur S; est :

%
SWaja, = — [ﬁm V(I € So)yr + M(2/1) - w‘sm] « dt

soit pour le travail élémentaire total des actions entre les deux solides :

_>
OWr = 6Wa  +0Wips = ﬁm V€ S)m— Tz €So)r] +M1(2/1) - [Wem — s, /R],

. J/ .

:?1/2
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en introduisant les vitesses de glissement et de rotation relative au point de contact [ 2?/2 Wijp =

351/72 - 352/73'

La puissance totale des actions de contact de deux solides S; et Sy est finalement :

—

6VVcon ac
Peontact = Ttt - 32/1 ’ F/; + A[T(2/1> ’ CT/% (1120)

CADRE DU PROGRAMME : frottement de glissement uniquement (solides en translation) soit wy /5 =

ﬁ donc :

A RETENIR :

Peont = ﬁzﬂ “Uy/2 = ﬁtm vy <0

(B

£y, €t 71/2 étant de sens opposé, la puissance des actions de contact est toujours négative.)

REMARQUE - (IV.1) - 8:

Si le glissement est parfait, i.e. ug =0, ﬁ,tm =0 et M)y =0 ona:

Pcont gliss parf — 0

IV.2 Quelques théorémes utiles d’énergétique : TPC et TEC

On considére un systéme mécanique quelconque; découpons le en N points discrets (démarche non
restrictive et plus simple). L'énergie cinétique d'un tel systéme dans le référentiel galiléen R s'écrit :

N
1
EC/R = § Z mZUQ(MZ)/R

La puissance cinétique ou taux de variation de I'énergie cinétique dans le référentiel R d'étude est

donc :
dEc| = d[1 R A7 (M) r
|, = [ nan] = o (SF2)

or d'aprés le principe fondamental de la dynamique appliqué au point M :

m; (M) = ?ext%i -+ ?intﬁi avec F@'nt—)i - Z ?‘7%1
/R

dt
JFi

ce qui finalement permet d'écrire :

24 o CPGE MPS5. ..



CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

dE¢c
dt

R

= Z ?ext—)i . 7(]\42)/7?, + Z ?int—ﬂ . 7(‘]\41)/7?'

J/

:Pezt/R

A RETENIR : Théoréme de la puissance ciné

~

=/Fint

tique (TPC)

. dEc
e pour un systéme quelconque : | | ——
dt ) »

- Pe:rt/R + Pint

. dE¢
e pour un solide : | [ —— = Peat)n
dt )z

REMARQUE - (IV.2) - 9:

On montre que P;,; est indépendant du référentiel choisi pour I'étude.

En outre, intégrons le théoréeme de la puissan

ce cinétique entre deux instants t; et ¢y :

dE¢ ;= Pesty - dt + Piy - dt

soit :

A RETENIR : Théoréme de |'énergie cinétique (TEC) pour un systéme quelconque

AEC/R(tl — tg) =W,

(t1 = to) + Win(t1 — t2)

:L't/R

IV.3 Exemple de bilan énergétique : le monte charge de déménagement

On reprend ici le cas du monte charge.

F1GURE I1.24 — Bilan énergétique sur le monte-charge

vy = g(pgcosa —sina)t — v,
Uy
b= -
RAPPELS : g(g cos o — sin )
vf
I =

2¢g(jq cos a — sin )

... Jean-Laurent GRAYE



CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

QUESTION : travail fourni par le moteur du tapis durant la phase de glissement W, (moteur)?

Systéme : tapis + colis (hors moteur)

Le TEC appliqué au systéme s'écrit entre tg et t; :

AE. = AE.(colis) + AE.(tapis) = Wezr + Wi (I1.21)
12 =0
=Ly

intérieures :ﬁn(tapis/colis), Ei(tapis/colis), ﬁn(colis/tapz's), ]?Z(colis/tapz’s)
extérieures :?(colis) =my, ?(tapis) =M, ?(moment moteur)

Bilan des actions : [

Bilan des travaux :
» TRAVAIL DU POIDS :

— —
th(?) = / Podi = —mg / en - .dr = —mg/dh = —mgAhy,

——

0 0 dh 0
soit :
2 1 :
th(?) = —mgsina - r; = —mgsina b A— = ——mu? - e
2g(pq cos a — sin o) 2 [Lg COS (v — sin &

» TRAVAIL TOTAL DES REACTIONS NORMALES :

t1
th(}?;(tot)) = /}?n)(tapis/colis) : Tg ~dt =0

0
» TRAVAIL TOTAL DES REACTIONS TANGENTIELLES :

t1 t1
Wi, (Ez(tot)) = /ﬁ;(tapis/colis) Lp - dt = /udmg cos a [g(pgcosa — sina)t — vy - dt

0 0
t2
= [LgMmyg COS (v [g(,ud cos o — sin 04)51 - vttl]

9, na) v v
= pgmg cos @ | = (g cosa — sin a —
pammyg g \Hd g*(ugcosa —sina)?  g(pqcosa — sin ar)

soit :
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CHAPITRE II. LOIS DU FROTTEMENT SOLIDE

[Ld COS ¢

— 1
W, (R;(tot)) = —=mu?
u(fi(tol)) QmUtudcosa—sina

On peut finalement préciser le bilan énergétique de la phase de glissement en reprenant I'équation 11.21
qui s'écrit finalement :
— —
AE. = —mv} = W(?) + W(R,) + W(R;) + W(moteur)

qui donne :

sin v + f1q COS v 1
> émvf >0

1 .
W (moteur) = émvf 1+

fbd COS v — SIn &
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