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Centrale TSI 2009 - Mathématiques 2
Partie I - Matrices symétriques

I.A -
LAL) xa=X?—tr(A)X +det(A)= X* — (c + )X + cf — de.

[.A.2) Les valeurs propres étant racines de x4, 'on a, si A et p sont les valeurs propres de A :

A+ =tr(A) et Au = det(A)

[.A.3) Les valeurs propres de A sont réelles car la matrice est symétrique réelle. Elles sont non
nulles et de méme signe si et seulement si det(A) > 0.

Dans ce cas, ce signe commun est celui de leur somme, qui est aussi celui de la trace de A.

Donc :

A admet deux valeurs propres strictement positives < tr(A) > 0 et det(A) > 0

I.B -
[.B.1)
a)
1 00 010 0 01
Mias=| 000 | Mio=|100 ] Mys=[0200
0 00 000 1 00
0 00 000 000
Myo=| 01 0 | Mag=| 0 0 1 | Mgs=1| 0 0 O
0 00 010 001
b) Soit A € S5(R). Alors :
@11 Q2 a3
A= Q12 G22 (23 = Z aijMi,j-
aiz Q3 Gs33 1=y
D’ou (M, j)1<i<j<s est une famille génératrice de Ss3(R).
La famille est évidemment libre. D ot
(M; ;)1<i<j<s est une base de S3(R)
[.B.2)
a) Le nombre de matrices M; ; est égal au nombre de coefficients sur et au-dessus de la diagonale
1
d’une matrice n X n, c’est-a-diren+(n—1)+ (n—2)+---+2+1= n(nT—F) :

b) Soit A € S,(R). Alors :
aix - Qi

A= + 1| = > a;My
1<i<j<n
Aip - Gpp

Donc A est combinaison linéaire des matrices M, ;.

b) (M;;)i<i<j<n est donc une famille génératrice de S,,(R). C’est par ailleurs évidemment une
famille libre et donc une base de S, (R).
D’ou :
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1
mm&mpJ@;J
I.C -
LC.1) q(V+V) =(V+VAV+V)
= VAV +V'AV + VAV + V' AV
=q(V) 4+ 2V AV + q(V') car V'AV = (V'AV) =V AV = VAV’
D’ou :
AV — qV + V) = q(V) = q(V")
2
0 0
1.C.2) Posons V = [ 1 | < i-iéme ligneet V' =] 1 [ « j-iéme ligne.
0 0
On a alors :
0 1 0 W
i-iéme colonne

Apj

1.C.3) Notons ¢; application de R™ dans R qui & V' € R™ associe VA1V et ¢o définie de méme
maniére a I'aide de la matrice A,.

0 0
Posons, pouriet j € {1,---,n}, Vi=1| 1 | «i-iémeligneet V; = | 1 | < j-iéme ligne.
0 0

Posons A; = (al; ;) et Ay = (a2;).

L’hypothése équivaut alors & ¢; = ¢o.

On a alors :

alyy ="WV;A,Vj
_aVit V) —a(V) —a(V))

(Vi + Vi) — 0(V) — (V)

— VA,
= a2;; et
1.C.4)
a) La matrice A;, symétrique réelle est diagonalisable et il existe P € O(n), D € D, (R) telles
A (0)
que D ='PAP < A, = PD'Pou D= .
(0) An

On a alors VA,V =W PD'PV.

En posant W ='PV l'on a la fois W # 0 car V # 0 et ‘P est inversible, et VA,V = W DW.
Donc :
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A (0)
IW € R™\ {0}, VAV = WDW ot D = )
(0) An
w1 n
b) Sil'on pose W = .|, VAV =WDW = > Mw? > 0 car tous les \; sont strictement
i=1
Wnp,

positifs et I’'un au moins des w; est non nul. Donc :

tVAlV >0

¢) On a alors t<K>A1 <K> = tVA;V -1 = t(K)A2 <K) —1
r r r r r

= tVAQV =72 = tVA1V

d) On a montré précédemment que pour tout vecteur non nul V, VA,V =r? =V A,V. Cette
propriété vaut aussi pour V =0 et VV € R", VAV =V A,V. D’aprés 1.C.3),

Partie II - Quelques propriétés de ’ellipse

II.A -
II.A.1) L’endomorphisme f, symétrique, est diagonalisable et il existe une base orthonormée

: = : o At 0
directe de (II) : (i4p, jo)dans la quelle la matrice f s’écrit L
2

Alors dans le repére (O, ig, jo), si M a pour coordonnées (z,y),
7 7 )\1 0 X 2 2
OM f(OM):(x y) 0 A y = Mz” + \y” et

C; a pour équation a4+ day® =1

I1.A.2) Comme

v’ les valeurs propres de f sont A\; et Ao,
v Cy est une ellipse < A\ > 0 et Ay > 0,

Cs est une ellipse < les valeurs propres de f sont strictement positives

II.B -
. : — — . at P
IL.B.1) L'ellipse £ admet dans un repére orthonormé direct (O, ig, jo) I'équation — + = 1
a
1
— 0
ou a et b sont deux réels strictement positifs. Soit f 'endomorphisme de matrice [ 4 4 dans
0 —
b2

- - . . . .
la base orthonormée directe (ig, jo). f est alors un endomorphisme symétrique puisque sa matrice

1 1
dans une base orthonormeée est symétrique. Ses valeurs propres sont — et 2’ strictement positives.
a

22 2 .
On aalors — + -5 =1 OM " f(OM) =1 et
a? b2
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I1.B.2) Soit g un autre endomorphisme symétrique a valeurs propres strictement positives tel
— —
que C, = Cy. Notons A; et Ay les matrices de f et g dans la base (i, 7 ), ¢1 et g2 les formes
quadratiques sur R? de matrices respectives A; et A, dans la base cangr)ﬂ%e de R2.
Soit V' € R? et M le point de coordonnées V dans le repére (O, i, j ); on a alors ¢;(V) =
— o  — o
OM f(OM) et go(V) = OM -g(OM).
Si & =Cy =C,, cela signifie que : (V) =1 = M e Cy
=M e Cf
= QQ(V) =1
Comme les valeurs propres de A; (qui sont celles de f) sont strictement positives, d’aprés la
question .C.4), A = Ay & f=g.

’Il y a donc unicité de 'endomorphisme f associé a £

II.C -
I1.C.1) Les trois matrices données sont bien symétriques et forment évidemment une famille
libre de S(R).

I1.C.2) Comme la dimension de S3(R) est 3, la famille précédente est une base de Sy(R).
——
La matrice My de f dans la base (i, 7 ) est symétrique réelle. Donc :

J)
(e, 8,7) € R3, Mf—a<_ +ﬁ( 1)—1‘7((1) ?)@Mf_(’y__ﬁa V;ﬁa)‘

J’al montré :

M, 5,7) € R3> My = ( 7__50[ 7_—1—604 )

I1.C.3) D’aprés la question 1.A.3), les valeurs propres de My, symétrique réelle, sont strictement
positives si et seulement si :

tr Mg > 0 et det My > 0 ce qui est équivalent a :

2y >0et 2> —a?—3%>>0.Dou:

f admet deux valeurs propres réelles et strictement positives < 72 > a? + 5% et v > 0.

I11.D - ‘ o
I1.D.1) Dans un repére orthonormé direct (O, iy, jo ),
‘ 22 P
Cy a pour équation OM - f(OM) = — + i =1.
2 2
L’intérieur de l'ellipse étant caractérisé par —+ 2 S <1,l'ona:

— —
VM € (II), M est a l'intérieur de £ < OM “f(OM) <1

I1.D.2) Si M a pour coordonnées (z,y) dans (O, i,

OM f(OM) = ( y)(”j;‘ ;ﬂ)(j = (y—a)a + (7 +a)y? — 2Bay. Donc, pour

tout point M de (II), de coordonnées (z,y) dans (O,

M est a lintérieur de € & (7 — )2 + (v + a)y® — 282y < 1

I1.D.3) Notons A1 et A2 les valeurs propres de f.
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X L — — N > > z? P
Dans un repére orthonormé direct (O, ig, jo), £ a pour équation \yz°+Xy* = 1 < —+5 =1
a

T . T b2
Ve Jdet [

L’aire de & est donc

L’aire de & est alors mab =

T
Vdet f

I1.D.4) Le déterminant d’un endomorphisme étant celui de sa matrice dans une base quelconque,

™
72_0[2_&2

L’aire de & est donc

Partie I1II - Existence d’une ellipse optimale

III.A -

ITT1.A.1) Notons & une ellipse convenable, («a, 3,7) le triplet associé a &, (2, ;) les coordonnées
de P, 1=1,--,k dans (O, 7, j).

Si P; ou Pj est égal & O, on peut supprimer ce point intérieur a Uellipse.

Sinon, puisque O, P;, P; sont alignés, 3t € [—1,1], O—P; = tO—P; (par exemple car si [t]) > 1,

e 1= 1
en échangeant i et j, OP; = ;OP]- avec |- <1).

Comme P; est a l'intérieur de lellipse :
(y—a)af+ (v +a)y} =20y, <1 = ((v— a)ai + (v + )y} — 20wy;) <2 <1
= (v —a)af + (v + a)yj — 2675y, < 1
= P; est a l'intérieur de &£.
D’ot, en supprimant le point P;, £ est encore convenable.

En supprimant le point P;, on ne change pas I’ensemble des ellipses convenables.

IT11.A.2) Comme z; = p; cos(0;) et y; = p;sin(6;), P; est a U'intérieur de & si et seulement si :
(v — a)p? cos®(0;) + (v + ) p?sin?(0;) — 26p? cos(6;) sin(f;) < 1 <
vp? — ap? cos(20;) — Bp?sin(26;) < 1 &

1
v < acos(26;) + [sin(26;) + P

puisque p; # 0.
ITT.A.3) Cette inégalité est une égalité lorsque P; se trouve sur £.

ITI.B - Sil'on note R = max {OP; /i € {1,--- ,k} }, ellipse d’équation 2 + y?> = R? est convenable.

IT1.C -

III1.C.1) L’aire de £, vaut il

T
<
ViR —ad =R - -3

’L’aire de &; est inférieure a celle de 50‘

.D’ou :

1
IT1.C.2) L’on sait que pout tout i € {1,...,k}, 7o < agcos(26;) + fosin(26;) + —.
)

i

1
Notons m = min {ao cos(20;) + Bosin(20;) + — /i € {1,--- ,k} } Alors 79 < m.
Pi

m
Posons = — (cela est possible car 75 > 0 d’aprés la question I1.C.3)), 71 = 70, a1 = ap et

Yo
B1 = Po.
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On a alors 7; > 0 et v > a? + (32, ce qui montre Iexistence de & associée a (aq, 31,71).

En outre, pour tout i € {1,....k}, 11 = m < «gcos(26;) + (ysin(20;) + ce qui montre

BCE
i
que & est convenable et v; = m, qui est atteint pour une valeur s de {1,...,k} et donc v, =

1
ay cos(20,) + B sin(20,) + —, ce qui montre que & passe par Pk,
)

S

’On peut donc choisir 7 tel que &; soit convenable et passe par I'un des points P, ..., Py

II1.D -

III.D.1) Posons as = a3 + A, Bo =1, 2=+ A

Comme 3 > 0et A >0, 7o > 0.

Comme a? + 8 <12, || < 7.

En outre a3 + (7 = (a1 +\)° + 37
=al+ 7+ 2 g + \?
<2+ 2Xa; + A2
< 'Y% + 2/\’}/1 + A2 (car |O[1| < ’}/1)
<(m+A) =12

Donc (ag, B2, 72) est associé a une ellipse ;.

L’on sait que 71 = a1 + — puisque &; passe par P;.
P1
1

On a alors 71 + A = a1 + A+ — = 72 = a2 + —, ce qui montre que & passe par P.

P1 P1

™

T
Vs — a3 — 3 \/712—04%—5%+2)\(71—041)).

Or 2\ (11 — a1) > 0.
D’ou l'aire de &, est inférieure ou égale a celle de &;.

L’aire de & est

Le triplet (a1 + A, 51,71 + A) est donc associé a une ellipse & de centre O passant par Py
et dont l'aire est inférieure ou égale a celle de &;.

I11.D.2) Soit i € {2,...k}. 1 —cos(26;) <0< 1 —cos(26;) =0 < 0, =0 [n], ce qui signifie que
P, € (OPy), ce qui est contraire & 'hypothése. Donc :

Vie{2,..,k}, 1—cos(20;) >0

1
I11.D.3) L’on sait que & est convenable, donc Vi € {2,...,k}, 71 < aq cos(26;) + f sin(26;) + —.

i

1
Dire que & est convenable, ¢’est dire que Vi € {2,...,k}, 72 < agcos(260;) + [2s8in(26;) + — <

2

1 1
A(1 — cos(260;)) < ay cos(20;) + By sin(26;) + — — 1.

Pi

1
vy cos(20;) + By sin(20;) + — — 7
Choisissons A = min L . Alors A > 0. Pour cette valeur de
i€{2,....k} 1 — cos(26;)
1

ay cos(20,) + Brsin(205) + — —n

A, & est convenable et ds € {2, ...k}, A = h , ce qui signifie que

1 — cos(26,)
&y passe par P.
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’On peut donc trouver A tel que & soit convenable et passe par I'un des points P, ... Py

II1.E -
IIL.E.1) (o, B7y) vérifie le systéme :
1 ( 1
Y=o+ —=5 —a+7=—=
P1 1 RN P1 1
v = acos(202) + [sin(26,) + pe —acos(20y) + v = [Bsin(20y) + p
2 . 2
1 1
( a1 — cos(262)) = —— + — + [Bsin(26,)
< os(26) |
cos
Y(1 — cos(203)) = ——22 + (sin(26,) + ?
\ 1 2
( 1 1
o= —L_P = g(9)
N 1 — cos(26,)
20 1
_C_Osfﬂ 2) + Bsin(260,) + e
1 2
= — h
7 1 — cos(26,) (8)

1
Donc, les triplets (a, 3,v) qui vérifie v = acos(26;) + sin(20;) + — pour i = 1 et 2 sont les
p.
triplets de la forme (g(3), 5, h(3)) ou

2

g: R—=R et h: R—R

1 1 . 20 1

—— + — + 3sin(20,) ——COS(2 2) + (sin(26;) + —

ﬁ N P1 P2 ﬁ R P1 95

1 — cos(26,) 1 — cos(26,)
II1.E.2) On constate que g et h sont des fonctions polynomiales du premier degré de 5 de méme
in(26
coefficient dominant M

1 — cos(263)

Donc pour un triplet («, 3,7) de la forme (g(3), 3, h(3)),

72— o?

— [3? est un polynéome du second degré P(/3) dont le terme de plus haut degré est — 3%

II1.LE.3) Comme &, passe par Py et Py, ag = g(f2) et y2 = h(52).
L’aire d’une ellipse associée a (o, 3,7) est m
/2 a2 _ 32

lorsque 72 — a? — (3% est supérieur & P(3;) et si elle passe par Py et Py, lorsque P(3) > P(3;); c’est
a dire quand ( € [f2, #3] ou f5 est la seconde solution de I’équation du second degré P(3) = P(f3;)

- B + B3 B2 + B3
2 2

; donc elle est inférieure a celle de &

d’inconnue (. En effet P est croissante sur | — oo,

] et décroissante sur | ,+oo[. Jai

montreé :

Un triplet (a, 3,7) est associé a une ellipse convenable passant par P; et P,
d’aire inférieure ou égale & celle de &, si et seulement si 5 € [, 35]

=

II1.E.4) Les ellipses convenables associées a («, 3,7) passant par P et P, d’aire minimale véri-
fient donc [f32, F5] et un systéme d’inéquations linéaires du second degré, vérifié par (B2, qui traduit

=
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que chacun des P; pour i = 3, ..., k est a 'intérieur de &. Donc, elles vérifient § € K, ou K est un
fermé borné non vide de R sur lequel P admet un minimum. Donc :

Parmi les ellipses convenables passant par P; et P, il en existe une d’aire minimale.

IIL.F - On a vu qu’il existe des ellipses convenables d’aires minimales passant par deux points
non alignés avec O. Le nombre de points P; étant fini, il n’existe qu'un nombre fini d’ellipses

convenables &, ... , &,, passant par deux points et d’aires minimales (pour les ellipses convenables
passant par ces deux points), respectivement ay, ..., a,. Prenons parmi ces ellipses I'une : £, dont
laire est min a;.

ie{1,....,p}

Comme toute ellipse optimale passe par deux points non alignés avec O (sinon on pourrait
d’aprés les questions I11.C.1 et II1.D.3 trouver une ellipse convenable d’aire inférieure), £ est opti-
male. Donc :

’Il existe une ellipse optimale et elle passe au moins par deux des points F;

Partie IV - Unicité de ’ellipse optimale

IV.A -
IV.A.1) La section de H, par le plan d’équation X = 0 est la réunion des deux droites sécantes
' . . X=0 X=0
d’équations respectives 7y et gy -

De méme, la section de Hy par le plan d’équation Y = 0 est la réunion des deux droites sécantes

. . . Y =0 Y =0
d’équations respectives 7_x et 7 _x
La section de Hy par le plan d’équation Z = 1 est le cercle d’équati z=1
a section de Ho par le plan d’équation Z =1 est le cercle d'équation ¢ v»  y»_ ;-

IV.A.2)

Hy est un cone de révolution d’axe (27) et de sommet O

IV.A.3) Le triplet (c, 3,7) est associé a une ellipse si et seulement si y > 0 et 72 > a? + 3%

Les points de coordonnées (a, 3,7), associés a une ellipse, sont donc les points situés
au-dessus de H .

IV.B -
IV.B.1)

7; est un plan.

IV.B.2)

1
Les points de I'espace vérifiant Z < X cos20; + Y sin 26; + — sont situés en-dessous de 7;.
p.

)

IV.C -
IV.C.1)

K est donc I'ensemble des coordonnées des points situés au-dessus de Hg et en-dessous des
k plans 7;.
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IV.C.2) Soient M; et My de coordonnées respectives (X1,Y1, Z1) et (Xa, Ys, Z2) appartenant a
Xi+Xo Y1 +Y Zl+Zz>

K. Leur milieu I a pour coordonnées (u,v,w) = <

2 o2 2
On a alors :
Vie{l,.., k},
1 . 1
1 — Zl—X1COS20i—}/181I1291‘——2
. 2 -
w — ucos 20; —vsin26; — — = g
Pi + (Z2 — X2 COS 291 — ng sin 292 — —2):|
Pi

1
D’ott w — ucos20; —vsin20; — — < 0 et [ est situé en-dessous des plans 7;.
Par ailleurs, |X; X, +Y1Ys| < (X2 +Y2)Y2(X2 +Y}2)Y? (inégalité de Cauchy-Schwarz)
< Z1Z

w2 — 2 —? = Z1 + 2 2_ M Y1+Y2
2 2
1 1
- +-(Z
61 2

(72 - X2—YY)+- (22— X2— Ty — X1Xo — 1Y5)

D’ou I est situé au-dessus de Hg .

On a montré que :

Le milieu de [M;, Ms] appartient a K

IV.D -

X —
IV.D.1) La section de H; par le plan d’équation X = 0 a pour équation cartésienne 3{ 72 _?/2 .y

On reconnait ’équation d’une hyperbole équilatére du plan (Y Z) centrée en 2 et d’axe trans-
verse (Q07).

. . . . Y=0
La section de H; par le plan d’équation ¥ = 0 a pour équation cartésienne :{ 72 x2 |

On reconnait I’équation d’une hyperbole équilatére du plan (X Z7) centrée en 2 et d’axe trans-
verse (7).

: o L - X?4+Y?=0
La section de H; par le plan d’équation Z = /I a pour équation cartésienne : 7 -

Cette section est réduite au point de coordonnées (0,0, v/1).

: s L » X2 +Y?2=3I
La section de H; par le plan d’équation Z = 2v/1 a pour équation cartésienne : 7 — 921

On reconnait le cercle du plan d’équation Z = 2v/1 centré au point de coordonnées (0,0, 2\/7)

de rayon v/3l.

IV.D.2) H; est un hyperboloide a deux nappes, de révolution d’axe (272).

IV.D.3)
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IV.E -
IV.E.1) Le point M; est situé au-dessus de H;'".

IV.E.2) Les points de H;" étant ceux qui vérifient Z = /I + X2 + Y2, les coordonnées de Ms;

vérifient v3 > /1 + a3 + (3 < (puisque 3 > 0)

v — o — B >

IV.F - Supposons qu’il y ait deux ellipses optimales distinctes & et £ associées respectivement
aux deux triplets (aq, 81, 71) et (az, B, 72) et considérons Dellipse & associée au triplet (ag, O3, 73) =

1
5 (a1, Br,m1) + (@2, B2y 72)).
D’aprés IV.E., on a bien affaire a une ellipse car v3 > 0 et 73 — a2 — 32 > [ > 0.

D’aprés IV.C.2), elle est encore convenable.
D’aprés IV.E.2), son aire est = T = = < T — aire de & = aire de &.
V3 — o3 — [ Vi

D’ou & et & ne sont pas optimales. On a montré :

’Il y a unicité de D'ellipse optimale.

V.F - Exemples
V.A.1) Si Pellipse optimale n’était pas symétrique par rapport a A, sa symétrique par rapport

a A serait aussi optimale, ce qui contredit son unicité. Donc :

[L’ellipse optimale est symétrique par rapport a A

V.A.2)
a) {Py, P} est symétrique par rapport a (Oz). Donc Pellipse optimale est symétrique par rap-
port & (Ox). Comme elle est centrée en O, elle est aussi symétrique par rapport a (Oy).

Donc :
) p)
¥y _q

L’équation de Pellipse optimale est de la forme — + 2
a

b) Soit & l'ellipse optimale. Choisissons @ > 0 et b > 0. P, et P, vérifient I’équation de €. Donc
2 2

4 1 - — =cos« a=

=1, ce qui montre que Ja € [0, —} ¢ & copa

2] 1_ . -

b

e
= sln« = —
SN ¢«
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27 A7

D’ou laire de & vaut _ = — )
COSs (v Sin o sin 2«

m
Cette aire est minimum quand sin2a =1< a = 1 et

a=2V2etbh=+2

V.B -
V.B.1) P, € [Py, P5). Tl s’agit donc de vérifier que l'intérieur d’une ellipse est convexe. On peut
2 2
le vérifier sur ’équation réduite dans un repére orthonormé : — + ‘Z—Q =1

Soient Mi(x1,y1) et Ma(xs,ys) intérieurs a lellipse. Soit M(tml + (1 =)o, tyy + (1 — t)ys) €
[My, My] (t € [0,1]). On a alors :
t 1—t)z)? (¢ 1 —t)ys)? 2 2 x2
(boy + (1 = )75)* | (tys + (L = D)yo) _§Cﬁ+@_+ﬂ_w (§+w>

a? b2 b2
—|—2t(1 _ t) <$15U2 + yly2>

22 g2 12 /2 y2 1/2
<2+ (1- t)+2t(1—t)[< +b;) (a—§+b—§)

(d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz)
<P+ 1-t)+21—t)=(t+(1—-1t)*=1

D’ou M est intérieur a 'ellipse.
Donc comme P; et P, sont intérieurs a l'ellipse optimale, Py 1’est aussi et

[Pour rechercher Tellipse optimale, on peut supprimer le point P,

1
V.B.2) P, P,, P3 ont pour coordonnées polaires respectives (3,0), (2\/§, g) et (5, g)

V.B.3) Les trois inégalités du III1.A.2) s’écrivent alors :

1
< —
v < a+9

NEEE

7_—+ﬁ—+ﬁ
7< —a+4

V.B.4) Soit &£ ellipse de centre O passant par P; et P5. Montrons qu’elle ne contient pas Ps.
D’aprés ce qui précéde, si elle associée au triplet («, 3,7), I'on a :

A

=—a+4
K “TIR

Orv?—a?—3F>0=p0 <> —-a?=
Par ailleurs P; intérieur a £ équivaut & :

1 37 35 1 3
— _|_ ﬁ[ 4+ - & — - — - — S ﬁi
12 18 %6 12 2

@BZ%

2
Or (8 ne peut étre a la fois inférieur a 3 et supérieur ou égal a % Donc :

372—352_4 ) tre : 18] <
gz = g ° qui montre : 3

Il n’existe pas d’ellipse de centre O, passant par P, et P et contenant P, ||
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V.B.5) Lorsque P; et P» € &,
1

1
:Oé+— _— —
gl 5 v 18+6\/§

« V3 1 < __i
7:§+57+E @_2 18+ﬁ\/g ,
D’oﬁyz—az—ﬁ2:<1—18+ﬁ\/§) —(—1—18+ﬁ\/§> —522—52%—%6’5

9
72_a2_52:_ﬂ2+¥

V.B.6)

23 3
Cette expression est maximale pour —23 + %_ =0 0= g

V.B.7) On a alors :

1 1 1 7
V=g tAVI=gia=gg

D’ou I’équation de I'ellipse optimale :

Cette équation est équivalente a :

1 2, 2, ¥ 1 2
§($—y\/§) tay -3 =1 @5(9«“—.@\/3)

x
Y= V/3sin %)
D’ou la représentation :

AAA
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