Corrigé de I’épreuve de Mathématiques I, série TSI, concours CCP 2007

Partie 1 : Quelques résultats préliminaires
1.1) ¢ et ¢ sont C*° sur [1,4o00| et Vo € [1, +o0]:
1

P S S S T
4 (x+1)2 x+1 2z x(z+1)2
1 1 1 —1
"(x) = — — = < 0.
V() (x+1)2 a:+2+$+1 (x +2)(z+1)?
kp est donc croissante et 1) décroissante sur [1, +00]]
En outre, lirf o(x) = liril Y(z) = 0.
D’ou les tableaux de variations :
T 1 +00 x 1 +00
O(x)|1/4 + et | Y (z) | —1/12 - :
o(x) [1/2—=1n2 0 P(z) | 1/2-1n3/2 \, 0
On obtient :

Vo € [1,+o00[, ¢(x) <0 et p(x) >0

1.2) On obtient ainsi les représentations graphiques :

O.Zi
1y
O.li
y=psi(x)
o 1 2 3
] X
] y=phi(x)
—O.Ii
—0.2"
1 1
2)Vn € N*| upyq —u, = il In (n;li- ) = @(n) <0 et (u,) est décroissante.

1 2
Unpt = Un = o In (Z i 1) =1(n) > 0 et (v,) est croissante.

n+1

Enfin u,, — v, = In ( ) qui tend vers 0 en +o0.

Les suites (u,,) et (v,) sont donc adjacentes.

1—-(1-
3.1) Soit n € N*. f est une fonction rationnelle continue sur |0, 1]. En 0, f(x) = (1 = nz + ofx)) =
T

n+ o(1) et f se prolonge par continuité en 0. D’ou :

[f est intégrable sur ]0, 1]]
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et :

:nz(l) (k+1)Xk

3.3) La famille (1,X — 1,(X —1)%,--- (X — 1)"!) est une famille de polynomes de degrés
échelonnés, donc libre dans I'espace vectoriel R,,_;[X]. D’autre part, dimR,_;[X]| = n et la famille
comprend n polynémes

(1, X —1,(X —1)% -+ (X —1)" 1) est donc une base de R,,_;[X].
n—1
X ( ) n—1
On a aussi f(X) = —= car a” — b" = (a —b) > akpn—tF
X &
=Sa-xp
k=0
et :
n—1
fX)=) (DX -1F
k=0

3.4) D’apres la question précédente,

n—1 » n 1
/f Jdr =% (1) (PH)/O e
n—1

=17 (pz 1) zﬁ

I
17T

=
[N
i)

I
(7=
|
—_
=
L
N
=3
N——

et de méme :

/Olf(x) o = (—1)p/01(x—1)pda:

i
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B“ﬁ
|
- o

I
—~
|
—_
~—

S

hS]
I
o
i
+
—_

l
=

T
A
"=

On a donc :

[ 1 dximl@il
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Partie 2 : Transformée de Laplace

4) / In(t) dt = [tIn(t) — t] = aln(a) — a — zIn(x) + = qui tend vers aln(a) — a quand = tend

vers 0.

On en déduit que Va € R™, In (continue sur ]0, a] et de signe constant sur |0, 1]) est intégrable
sur |0, a).

En outre, l'on sait que Vo € R™, In(z) < z et donc, pour A =1, § =1etn =1, Vo €
[A, +o0], 0 <In(z) < fa".

Donc In € E.

5) Soient fet g€ Eet Aet pe C. Alors Af 4+ pg € C(J0, +o0[,C), Af + ug est intégrable sur
tout ]0,al, a >0, et s’il existe A, B >0, 5, v>0, m, n €N tels que :
Vo € [A, +oo, [f(z)| < Ba"
Vo € [B,+oof, |g(z)| < vya™,
et par exemple n < m, 3C > 0 tel que si z > C, |[A\|gz"™ < |A|S. D'ou pour z >
max (A4, B,C) =
(A 4+ pg)@)] < [Mf()] + [pllg(z)]
< [A[Ba" + [ufyaz™
< (JA|Bz™ ™™ + |ply)2z™
< (JAIB + uly)z™
Donc A\f + pg € E. Comme E # (),

|[E est un C-espace vectoriel, sous-espace de C(]0, +o0], C)|

6) Tout d’abord, @, est continue sur R**.
D’autre part, 34 > 0, § > 0, n € N tels que pour x > A, |f(z)| < fz". D’ou pour t >
A, o ()] < pt"e™*". On en déduit que th+m t2p.(t) = 0, ce qui permet d’affirmer que ¢, est
—1 00
intégrable sur [1, +o0].
Enfin |p,| < |f| ce qui permet d’affimer que ¢, est intégrable sur |0, 1].
Donc,

lp, est intégrable sur R™

7) L est linéaire car I'intégrale est linéaire.

8) f est continue sur RT; donc f est intégrable sur tout ]0,a], (a > 0).
Il existe A >0, >0, n € N tels que Vu > A, |f'(u)| < pu"
D’ou, pour tout t > A,

)] = /f ) dul

< If(4) / £(w)] du

< 1A+ / Bu" dul

?nJrl . AnJrl

< |f(A)| +

o e
<\|f(A)|l+ 08—

<+ st 6
< n+1 _ —
<K+t (avecK—|f(A)|+n+1et7—n 1)

OrdB>0,t>B= Kt"!<l1.
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Pour ¢ > max(A, B), |f(t)] < (y+1)t""' et f € E: £ a un sens.

Soient u, v > 0. Alors :
v v —xt
NG
t
L+/u Ft)—

[ sttear - [—f(t)ej

u vers 0 et v vers 400, on obtient :

e = [ pyestar = 1O L)

0 T T

Vo >0, L(f)(z) = =L(f)(x) — [(0)

dt par intégration par parties. En faisant tendre

et

9) Soit k € N;

- fk € C(R+*,C)

- fx se prolonge par continuité sur tout [0,a], a > 0. Ce qui montre que f; est intégrable sur
tout |0,a], a > 0.

- D’autre part, pour A=1, B=1, n=Fkett > A, |fu(t)] =tF < Bt".

(07
0
tk-l—le—itt @ 1 o
= {— + - / (k4 1)t*e™"" dt (par intégration par parties)
x x
abtlema +1 ’
= — + 1,
x x

k+1
_rrl,
x

et en faisant tendre « vers +00, I'on obtient Vo > 0, L(fr11)(2) (fx)(x), ce qui montre

par récurrence simple :

Vo > 0,
L)) = 2L ()
= CL(f)(a)
or Lifa) = | ey
1
D’ou : i
Vo >0, Vk €N, L(fi)(z) = Il,i

10.1) f,, € E car elle se prolonge en une fonction continue sur R* et elle est de module 1.

10.2) Pour z > 0,

+oo
L(fo)(x) = / e“te " dt
0o
_ et(iwf:c) dt
0
[et(iwx) } o0
w—T |,
B T — iw
Donc :
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1

Ve >0, L(f,)(x)

T+ w

xr —

w22+ w?

10.3) En passant aux parties réelle et imaginaire, on obtient :

Vo >0, L(cos,)(z) = et

2 + w?

w

2 + w?

L(sin,,)(z) =

Partie 3 : Transformée de Laplace de la fonction de Bessel

11) Soit g l'application de R x [0, 7] dans R qui & (¢, ) associe cos(t cos 0).

g est évidemment C* sur R x [0, 7] = U.

lg(t,0)] <1
9% 4.9| = fsin(tcos )| < 1 ™
En outre, V(t,6) € U, a( 0] = [ = cosOsin(t cos 0| < et I'intégrale / df converge.
2 0
%(t,&‘ =| — cos?f cos(tcos )| < 1

Cela permet d’affirmer que J est de classe C? sur R et que :

1

J(t) = —=

Vt € R, n
"

t)=—=

J"(t) -

1 ™
/ cos? 0 cos(t cos ) df
0

/ cos O sin(t cos §) do
0

12) Intégrons par parties l'intégrale qui donne J'.

1 ™
VieR, J'(t) = — ([sin@ sin(t cos 0)]; +/ tsin® 6 cos(t cos ) d@) =
0

t

Tt ==

/ sin®@ cos(tcos ) df
0

t
13) Vt € R, tJ"(t) + J'(t) +tJ(t) = =

/ cos(t cos®)(—cos*f —sin®6 + 1) df = 0. Do :
T Jo

|J est solution de I'équation différentielle (E) : tJ" + J +tJ =0]

14) J est continue sur R, donc continue sur R*™* et intégrable sur tout |0, a] ot a > 0.

1 T
|J(t)] < —/ | cos(t cos6)| db
T Jo_

1
/dQ
0

1£°

D’autre part, Vt € [1, +o0],

IN

™

Do [J € B]

15.1) 0 — oy est m-périodique et paire. D’ou :
w/2 1 w/2 1
I(z) = —— df =2 —— df
(z) /W/Q x% 4 cos? 0 /0 x% + cos? 0

15.2) Dans l'intégrale proposée, posons § = arctanu. Cela est possible car arctan est un
0
difféomorphisme de [O, 5 [ sur R™. On obtient :
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du

/”/2; :/+°°1+7u2
o 22+ cos?6 0 2 1

14 u?
/+oo du
o utr?+41+4 22
+oo du

_ 1 /
S 1+a? ( ux )2
1+

V1422

zdu
1 /+oo V14 a?
V1422 Jo 1+( uz )2

1 ux oo
=— — larctan | ———
$\/1+I2{ (\/1+$2)}0

D’ou :

w/2 1
7r 7r
/ 5 57 = et I(1) = ———=
o 22+cos?0 211+ 22 V1 + 22

16) La transformée de Laplace de J s’exprime, pour z > 0 par :

LU)(z) = /0 - (% /0 " cos(t cose)de) et

1 ™ +o0
= —/ (/ cos(t cos 9)6”) do
T Jo 0

Or, en posant a = cosf,

+o0 +oo t(ia—zx) —t(ia+w)
/ cos(at)e 'dt = / c +2€ dt
0 0
1 et(ia—a:) e—t(ia—l—a:) +oo
T2 [ia—x e L
1 1 1
2\r—1ia x+1ia
T 2 +3?2
22+ cos?h
D’ou : | g
x
L(J = — do
(J)(=) ™ Jo x27—4—00829
= — X ———— (d’apres 15.2
oy R (d’ap ) .

On a montré :

1

Ve >0, L(J)(z) = e

Partie 4 : Transformée de Laplace de la fonction logarithme

17) g est continue sur R**.
En 0, 1in(1) V't g(t) = 0 (la puissance "I’emportant” sur le logarithme) et g est intégrable sur |0, 1].
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En 0, tliin t? g(t) = 0 (I'exponentielle "I’emportant” sur le logarithme et
— T 00

intégrable sur [1, +o0].
D’ol1 g est intégrable sur R**.

la puissance) et g est

1
18.1) In est C*° sur R et Vt > 0, In"(¢) = 5 : In est concave et sa courbe représentative est

située en dessous de ses tangentes, en particulier au point d’abscisse 1. D’ou :

Vu €] — 1,400, In(14+u) <u

L’on en déduit que si z €]0, n|, _z €]0,1[ et In <1 — f) < SN
n n

e i (1) <o (-5) - ”

x .
1-— —) <e*(n>0, u— u" est croissante sur R*).

n
T

(Erreur d’énoncé : pour = €)0, nl, il faut prendre U, (x) = (1 - —)nln(a:).)

n
D’ou, pour z €]0,n[, 0 < |U,(z)| < e *|In(z)|
Pour = € [n, +oo[, 0 = |U,(z)| < e *|In(z)].
On a montré :

Ve € R™, Vn e N*, 0 < |U,(2)| < e *|In(x)|

18.2) z étant fixé, a partir d’'un certain rang n (E(x) + 1), l'on a x < n et

Up(z) = <1 - %)nln(x)
= exp (n In <1 — f)) In(x)

n

T T R
Or In (1—— ~ ——. Dou:
n/ n—+oo n

lim U,(z) =e “In(x)

n—-+o00

19.1) h: ]0,n] =R est continue sur |0, n).

n

t
t 1——) In(¢
— - n(t)

En outre h(?) -~ In(t) et In est intégrable sur |0, n] et de signe constant sur |0, 1].

Donc h est intégrable sur |0, n] et J,, existe.

1 p+1] 1 Ly
19.2) / u? In(nu) du = {uin(nu)} / Y
g 15 g Uu

p+1 (p+1
_In(n) 5p+1ln ne) /
CpFl p+1
_In(n) 5p+1ln (ne) 1 —ept!
Cp+1 p+1  (p+1)?

D’ou :

In(n) ePtlin(ne) 1 —ebt!

1
/ u? In(nu) du = — —

p+1 p+1 (p+1)2
, In(n) 1
En faisant tendre ¢ vers 0, le second membre tend vers —
p+1 (p+1)?
In(n) 1

1
/ uP In(nu) du converge et vaut
0

p+1 (p+1)?

ce qui montre que :
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1 (n+1 n!
19.3
) e
1 n!
" p+1p(n—p)
1 n
_p+1(p)
On a montré :
1 (n—l—l) 1 (n)
n+1\p+1 p+1\p
n T\
19.4) J, = (1——) In(t) dt
o n
=n / (1 —u)"In(nu) ds (changement de variable valide ¢t = nu)
" In !
:nZ( )(—1)p/ upln(nu)
p=0 p
noin In(n
=n -1 (d’apres 19.2
pzo(p)( )<p+1 ) )
n o /n (_1)p p ()
=nln(n +n
( )};)(p)p+1 z;(p+1)2 p
1 n 1 1)ptt 1
:”“(”)Z(”+ )( L Z( ) ("+ )(d’aprésl9.3)
n+1 ,=5\p+1 n—i—lpzo p+1 \p+1
In(n) 7t1 1 o (1) 1
-0 n(n) (n—i— )( Yt Z( ) (n—i— )(translation d’indice)
n+l ;5\ »p ntles p p
n+1 n
_ nin(n) _Z(n+1)(_1)p+1 L (_ +1(—1)P (n+1))
n+1 = P n+1 =1 P D
(1-1)n+1=0
nln(n) n ntll
= — — (d’apres 3.4
e n+1pz::1p( apres 3.4)
n ntl ]
= lnn— S* 2
n+1(nn p;p)
()
= —un—
n+1 n+1
D’ou :
_on 1
T T

20) On déduit de la question précédente que lim J, = —v.

400
Or / e “In(z) dx
0

n—-+o0o

+o0

lim Unp(x) dx
n—-+o0o 0

n
lim
n—-+o00 0
lim J,

n—-+00

-

Un(z) dz (Up(x) = 0 pour z > n)
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On a montré :

+o0
/ e “In(z) de = —v
0

21) On a montré dans la question 4 que In € F : sa transformée de Laplace est donc définie.
On a alors pour x > 0,

+oo
L(In)(z) :/0 e "In(t) dt

+oo
u, du
= e “In(=) — (t — u = xt est un difféomorphisme de classe C' sur R™*)
r

0
1 [T | too
= —/ e “In(u) du — M/ e " du
0 0

X X
—v — In(z)

9 N x
D'ou :

£(In)(z) = —7 —In(z)

T

AAA
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