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Controlabilité

Notations

Seit E un espace vectoriel normé de dimension finie sur K = R ou C. On note alors
C(R; E) (resp. C*(R; E)) 'ensemble des applications continues (resp. de classe C!) sur R &
valeurs dans £.

Dans tout 1’énoncé, n désigne un entier naturel non nul, et 'on munit R® de la structure
euclidienne canonique : pour (z,y) € R* xR™, (z | y) = >_7_; ziy: désigne le produit scalaire
de z et y, et ||z|| = v/(z | 2), la norme associée.

La notation M, ,(K) désigne Pensemble des matrices & n lignes et m colonnes et &
coefficients dans K. Lorsque n == m, on utilise également la notation M,,(K ). On note GL,(K}
I'ensemble des matrices inversibles de M, (K). La matrice diagonale de M, (K) dont les
coefficients diagonaux valent 1 est notée I,,. L’ensemble des valeurs propres complexes dune
matrice carrée A est noté Sp A. Le polynéme det(A—X1T,) est appelé poiyndme carvctéristique
de A.

On identifie une matrice A € My, ,(K) & 'application linéaire de matrice A par rapport
aux bases canoniques de K™ et de K".

Si A € M, m(K) a pour coefficients a5, la matrice B € My »(K) de coefficients bj; = aj;
pour 1 <i<metl<j<n estappelée transposée de A, et notée *A. On identifie un vecteur
colonne (resp. ligne) de R™ & une matrice de My 1(R) (resp. My »{R))}. En particulier, pour
z € R™, la notation “ désigne le vecteur ligne de mémes composantes que z. Par conséquent,
on a (z |y) =Yz pour tout couple (z,y) d’éléments de R"™.

On appelle norme matricielle une norme |||-f|| sur M,(K) telle que

V(4, B) € Ma(K) x Mn(K), [ ABI| < [ Al 1B

I. Exponentielles de matrices

1. Donner un exemple de norme matricielle sur M, (C).
2. On suppose désormais que M, (C) est muni d’une norme matricielle |||-|||. Soit A €
Myu(C). Pour p € N, on pose S, = i:oi_;c'
(2) Montrer que pour tout couple (p,m) € N? tel que p > m, on a

e k
A

15, Sl < 2 HAIE,
=m-1 '
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(b) En déduire que la suite (Sp)pen converge dans M, (C). On notera e? la limite de
cette suite,

{c) Vérifier que A et e commutent, et que *{e?) = eA,

3. On suppose que A est diagonalisable. Montrer que e est diagonalisable et déterminer
Spe® en fonction de Sp A.

4. Soit € C*. Pour t € R, on pose &(t) = e'x.

(a) Montrer que & est une fonction de classe C! sur R et vérifie 'équation différentielle
(1) X' =AX

avec condition initiale X{0) = x.

(b) Plus généralement, montrer que si f € C(R;C") alors

R — C"
v {t — et ($+f{fe*TAf(T)dT)

est I'unique solution de classe C! de
X'=AX + f(1), X(0) ==z.

5. Dans cette question, on suppose que A est diagonalisable. On dit qu’une solution ® de
(1) est asymptotiquement stable si & tend vers 0 en +oo.
Montrer que toutes les solutions de (1) sont asymptotiquement stables si et seulement si
les valeurs propres de A sont toutes a partie réelle strictement négative.

II. Commandabilité

Dans cette partie, on se donne une paire (A4, B) constituée d’une matrice carrée A € M, (R)
et d'une matrice B € M, (R) (avec éventuellement m # n). A cette paire, on associe une
famille d’équations différentielles :

(C) X' = AX + Bu{t),

ol la fonction (a priori inconnue) « appartient & C(R;R™). Cette fonction u est appelée
contréle.

On s’intéresse au probléme de commandabilité associé a la paire (A, B). Plus précisément,
étant donné un temps T > 0 et un vecteur z7 € R™, on cherche 4 déterminer ¢'il existe
un contréle u € C(R;R™) tel que l'unique solution ® € CY{R;R™) de {C) nulle en 0 vérifie
®(1") = zp. Si un tel controle existe, on dit que Pétat zp est atteignable en temps T'. On note
Ap Pensemble des états atteignables en temps 7.

6. Montrer que A} est un sous-espace vectoriel de R™.

7. Soit z7 € Ar et uw un controle amenant 'état nul & £ = 0 a 'état =7 au temps 1.
Montrer que 'on a

T
T ﬁf e(T_S)ABu(S) ds.
0
8. Soit C € My mn(R) la matrice par blocs définie par
C= (B AB A’ --- A™'B).

On note ImC = {CZ/Z € R™"}.



(a) Montrer que pour tout k € N, la matrice A* est combinaison linéaire de la famille
(In, Ay -, ALY,
(b) En déduire que Ar C ImC'.
9. On rappelle que si F C R", alors F- désigne {z e R*/Vy € F, (z | y) = 0}.
(a) Soit y € AF. Montrer que
/T tye(T_S)ABtBe(T_S)tAy ds = 0.
0
(b) En déduire que y € (ImC )J' puis comparer Ar et ImC'.
(c) L’ensemble Ar dépend-il de T'7
10. On dit que la paire (A, B) est commandable en temps T si tout état est atteignable en
temps T (i.e. Ap =R").
(a) Montrer que la paire (A, B) est commandable si et seulement si le rang de C' est
n.

b) En déduire (]U’UDG paire commandable en temps T est aussi commandable en temps
T’ pour tout T’ > 0.

(c) Donner un exemple de paire non commandable.
T
11. On pose D= ] E(T—S)ABtBe(T—S)tA ds.
0

(a) Montrer que D est une matrice carrée symétrique de taille n, et que Im D C Arp.
(b) Montrer que Ker D C A%.
(c) Montrer que, pour toute matrice symétrique M, on a (Im M)+ < Ker M.
(d) En déduire que Ar =ImD.
12. Dans toute cette question, on suppose que la paire (A, B) est commandable.
(a) Justifier 'inversibilité de D).
(b) Soit zr € R™. Pour s € R, on pose v(s) = ‘BelT 54D 1z Montrer que le
contréle v envoie I'état nul & ¢ = 0 sur 'état zr au temps t =T .

(¢) Montrer que pour tout contréle v € C(R;R™) transformant 1’état nul & ¢ = 0 en
Tétat o7 au temps T, on a

T
[ 661 (uts) = wtsp) ds =0,

(d) En déduire que le contréle v est celui qui minimise 'énergie : pour tout contrdle
u € C(R;R™) amenant 0 & xz7 en temps T, on a

T T
'LLS2S USQS
[On()udzfound

avec égalité si et seulement si u = v.
13. Application : on s'intéresse & 'équation différentielle scalaire suivante

(H) &+ 201" + wiz = wiu(t)
ol wy €0, +oc[ et A € R sont deux parameétres donnés, et u € C(R;R).
(a) Résoudre (H) dansle cas u =0 et A € [0,wo].
{b) Trouver une paire (A4, B) telle que (H) puisse s’écrire comme un systéme de com-
mande de type
(H") X'(t) = AX + Bu(t).

(c) La paire (A, B) est-elle commandable ?



I11. Stabilisation par retour d’état

Dans cette partie, on s'intéresse aux controles dépendant linéairement de la solution X.
Plus précisément, on suppose que u = KX ot K € M,,,(R}. De tels contréles sont appelés
retours d'état (en anglais feedbacks).

On cherche & déterminer s’il existe une matrice K € My, »(R) telle que toute solution de

~ AX + B(KX)

soit asymptotiquement stable. Une paire (A, B) vérifiant cette propriété est dite stabilisable.

14. Montrer que pour tout couple (A, wp) € R? tel que wg > 0, la paire associée & I’équation
différentielle (H') définie dans la question 13 est stabilisable.
15. Dans le cas A = 0, peut-on trouver un réel k tel que toute solution de (H') avec
u(t) = kz{t) soit asymptotiquement stable ?

16. On dit que la paire (A4, B) est conjuguée a la paire (4, B) s'il existe P € GL,(R) telle
que A = P7'AP ¢t B = P~'B. Montrer que la paire (A4, B) est commandable si et
seulement si la paire (A, B) l'est.

17. Dans toute cette question, on suppose que m = 1 et que (A, B) est commandable. On
identifie B au vecteur b= (by, -« ,by).

(a) Vérifier que la famille de vecteurs (b, Ab---, A*~'b) engendre R™ et qu'il existe
(ag, -+ ,an—-1) € R™ tel que

A" = agb+ -+ + an_1 A" 'h.

(b} On pose f, = b et l'on définit (f,—1, -+, f1) par la relation de récurrence f; =
Afjs1—ajfn pour 1 <j<n—1. Montrer que (f1, -+, fn) est une base de R™.

(¢} En déduire que la paire (A, B) est conjuguée 4 la paire (ﬁ, B) suivante :

0o 1 0 0 0
~ 0 1 | B
A = : . . 0 et B= :
o o0 - 0 1 0
ap @y v Onpg pl 1

(d) Scut F c R[X] un polyndme de degré n et de ceefficient dominant (—1)”. Montrer qu’il existe
K¢ M1 (R) tel que F' soit le polyndme caractéristique de la matrice A+ BK.

(e) En déduire 'existence de K € Mj,(R) tel que F soit le polyndme caractéristique
de la matrice A+ BK.

18. Dans le cas m = 1, montrer que {4, B} commandable entraine (A, B) stabilisable.



	

