Corrigé de I’épreuve de mathématiques 2003

concours X-Cachan

0. préliminaires

La norme N vérifie VA, B, N(A.B) < N(A).N(B) ce qui par récurrence sur k nous donne :
Vk € N*, N(B*) < (N(B))*.
2
VB e M,, (B) est le terme général d’une série convergente de somme e™¥(5), Comme M,, est un espace

k!
Bk
vectoriel de dimension finie donc complet, toute série absolument convergente est convergente, donc Z o

o0
Bk
est une série absolument convergente (de plus on a : N <Z k') < B,
k=0

k
conclusion : | VB € M, E o est une série convergente

V(A, B) € M,, — et Z —_— bOIlt deux séries absolument convergentes donc le produit de Cauchy de

ces deux séries est une série absolument convergente et sa somme est égale au produit des 2 sommes donc

k k
pour Cj = g f'A" p— !Bk_Z =7 g CiA'BF = E(A + B)¥ si A et B commutent.
=

T gk I pk
exp(A + B) ch = (Z ) . (Z k:'> = exp(A). exp(B)

k=0 k=0

exp(0) = exp(B + (—B)) = exp(B). exp(—B)
exp(0) = exp((—B) + B) = exp(—DB). exp(B)
Comme exp(0) =1, on en déduit :

VB € M, exp(B).exp(—B) = exp(—B).exp(B) =1 d’out

conclusion : ’exp(B) € GL,, et (exp(B))~! = exp(—B) ‘

Comme B et —B commutent, {

k Rk k=1 gk
est de classe C* sur R et ug : t +— 0, u;:tHW

t
VBeM,, VkeN, u :t+—

e > wuy converge simplement sur. R
N(BF).ak1 < N(B)*.a*—!
(k—1)! = (k—1)!
—_———

terme général

e VacR,, Hu%Hgaa] < = Zu§C converge normalement sur [—a, a

d’une série convergente

Nous sommes dans les conditions d’application du théoreme de dérivation des séries de fonctions & valeurs

dans un espace vectoriel réel de dimension finie d’ou :

+o0 +00 " 4o
> " ux est de classe C* sur [—a, a] et (Z uk> => up
k=0 k=0 k=0
I 4k-1pk
= ® est de classe C! sur [—a,a], et Vt €] —a,a], ®'(t) = (=] = B.®(t) = ®(t).B.
k=1

Ce résultat étant valable pour tout réel a de Ry, on a :

conclusion : ’fb est de classe C* sur R et @' : ¢t — B.®(t) = q)(t).B‘
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n thk
7l converge vers eXp(tB)
k=0 ) neN

n thk n thk
VneN,B.(Z o >=<Z o ).B.
k=0 k=0
(A,B) ~— AB
My xM, — M,

finie, par passage a la limite, on obtient :

4. on a:

Comme 'application ( > est bilinéaire donc continue car nous sommes en dimension

conclusion : ’VB € M,, Vt e R, B.exp(tB) = exp(tB).B‘

I. EQUATION DE LAX

1.(a) Par bilinéarité du produit matriciel, on a :
V(a, B) € R2,V(A1, As) € M2, VB € My, [aA; + BA2, B] = (aAy + BA2).B — B.(aA; + (As)
= a(A1B — B.Ay) + 8(A2B — B.As) = alA1, B] + 8[As, B]
de méme , V(a, 8) € R2,VA € M,,,V(By, B2) € M2, [A,aB; + 3Bs] = alA, B1] + B[A, Bs)
et VAe M, [A,A]=AA—-AA=0

conclusion : ’ (A, B) — [A, B] est bilinéaire alternée.

1.(b) Y(A,B) € M2, Tr([A, B]) = Te(AB — BA) = Tr(AB) — Te(BA) = 0= [ Tr[A, B] = 0
linéarité —
de fct tr :T\I'(BA)

1.(c) Soient A et B deux matrices antisymétriques.

A, B] = (AB — BA) = {(AB) — (BA) = 'B'A —tA'B = (—B)(—A) — (—A)(~B) = BA— AB = —[A, B]

conclusion : ’ [A, B] est antisymétrique ‘

1.(d) Soit (A, B) S (%)2, C=AB= (Cl‘,j), A= (ai’j), B = (bi,j)-

n 1—1 n
Soit j < 1, Cij = Zai,k-bk,j = Z Qi k ~bk,j + Zai,k bk,j =0
k=1 k=1 k=1

=0car 1>k - =0car k2=21>7
On a donc : (V(i,5) € [1,n]?, j<i= ¢ ;)= C €T,

conclusion : ’VA, BeT, ABecT,

2.(a) t— A(t) est de classe C! sur I si et seulement si les coefficients de A(t) sont des fonctions de classe C!
sur I. On a aussi : A7 (t) = m.tCom(A(t)).

o t+— det(A(t)) est O sur I car det(A(t)) s’exprime comme une somme de produits des coefficients de A(t)
donc comme une somme de produits de fonctions de classe C* sur 1.

e de plus, det(A(t)) ne s’annule pas sur I car Vt € I, A(t) € GL,, dou t — m est de classe C! sur I.

e Tous les coefficients de ‘Com(A(t)) s’expriment comme des sommes de produits des coefficients de A(t),
ils sont donc tous des fonctions de classe C! sur I.

Tous les coefficients de A~1(¢) sont des fonctions de classe C'! sur I comme sommes de produits de fonctions

de classe C1.

conclusion : |t +— A71(t) est de classe C! sur I‘

Viel, A(t). A (t) = 1= A(t).A"Y(t) + A(t). AL =0= | A~1(t) = —A~1(t).A(t).A"1(t)

2.(a) %(A(t)*l.X.A(t) = S(AG) ™) XAB) ARG XS (AW) = — AL (). A AT (1) X.A@R)+AL (1) X A1)
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= —ATYt).A ATV ). X A(L) + A7) X A(t) ATHE).A = [AT1(t).A, A7V (t). X A(t)]
N—— SN——

conclusion :

d
dt

(A(t)"X.A(t)) = [A71(1).A(t), A7 (1) X.A(1))]

3. Ona:Vtel, L(t)=[L(t), M) =Vtel, Te(L(t) =Tr([L(t),M(t)])=0 dapresI.1.b)
N——

=Tr{L)(t)
par linéarité de Tr

=Vte I, Te(L)(t) =0 ﬁ’ Tr(L(t)) est constante sur I‘

4.a.i) cas B(0) =1 : notons C;(t) le i*®™¢ vecteur colonne de B(t).
det(B(t)) = déterminant des vecteurs colonnes de B(t) dans la base canonique de C™.

%(det B(t) — det B(0)) = % [det(Cy(t), Ca(t), ..., Cu(t)) — det(C1(0), .. ., Cn(0))]

n

= = |2 (@et(Cr(0).- ., Chmt (0), Cult). Cra (1), Cu(t)) = det(C1 (0), .., Gt 0), Ci(0), Crna (1), .
k=1
- 1
= Zdet (C1(0), ..., Cr1(0), =(Cr(t) — Cx(0)), Crya(t) ,..., Cult) )
k=1 ¢ ~—— ——
— C1(0) = Ok (0) =
1 b} 1(0)
: 0
1 :
P by (0) =t} (0)
: 1
0 : -
b7, (0) 1
o1 n .
= lim (det B(t) — det B(0)) = kz_:l b, (0) = Tr(B(0))
conclusion : |t — det B(t) est dérivable en 0 de dérivée Tr(B(0))
ii) cas général :
L (et B(t) — det B(to)) = ——— det B(to) (det((B(to) " B(t)) — det(1)
(t —to) (t —to)

En posant C(h) = (B(to))~!.B(to + h), on se ramene a la question précédente, d’ot :
(det C)'(0) = Tr(C(0)) = (det(B(to)~*.B) (to) = Tr((B(to) " .B(to)
= (det B)'(to) = det(B(to)). det(B(to)*). Tr((B(to) ~*.B(to) = Tr (B(to) " .B(to))

conclusion : |si B(tg) inversible ¢ — det B(t) est dérivable en ¢y de dérivée Tr (B(to)’l.B(to))

4.b) e Sidet L(t) £ 0, ot L(1) = Tr(L~(t).L(¢)) = Te(L~V.[L(t), M)
= Te(LY(8).L(t).M — L~ (t).M.L(t)) = Tt M — = Te(L~\(t).M.L(t)) =0

Tr(M.L(t).L=1(t))=Tr(M)
e Supposons qu'il existe t € I/det L(t) =0 et t < tp.

Soit v = sup{t € I/det L(¢t) = 0 et ¢t < to}. Par continuité de la fonction det L, on a det L(«) = 0 et donc

a < tg. Par définition de «, det L ne s’annule pas sur |a, tg] et comme, d’apres ce qui précede, det L est nulle
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sur ce méme intervalle, det L est constante égale & det L(tg) sur Ja,to] = lim+ det L(t) = det L(tp) # 0 =
t—a

det L(cr) = det L non continue en « (contradiction). D’out det L non nulle sur | — 0o, tp] N I. De méme, on

prouve que det L non nulle sur [tg, +0o[N] = Jet D nulle sur I = ’det L constante égale a det L(tg) sur I‘

e En tous les points ¢ en lesquels det(L(t) — A1) # 0, on a :

QoL —MD)? = Te((L(t) — M)~ " (T - AD) (1)) = Te((L(t) — AD)~L.L(t))
Or L(t) = [L(t), M] = L(t).M — M.L(t) = (L(t).\).M — M.(L(t) — Xl). En posant B(t) = L(t) — X, on a :

——

det(L — XI)¢ = Tr ((B(t))"'.(B(t).M — M.B(t))) = Tr(M) — Te(B~*M B(t)) = 0
De la méme fagon que précédemment, si det(L(tg) — Al) # 0 alors ¢ — det(L(¢) — Al) ne s’annule pas sur [

et si t — det(L(t) — Al) s’annule en un point de I alors elle s’annule sur I tout entier.

4.c Soit tg € I et A € Sp(L(to)) (ot Sp(L(to)) désigne le spectre de L(tg)), on a :
det(L(tg) = A) =0 =Vt € I, det(L(tg) — A\) =0 =Vt € I, A € Sp(L(t))
doi Y(t, o) € 2, Sp(L(to)) C Sp(L(t)) = ¥(t,to) € I2, Sp(L{ts)) = Sp(L(1))

conclusion : ’Le spectre de L ne varie pas avec t ‘

5.a L(0) = X et X possede n valeurs propres réelles distinctes A1, Aa,...,Ay,.
D’apres la question 4.c, Vt € I, L(t) possede n valeurs propres réelles distinctes qui sont A1, Ag,. .., A\p.
=Vt € I, L(t) est diagonalisable dans M,, et est semblable dans M,, & la matrice Diag(A1, Ag, ..., \,) tout
comme la matrice X

=Vt eI, L(t) et X sont semblables dans M,

:>’ pour tout réel ¢t de I, il existe une matrice A(t) inversible telle que L(t) = A(t)" 1. X.A(t) ‘

Il n’y a pas unicité car si la matrice A(t) convient alors la matrice B(t) = 2.A(t) convient aussi.

5b L(t)=A(t)"L.X.A(t) = L(t) = & (A1)~ L. X.A(t)) = [A(t) L. X.A(t), A(t) L. A(t)] d’apres 2.b)

dt
= [L(t), M] = [L(t), A(t)"*.A(®)].

conclusion : | A satisfait a ’équation différentielle { A(0)™.X.A(0) = ‘]X_

[A®) "L X A1),

[A(t)"L.X.A(t), A(t) L. A(t)]

5.c Si A(0) =1, on a bien A(0)"1.X.A4(0) =

Si A= AM alors A=V A= M = [A"'.X.A,M] = [A~" X.A, AL A].
A=AM
A(0) =1

e A = AM est une équation différentielle linéaire d’ordre 1, d’apres le théoreme de Cauchy Lipschitz, il y a

conclusion : | toute solution du systéme{ est solution de I’équation différentielle du 5.b

existence et unicité d’une solution au probleme de Cauchy A(0) = 1.
e Pour construire les solutions de (1), on commence par résoudre le systéme (2) pour trouver une solution
t — A(t), ce qui nous donnera L : t — A(t)"1.X.A(t) solution du systeme (1).

e Si X n’a pas toutes ses valeurs propres distinctes ? 7 7

6 quand M est une matrice constante, d’apres les préliminaires, A : t — exp(tM) est de classe C! sur R et
vérifie A : t — exp(tM).M et A(0) =1 d’ott A : t — exp(tM) est solution dans M,, de (2) et d’aprés L.5.c
L:tw— exp(—tM).X.exp(tM) est la solution de (1). ‘
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I1.1.a On montre facilement que A,, et 7,, sont des parties non vides de M,, stables par combinaisons linéaires,

ce sont donc des sous-espaces vectoriels de M,,.

dim A,, = n(n2— D) (A, admet les E; ; — F;; pour ¢ > j comme base ou les E; ; forment la base canonique
de M,,)

dim 7, = W(An admet les (F; ;);<; comme base)

0 est la seule matrice & la fois triangulaire inférieure et antisymétrique d’on A,, N7, = {0}.

A, N7, ={0}

dim A, +dim T, = n? — dim M } = A, et 7, sont supplémentaires dans M,,.

conclusion : ’ A, ®7T, =M,

II.1.b (YM€O,, 'MM=1= M € GL,)= 0, C GL,
Hl=11=1=1¢€ 0, = O, partie non vide de GL,,.
Soit (My, My) € O2, (M. MyY).(M; My by = My My My Myt = g M

=1
Or ‘My. My =1 = M inversible et My * = My d'ott {M;.M; ) (MyM; ') = 1= (MM, ') € O,

O,, partie non vide de GL,,
(M, My) € O2, My.M;" € O, } :>’ O,, sous groupe de (GL,, o)

conclusion :

(VM = (m;;) € P, det M = [[mi; > 0= M € GL,) d'out P,, C GLy,

i=1

V(Ml,MQ) € P, et soit M = MMy = (m”) M, = zy’ My = ]
n
1 2
mij = Zmi,k'mk] Zmzk mij+ Z mimi
k=1 k= z+1\f"

=0sij>1
= mlllmfl sii = j(x)

Or my,; =0sij>kdoum;; = i = M,.M5 € P,, (P, est stable par produit.)
= Zm;k.mi’j sig <t

k=

n
D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, le polynoéme caractéristique P(X) = ZakX ¥ de M est un po-

k=0
lynéme annulateur de M (de plus ag = det M).
n n 1 n
0= k k=1 _ -1 _ k—1
P(M)_O—kz_:lakM +det M1= M. ;akM >_—detM11:>M =307 (;akM ):»

M~ est une matrice triangulaire inférieure comme combinaisons linéaires de matrices triangulaires inférieures.

Si M = (mi;) et M~" = (mj ;) dapres (%) Vi, m;;.mj; =1 = m; >0=M1teP,

i

} =>’ Py, sous groupe de (GL,,0) ‘

P, partie non vide de GL,
V(M:[,MZ) c ’])72” M1~M2 (S Pn et Ml_l S Pn

conclusion :

n

1
IL.1.c Soit A € A, "(exp(M)) = | lim Z —M") Or M +— ™M étant linéaire donc continue car nous

n—-+o0o

"1
. . st . k)l g t 2k — g k
sommes en dimension finie : (nll)rfoo E k'M > = ngr_‘r_loo (kg_o k!M ) nl{g-look . Fl (M )

= lim Zl(th): lim Z:l(—M)k:exp(—M):(expM)_1

= HexpM) = (expM)™! = expM € O, conclusion : ’VM eA,, expMe O,
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Soit M € T,,, 7,, étant stable par produit, on a Yk € N*, M* € 7,, (de plus M° =1¢€ T,,).

A1 0 Ak 0
Si M est de la forme alors MF* est de la forme
X An X Ak
00 )\;1C
— 0
k! et 0
+o0 11k k=0
expM:ZF est de la forme = € P,
k=0 ’ +00 X An
Ay €
X > H
k=0

conclusion : ’VM €T, expM € P,

1.d Viel, R(t) €0, = Vi€ I, 'R().R(t) = 1=Vt € I, R (t).R(t) + 'R(t).R(t) = 0

Or, par lindarité de la transposition 7R (t) = 'R(t), d’on

vte I, '(R(t).R(t)) = —'R(t).R(t) = Vt € I, {(R(t)"L.R(t)) = —R(t)"L.R(t) car 'R(t) = R(t)~"
=Vtel, R(t)" .R(t) € A,

conclusion : ’ Si R: I — 0, de classe C! alors R~!.R & valeurs dans A, ‘
Vte I, T(t) € P, =Vt €I, T(t) est inversible et T(t)~* € P,, (car P,, sous-groupe de GL,,)
De plus, si T(t) = (aij()) 15150, on a: ¥t € 1, Vi j, i < j = aij(t) = 0 = a;(t) = 0 d'on T(t) € T,
T(t) € Ppet T(t) € T,, = T(t)"L.T(t) € T, (P,, C Tp, et T, stable par produit).

conclusion : ’ SiT:I— P, de classe C! alors T~1.T & valeurs dans 7,, ‘

2.a Soit B € GL,. Soit C1,...,C, les vecteurs colonnes de B.

B étant inversible (C,,,...,C1) est une base R™. En considérant R™ muni de son produit scalaire usuel, on
applique le procédé d’orthonormalisation de Schmidt pour trouver une base orthonormale (CZ, ... CF) qui
vérifie Vk € [1,n] Vect(Cp—p,...,Cy) = Vect(CE ... ,CE) .
(Cr | CEY>0

t1k
Si on note Ty, = : le vecteur colonne des coordonnées de Cy, dans la base (CF,... CEF).

tn,k:
Comme Cy, € Vect(CE,...,CE) ona:tiy =tor = ... = t_14 = 0 ceci pour tout k de [1,n] d’ou la

matrice T dont les vecteurs colonnes sont les T} appartient & 7, et comme pour tout entier k de [1,n]
(Cr | CE) >0 on atyx >0 ce qui nous donne T € P,,.

R la matrice dont les vecteurs colonnes sont les C’,f est orthogonale car les vecteurs colonnes forment une
base orthonormale de R™.

En représentant les matrices par leurs colonnes ou leurs coefficients il vient :
n n n

RT = (Cf,...,C).(ti;) 1Sisn = (Z tiaCF, Zti,zciR7 S Zti,nOiR> =(Cy,...,Cn) = B.
i=1 i=1 i=1

conclusion : | VB € GL,, IR € O,, I € P, | B = RT|

2.b unicité de la décomposition

Soit B € GLn, soit (R17R2) S O% et (Tl,TQ) (S P,%/B = RT1 = RyT5.
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1<jsn

On a donc R;lRl . T, 1 = (a; ;) 1<i<n d’apres IL.1.b.
S~—— W—/

€0, €P,
Si on note C1, ..., C, les vecteurs colonnes de Ry '.Ry(= T».T; ") qui est triangulaire inférieure.

(Cn|C)—1:a :>|an|:>ann—1carR2 R eP,
(Cn—l | Cn—l) - 1 a%71 n—1t a’n n—1 — =1 a72171 n—1 — 1 Ap—1n-1=1
= s s = ) = ? car
(Cnfl ‘ Cn) =0 Gpn—-1 = 0 Apn—-1 = 0 Upnpn—1 = 0
Gp—1,n—1 >
On montre en réitérant le procédé que :

Vk € [1,n], apr =1et Vi, j, i #j a;j =0soit Ry Ry =1= Ry =Ry et Ty =T.

conclusion : ’Il y a unicité de la décomposition du I1.2.a) ‘

2.c Si on note (CE(t),...,CE(t)) les vecteurs colonnes de R(t), nous avons vu qu'’ils sont obtenus & partir

du procédé d’orthonormalisation de Schmidt a partir des vecteurs colonnes (Cy(t),...,Cy(t)) de B(t). Ainsi

Crlt) — 37 (CF () | () CE(0)

CE(t) = mal(t) et récursivement CF(t) = i::“
Ce(t) = Y (CF() | C(t).CF (1)
i=k+1
t s Cp(t) étant de classe C' et ne s’annulant pas sur I on a : CF : ¢ ||C ( RGIE Cn(t) de classe C* sur I.
Puis récursivement, on démontre que Dy, : t — Ci(t) — Z (CE(t) | Ci(t)).CF(t) est de classe C* sur T
i=k+1
comme somme de produits de fonction de classe C! et ne s’annule pas sur I car C(t) ¢ Vect(CF, (t),...,CE(t))

dott CfF : t v HD ( 1 ————— Dy (t) est de classe C* sur [ :>’ t— R(t) est C sur I ‘
k
=t (R(t))"!est C sur I d’apres L.2.a =t — T(t) = (R(t))"1.B(t) est C* sur I (les coefficients de T'(t)

s’expriment comme des sommes de produits des coefficients de R(t)~! et de B(t).

conclusion : ’t — T(t) est C! sur I‘

3.a { L= Lm(D] avee 1 = AW LXA®) = L(AG)TLXAW) = [A@) XA, AW) VAW =

L(0)=X dt
[Lm@l;MQAXA@mﬂm
Si { ﬁEO)i; m(L) } alors L = A71.X.A satisfait a (3).

conclusion : | L’équation différentielle cherchée est : {

3.b posons X1 =m(X) et Xo =m2(X) (ona X = X7 + X5)
si X et Xy commutent : on peut montrer que : exp(tX) = exp(tX; + tX3) = exp(tX1). exp(tXs)

XA, =>vVtel, tX, € A, = Vtel, exp(tXy) € O, B B
Xo€T,=>Vtel, tXo €T, =>Vtel, exp(tXa) € Py = Ty (exp(tX)) = exp(tX) = exp(tm (X))

= A(t) = exp(tX;) = A(t) = exp(tX;). X1 = A(t) L. X.A(t) = exp(—tX1)(X| 4+ X2). exp(tX;)

or

Or comme X; et X5 commutent, on peut montrer que exp(tX;) et Xy commutent d’ou :
At) VX A(t) = X = m(A(t) L. X.A(t)) = 7 (X) = X;. On a bien A solution de A = A.m(A~1.X.A). De
plus A(0) =TIy (exp(0)) = Hl(ﬂ) =lcar1=1Tavecl e O, et 1€ P,.
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III.1 On considere :

RQn _ RQn
I ( (T4, Ty Y1y -y Yn) s (—2e2W17¥2) _9e2(2=vs) 4 9e2(1—v2) | 2e2Wn-1Un) gy gy L wy) >
p1
En posant X = Z " |, on cherche & résoudre Déquation différentielle du premier ordre X = f(X) et
1
an
D1
X0 =| Pr

n
f étant définie continue sur R?", les conditions d’applications du théoreme de Cauchy-Lipschitz sont satis-

faites, donc on a l’existence et 'unicité d’une solution locale & notre probléeme.

D1
conclusion : | 3¢, IX :] — €, e[— R?" de classe C* telle que V¢ €], e, X = f(X(t)) et X(0) = I;n
1
dn
n—1
II1.2 H( sz _|_ Z GQ(Qi(t)*qz'Jrl(t))
=1
n—1
= M Z 2pr(t)p;(t Z (Q(ji(t)ez(qz‘(t)*qiﬂ(t)) _ qu;H(t)€2(qi(t)*qi+1(t))
i=1

= pi(t)(—2e2@®W=ax(0) Z pi(t) (7262<qi<t>—qi+1<t>> n Qez(qiﬂ(wqi(w)) + o (1) (—262(an-1(D=an(®))

1=2

T Z (21% 2a:(®)=ais1(8) _ o) H(t)ez(qi(t)wl(t)))

_ QZP 2(qi—1(t)—q:(t)) Qsz 2(qi () —qi+1(t +2zp 2(qz t)—qi+1(t)) _ 2Zp 2(qi—1(t)—q: (1))

=2
=0 :> t— H(q(t),p(t)) a une derlvee nulle sur I’ 1nterva11e I

= ’t — H(q(t),p(t)) est constante sur I‘

d n—1
L3 —(P(q sz _9e2ai(t)— q2<t>>+; (_Qezm(t)—qm(t))+262<qi_1(t>—q7-,(t)>>+2€2<qn_1<t>—qn<t>>
n— 1 n—1

= —9¢2(@®)—a2(1)) + Z —9¢2(ai () —ai+1(1)) 44 Z 262(@i-1(t)—a: (1)) + 9¢2(an-1(t)—qn (1))

=2 =2
n—2

n—1
— Z _262((111(t)—(1i+1(t)) ++ Z 262(‘1i(t)—f1i+1(t)) + 262(%'*1“)_(1"'(”) =0

i=1
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n
= P: (q,p) — Z p; est une intégrale premiere
i=1

IIL.4 Soit R : ¢t o~ Q(q(t),p(t)) — tP(q(t),p(t)).

Ona R'(t) = Gi(t) — P(q(t),p(t)) — t%(P(Q(t)m(t))) = d(t) =Y pm(t) =0.
i=1 —_— =1 i=1

=0 d’apres I111.3

=>’ t— Q(q(t),p(t)) — tP(q(t),p(t)) est une fonction constante sur I‘

II1.5 On remarque que L = M +(L—M) avec L € A, et (L—M) € P,,. On adonc 71 (L) = M = [L,m (L)] =
LM — ML = (ai,j) 1<i<n «

1<jsn

On aV(i,j) € [1,n]?, aij =>4y lixmuj — D py Miklk; et

—9¢2(q1—q2) sii=7=1
Di sii=j —2e2(@i~tit1) 4 22(0i-1-41)  gij=jetl<i<n
. ) (G- gi)er e sij=i+1 | ) —2e2(an-1—an) sii=j=n
L= (lij)avecl;; = (G; — qjy1)e¥—%+1 ii=741 - . qi—qi+1 ij=i+1
q; — qj+1)€ S1t =7 (pi — piv1)e s =1+
0 sinon (pj = pjta)eb ™ sii = j +1
0 sinon
On vérifie par le calcul que L = LM — ML = [L, 7 (L)] et donc que L satisfait une équation de Lax de type
D1 el — a2
ed1— a2 Do

(3). Ici L(0) = X =

Pt edn—1—qn
e(In— 1—qn ]Tn
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