
Corrigé de l’épreuve de mathématiques 2003

concours X-Cachan

0. préliminaires

1 La norme N vérifie ∀A, B, N(A.B) 6 N(A).N(B) ce qui par récurrence sur k nous donne :

∀k ∈ N∗, N(Bk) 6 (N(B))k.

∀B ∈Mn,
N(B)k

k!
est le terme général d’une série convergente de somme eN(B). Comme Mn est un espace

vectoriel de dimension finie donc complet, toute série absolument convergente est convergente, donc
∑ Bk

k!

est une série absolument convergente (de plus on a : N

( ∞∑

k=0

Bk

k!

)
6 en(B)).

conclusion : ∀B ∈Mn,
∑ Bk

k!
est une série convergente

2 ∀(A,B) ∈ Mn,
∑ Ak

k!
et

∑ Bk

k!
sont deux séries absolument convergentes donc le produit de Cauchy de

ces deux séries est une série absolument convergente et sa somme est égale au produit des 2 sommes donc

pour Ck =
k∑

i=0

1
i!

Ai 1
(k − i)!

Bk−i =
1
k!

k∑

i=0

Ci
kAiBk−i =

1
k!

(A + B)k si A et B commutent.

exp(A + B) =
+∞∑

k=0

Ck =

(
+∞∑

k=0

Ak

k!

)
.

(
+∞∑

k=0

Bk

k!

)
= exp(A). exp(B)

Comme B et −B commutent,
{

exp(0) = exp(B + (−B)) = exp(B). exp(−B)
exp(0) = exp((−B) + B) = exp(−B). exp(B)

Comme exp(0) = l1, on en déduit :

∀B ∈Mn, exp(B). exp(−B) = exp(−B). exp(B) = l1 d’où

conclusion : exp(B) ∈ GLn et (exp(B))−1 = exp(−B)

3 ∀B ∈Mn, ∀k ∈ N, uk : t 7→ tkBk

k!
est de classe C1 sur R et u′0 : t 7→ 0, u′k : t 7→ tk−1Bk

(k − 1)!
pour k > 1.

• ∑
uk converge simplement sur R

• ∀a ∈ R+, ‖u′k‖[−a,a]
∞ 6 N(Bk).ak−1

(k − 1)!
6 N(B)k.ak−1

(k − 1)!︸ ︷︷ ︸
terme général

d’une série convergente

⇒
∑

u′k converge normalement sur [−a, a]

Nous sommes dans les conditions d’application du théorème de dérivation des séries de fonctions à valeurs

dans un espace vectoriel réel de dimension finie d’où :
+∞∑

k=0

uk est de classe C1 sur [−a, a] et

(
+∞∑

k=0

uk

)′

=
+∞∑

k=0

u′k

⇒ Φ est de classe C1 sur [−a, a], et ∀t ∈]− a, a[, Φ′(t) =
+∞∑

k=1

tk−1Bk

(k − 1)!
= B.Φ(t) = Φ(t).B.

Ce résultat étant valable pour tout réel a de R+, on a :

conclusion : Φ est de classe C1 sur R et Φ′ : t 7−→ B.Φ(t) = Φ(t).B
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4. on a :

(
n∑

k=0

tkBk

k!

)

n∈N
converge vers exp(tB)

∀n ∈ N, B.

(
n∑

k=0

tkBk

k!

)
=

(
n∑

k=0

tkBk

k!

)
.B.





Comme l’application
(

(A,B) 7→ A.B
Mn ×Mn → Mn

)
est bilinéaire donc continue car nous sommes en dimension

finie, par passage à la limite, on obtient :

conclusion : ∀B ∈Mn, ∀t ∈ R, B. exp(tB) = exp(tB).B

I. ÉQUATION DE LAX

1.(a) Par bilinéarité du produit matriciel, on a :

∀(α, β) ∈ R2,∀(A1, A2) ∈M2
n, ∀B ∈Mn, [αA1 + βA2, B] = (αA1 + βA2).B −B.(αA1 + βA2)

= α(A1B −B.A1) + β(A2B −B.A2) = α[A1, B] + β[A2, B]

de même , ∀(α, β) ∈ R2,∀A ∈Mn, ∀(B1, B2) ∈M2
n, [A,αB1 + βB2] = α[A, B1] + β[A,B2]

et ∀A ∈Mn, [A,A] = A.A−A.A = 0

conclusion : (A,B) 7→ [A,B] est bilinéaire alternée.

1.(b) ∀(A,B) ∈M2
n, Tr([A,B]) = Tr(AB −BA) =︸︷︷︸

linéarité
de fct tr

Tr(AB)− Tr(BA)︸ ︷︷ ︸
=Tr(BA)

= 0 ⇒ Tr[A,B] = 0

1.(c) Soient A et B deux matrices antisymétriques.
t[A,B] = t(AB −BA) = t(AB)− t(BA) = tB tA−tA tB = (−B)(−A)− (−A)(−B) = BA−AB = −[A,B]

conclusion : [A,B] est antisymétrique .

1.(d) Soit (A,B) ∈ (Tn)2, C = A.B = (ci,j), A = (ai,j), B = (bi,j).

Soit j < i, ci,j =
n∑

k=1

ai,k.bk,j =
i−1∑

k=1

ai,k︸︷︷︸
=0car i>k

.bk,j +
n∑

k=i

ai,k bk,j︸︷︷︸
=0car k>i>j

= 0

On a donc : (∀(i, j) ∈ [[1, n]]2, j < i ⇒ ci,j) ⇒ C ∈ Tn.

conclusion : ∀A,B ∈ Tn, A.B ∈ Tn

2.(a) t 7→ A(t) est de classe C1 sur I si et seulement si les coefficients de A(t) sont des fonctions de classe C1

sur I. On a aussi : A−1(t) =
1

det(A(t))
.tCom(A(t)).

• t 7→ det(A(t)) est C1 sur I car det(A(t)) s’exprime comme une somme de produits des coefficients de A(t)

donc comme une somme de produits de fonctions de classe C1 sur I.

• de plus, det(A(t)) ne s’annule pas sur I car ∀t ∈ I, A(t) ∈ GLn d’où t 7→ 1
det(A(t))

est de classe C1 sur I.

• Tous les coefficients de tCom(A(t)) s’expriment comme des sommes de produits des coefficients de A(t),

ils sont donc tous des fonctions de classe C1 sur I.

Tous les coefficients de A−1(t) sont des fonctions de classe C1 sur I comme sommes de produits de fonctions

de classe C1.

conclusion : t 7→ A−1(t) est de classe C1 sur I

∀t ∈ I, A(t).A−1(t) = l1 ⇒ Ȧ(t).A−1(t) + A(t).Ȧ−1 = 0 ⇒ Ȧ−1(t) = −A−1(t).Ȧ(t).A−1(t)

2.(a)
d
dt

(A(t)−1.X.A(t) =
d
dt

(A(t)−1).X.A(t)+A(t)−1.X.
d
dt

(A(t)) = −A−1(t).Ȧ.A−1(t).X.A(t)+A−1(t).X.Ȧ(t)
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= −A−1(t).Ȧ︸ ︷︷ ︸ . A−1(t).X.A(t)︸ ︷︷ ︸+ A−1(t).X.A(t)︸ ︷︷ ︸ . A−1(t).Ȧ︸ ︷︷ ︸ = [A−1(t).Ȧ, A−1(t).X.A(t)]

conclusion :
d
dt

(
A(t)−1.X.A(t)

)
= [A−1(t).Ȧ(t), A−1(t).X.A(t)]

3. On a : ∀t ∈ I, L̇(t) = [L(t),M(t)] ⇒ ∀t ∈ I, Tr(L̇(t))︸ ︷︷ ︸
= ˙Tr(L)(t)

par linéarité de Tr

= Tr([L(t), M(t)]) = 0 d’après I.1.b)

⇒ ∀t ∈ I, ˙Tr(L)(t) = 0 ⇒ Tr(L(t)) est constante sur I

4.a.i) cas B(0) = l1 : notons Ci(t) le iième vecteur colonne de B(t).

det(B(t)) = déterminant des vecteurs colonnes de B(t) dans la base canonique de Cn.
1
t
(det B(t)− detB(0)) =

1
t

[det(C1(t), C2(t), . . . , Cn(t))− det(C1(0), . . . , Cn(0))]

=
1
t

[
n∑

k=1

(det(C1(0), . . . , Ck−1(0), Ck(t), Ck+1(t), . . . , Cn(t))− det(C1(0), . . . , Ck−1(0), Ck(0), Ck+1(t), . . . , Cn(t)))

]

=
n∑

k=1

det
(
C1(0), . . . , Ck−1(0),

1
t
(Ck(t)− Ck(0))

︸ ︷︷ ︸
−→
t→0

C′k(0)

, Ck+1(t)︸ ︷︷ ︸
−→
t→0

Ck+1(0)

, . . . , Cn(t)︸ ︷︷ ︸
−→
t→0

Cn(0)

)

︸ ︷︷ ︸

−→
t→0

˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨

1 b′1,k(0)
. . .

... 0

1
...

b′k,k(0)
... 1

0
...

. . .
b′n,k(0) 1

˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨

=b′k,k(0)

⇒ lim
t→0

1
t

(
detB(t)− det B(0)

)
=

n∑

k=1

b′k,k(0) = Tr(Ḃ(0))

conclusion : t 7→ detB(t) est dérivable en 0 de dérivée Tr(Ḃ(0))

ii) cas général :
1

(t− t0)
(
detB(t)− detB(t0)

)
=

1
(t− t0)

detB(t0)
(
det((B(t0)−1B(t))− det( l1)

)

En posant C(h) = (B(t0))−1.B(t0 + h), on se ramène à la question précédente, d’où :

(det C)′(0) = Tr(Ċ(0)) ⇒ (det(B(t0)−1.B)′(t0) = Tr((B(t0)−1.Ḃ(t0)

⇒ (detB)′(t0) = det(B(t0)). det(B(t0)−1).Tr((B(t0)−1.Ḃ(t0) = Tr
(
B(t0)−1.Ḃ(t0)

)

conclusion : si B(t0) inversible t 7→ detB(t) est dérivable en t0 de dérivée Tr
(
B(t0)−1.Ḃ(t0)

)

4.b) • Si det L(t) 6= 0,
.︷ ︷

detL(t) = Tr(L−1(t).L̇(t)) = Tr(L−1.[L(t),M ])

= Tr(L−1(t).L(t).M − L−1(t).M.L(t)) = TrM − = Tr(L−1(t).M.L(t))︸ ︷︷ ︸
Tr(M.L(t).L−1(t))=Tr(M)

= 0

• Supposons qu’il existe t ∈ I/ detL(t) = 0 et t < t0.

Soit α = sup{t ∈ I/ detL(t) = 0 et t < t0}. Par continuité de la fonction detL, on a det L(α) = 0 et donc

α < t0. Par définition de α, det L ne s’annule pas sur ]α, t0] et comme, d’après ce qui précède,
.︷ ︷

detL est nulle
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sur ce même intervalle, det L est constante égale à det L(t0) sur ]α, t0] ⇒ lim
t→α+

detL(t) = det L(t0) 6= 0 =

detL(α) ⇒ det L non continue en α (contradiction). D’où det L non nulle sur ] −∞, t0] ∩ I. De même, on

prouve que det L non nulle sur [t0, +∞[∩I ⇒
.︷ ︷

det L nulle sur I ⇒ det L constante égale à det L(t0) sur I

• En tous les points t en lesquels det(L(t)− λ l1) 6= 0, on a :
.︷ ︷

det(L− λ l1)t = Tr((L(t)− λ l1)−1.
.︷ ︷

(L− λ l1) (t)) = Tr((L(t)− λ l1)−1.L̇(t))

Or L̇(t) = [L(t),M ] = L(t).M −M.L(t) = (L(t).λ l1).M −M.(L(t)− λ l1). En posant B(t) = L(t)− λ l1, on a :
.︷ ︷

det(L− λ l1)t = Tr
(
(B(t))−1.(B(t).M −M.B(t))

)
= Tr(M)− Tr(B−1MB(t)) = 0

De la même façon que précédemment, si det(L(t0)− λ l1) 6= 0 alors t 7→ det(L(t)− λ l1) ne s’annule pas sur I

et si t 7→ det(L(t)− λ l1) s’annule en un point de I alors elle s’annule sur I tout entier.

4.c Soit t0 ∈ I et λ ∈ Sp(L(t0)) (où Sp(L(t0)) désigne le spectre de L(t0)), on a :

det(L(t0)− λ l1) = 0 ⇒ ∀t ∈ I, det(L(t0)− λ l1) = 0 ⇒ ∀t ∈ I, λ ∈ Sp(L(t))

d’où ∀(t, t0) ∈ I2, Sp(L(t0)) ⊂ Sp(L(t)) ⇒ ∀(t, t0) ∈ I2, Sp(L(t0)) = Sp(L(t))

conclusion : Le spectre de L ne varie pas avec t

5.a L(0) = X et X possède n valeurs propres réelles distinctes λ1, λ2,. . .,λn.

D’après la question 4.c, ∀t ∈ I, L(t) possède n valeurs propres réelles distinctes qui sont λ1, λ2,. . .,λn.

⇒ ∀t ∈ I, L(t) est diagonalisable dans Mn et est semblable dans Mn à la matrice Diag(λ1, λ2, . . . , λn) tout

comme la matrice X

⇒ ∀t ∈ I, L(t) et X sont semblables dans Mn

⇒ pour tout réel t de I, il existe une matrice A(t) inversible telle que L(t) = A(t)−1.X.A(t)

Il n’y a pas unicité car si la matrice A(t) convient alors la matrice B(t) = 2.A(t) convient aussi.

5.b L(t) = A(t)−1.X.A(t) ⇒ L̇(t) = d
dt

(
A(t)−1.X.A(t)

)
= [A(t)−1.X.A(t), A(t)−1.Ȧ(t)] d’après 2.b)

⇒ [L(t), M ] = [L(t), A(t)−1.A(t)].

conclusion : A satisfait à l’équation différentielle
{

A(0)−1.X.A(0) = X

[A(t)−1.X.A(t),M ] = [A(t)−1.X.A(t), A(t)−1.Ȧ(t)]

5.c Si A(0) = l1, on a bien A(0)−1.X.A(0) = X

Si Ȧ = AM alors A−1.Ȧ = M ⇒ [A−1.X.A,M ] = [A−1.X.A, A−1.Ȧ].

conclusion : toute solution du système
{

Ȧ = AM
A(0) = l1

est solution de l’équation différentielle du 5.b

• Ȧ = AM est une équation différentielle linéaire d’ordre 1, d’après le théorème de Cauchy Lipschitz, il y a

existence et unicité d’une solution au problème de Cauchy A(0) = l1.

• Pour construire les solutions de (1), on commence par résoudre le système (2) pour trouver une solution

t 7→ A(t), ce qui nous donnera L : t 7→ A(t)−1.X.A(t) solution du système (1).

• Si X n’a pas toutes ses valeurs propres distinctes ? ? ?

6 quand M est une matrice constante, d’après les préliminaires, A : t 7→ exp(tM) est de classe C1 sur R et

vérifie Ȧ : t 7→ exp(tM).M et A(0) = l1 d’où A : t 7→ exp(tM) est solution dans Mn de (2) et d’après I.5.c

L : t 7→ exp(−tM).X. exp(tM) est la solution de (1).
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II.1.a On montre facilement que An et Tn sont des parties non vides de Mn stables par combinaisons linéaires,

ce sont donc des sous-espaces vectoriels de Mn.

dimAn =
n(n− 1)

2
(An admet les Ei,j − Ej,i pour i > j comme base où les Ei,j forment la base canonique

de Mn)

dim Tn =
n(n + 1)

2
(An admet les (Ei,j)j6i comme base)

0 est la seule matrice à la fois triangulaire inférieure et antisymétrique d’où An ∩ Tn = {0}.
An ∩ Tn = {0}

dimAn + dim Tn = n2 = dimMn

}
⇒ An et Tn sont supplémentaires dans Mn.

conclusion : An ⊕ Tn = Mn

II.1.b (∀M ∈ On, tM.M = l1 ⇒ M ∈ GLn) ⇒ On ⊂ GLn

t l1. l1 = l1. l1 = l1 ⇒ l1 ∈ On ⇒ On partie non vide de GLn.

Soit (M1,M2) ∈ O2
n, t(M1.M

−1
2 ).(M1M

−1
2 ) = tM−1

2 . tM1.M1︸ ︷︷ ︸
= l1

.M−1
2 = tM−1

2 .M−1
2 .

Or tM2.M2 = l1 ⇒ M inversible et M−1
2 = tM2 d’où t(M1.M

−1
2 ).(M1M

−1
2 ) = l1 ⇒ (M1M

−1
2 ) ∈ On

conclusion :
On partie non vide de GLn

∀(M1, M2) ∈ O2
n, M1.M

−1
2 ∈ On

}
⇒ On sous groupe de (GLn, ◦)

(∀M = (mi,j) ∈ Pn, detM =
n∏

i=1

mi,i > 0 ⇒ M ∈ GLn) d’où Pn ⊂ GLn

∀(M1,M2) ∈ Pn et soit M = M1M2 = (mi,j) M1 = m1
i,j , M2 = m2

i,j

mi,j =
n∑

k=1

m1
i,k.m2

k,j =
i∑

k=1

m1
i,k.m2

k,j +
n∑

k=i+1

m1
i,k︸︷︷︸

=0

m2
k,j

Or mk,j = 0 si j > k d’où mi,j =





= 0 si j > i
= m1

i,i.m
2
i,i si i = j(∗)

=
i∑

k=j

m1
i,k.m2

k,j si j < i




⇒ M1.M2 ∈ Pn (Pn est stable par produit.)

D’après le théorème de Cayley-Hamilton, le polynôme caractéristique P (X) =
n∑

k=0

akXk de M est un po-

lynôme annulateur de M (de plus a0 = det M).

P (M) = 0 =
n∑

k=1

akMk + det M l1 ⇒ M.

(
n∑

k=1

akMk−1

)
= −detM l1 ⇒ M−1 = − 1

detM

(
n∑

k=1

akMk−1

)
⇒

M−1 est une matrice triangulaire inférieure comme combinaisons linéaires de matrices triangulaires inférieures.

Si M = (mi,j) et M−1 = (m′
i,j) d’après (∗) ∀i, mi,i.m

′
i,i = 1 ⇒ m′

i,i =
1

mi,i
> 0 ⇒ M−1 ∈ Pn

conclusion :
Pn partie non vide de GLn

∀(M1, M2) ∈ P2
n, M1.M2 ∈ Pn et M−1

1 ∈ Pn

}
⇒ Pn sous groupe de (GLn, ◦)

II.1.c Soit A ∈ An, t(exp(M)) = t

(
lim

n→+∞

n∑

k=0

1
k!

Mk

)
Or M 7→ tM étant linéaire donc continue car nous

sommes en dimension finie : t

(
lim

n→+∞

n∑

k=0

1
k!

Mk

)
= lim

n→+∞
t

(
n∑

k=0

1
k!

Mk

)
= lim

n→+∞

n∑

k=0

1
k!

t
(
Mk

)

= lim
n→+∞

n∑

k=0

1
k!

(
tMk

)
= lim

n→+∞

n∑

k=0

1
k!

(−M)k = exp(−M) = (exp M)−1

⇒ t(exp M) = (exp M)−1 ⇒ exp M ∈ On conclusion : ∀M ∈ An, expM ∈ On
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Soit M ∈ Tn, Tn étant stable par produit, on a ∀k ∈ N∗, Mk ∈ Tn (de plus M0 = l1 ∈ Tn).

Si M est de la forme




λ1 0
. . .

X λn


 alors Mk est de la forme




λk
1 0

. . .
X λk

n


.

exp M =
+∞∑

k=0

Mk

k!
est de la forme




+∞∑

k=0

λk
1

k!
0

. . .

X

+∞∑

k=0

λk
n

k!




=




eλ1 0
. . .

X eλn


 ∈ Pn

conclusion : ∀M ∈ Tn, expM ∈ Pn

1.d ∀t ∈ I, R(t) ∈ On ⇒ ∀t ∈ I, tR(t).R(t) = l1 ⇒ ∀t ∈ I,
.︷︷

tR (t).R(t) + tR(t).Ṙ(t) = 0

Or, par linéarité de la transposition
.︷︷

tR (t) = tṘ(t), d’où

∀t ∈ I, t(tR(t).Ṙ(t)) = − tR(t).Ṙ(t) ⇒ ∀t ∈ I, t(R(t)−1.Ṙ(t)) = −R(t)−1.Ṙ(t) car tR(t) = R(t)−1

⇒ ∀t ∈ I, R(t)−1.Ṙ(t) ∈ An

conclusion : Si R : I → On de classe C1 alors R−1.Ṙ à valeurs dans An

∀t ∈ I, T (t) ∈ Pn ⇒ ∀t ∈ I, T (t) est inversible et T (t)−1 ∈ Pn (car Pn sous-groupe de GLn)

De plus, si T (t) = (ai,j(t)) 16i6n
16j6n

, on a : ∀t ∈ I, ∀i, j, i < j ⇒ ai,j(t) = 0 ⇒ ȧi,j(t) = 0 d’où Ṫ (t) ∈ Tn

T (t) ∈ Pn et Ṫ (t) ∈ Tn ⇒ T (t)−1.Ṫ (t) ∈ Tn (Pn ⊂ Tn et Tn stable par produit).

conclusion : Si T : I → Pn de classe C1 alors T−1.Ṫ à valeurs dans Tn

2.a Soit B ∈ GLn. Soit C1, . . . , Cn les vecteurs colonnes de B.

B étant inversible (Cn, . . . , C1) est une base Rn. En considérant Rn muni de son produit scalaire usuel, on

applique le procédé d’orthonormalisation de Schmidt pour trouver une base orthonormale (CR
n , . . . , CR

1 ) qui

vérifie
{ ∀k ∈ [[1, n]] Vect(Cn−k, . . . , Cn) = Vect(CR

n−k, . . . , CR
n )

(Ck | CR
k ) > 0 .

Si on note Tk =




t1,k

...
tn,k


 le vecteur colonne des coordonnées de Ck dans la base (CR

1 , . . . , CR
n ).

Comme Ck ∈ Vect(CR
k , . . . , CR

n ), on a : t1,k = t2,k = . . . = tk−1,k = 0 ceci pour tout k de [[1, n]] d’où la

matrice T dont les vecteurs colonnes sont les Tk appartient à Tn et comme pour tout entier k de [[1, n]]

(Ck | CR
k ) > 0 on a tk,k > 0 ce qui nous donne T ∈ Pn.

R la matrice dont les vecteurs colonnes sont les CR
k est orthogonale car les vecteurs colonnes forment une

base orthonormale de Rn.

En représentant les matrices par leurs colonnes ou leurs coefficients il vient :

R.T = (CR
1 , . . . , CR

n ).(ti,j) 16i6n
16j6n

=

(
n∑

i=1

ti,1C
R
i ,

n∑

i=1

ti,2C
R
i , . . . ,

n∑

i=1

ti,nCR
i

)
= (C1, . . . , Cn) = B.

conclusion : ∀B ∈ GLn, ∃R ∈ On, ∃T ∈ Pn | B = RT

2.b unicité de la décomposition

Soit B ∈ GLn, soit (R1, R2) ∈ O2
n et (T1, T2) ∈ P2

n/B = R1T1 = R2T2.
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On a donc R−1
2 R1︸ ︷︷ ︸
∈On

= T2.T
−1
1︸ ︷︷ ︸

∈Pn

= (ai,j) 16i6n
16j6n

d’après II.1.b.

Si on note C1, . . . , Cn les vecteurs colonnes de R−1
2 .R1(= T2.T

−1
1 ) qui est triangulaire inférieure.

(Cn | Cn) = 1 = a2
n,n ⇒ |an| ⇒ an,n = 1 car R−1

2 .R1 ∈ Pn

(Cn−1 | Cn−1) = 1
(Cn−1 | Cn) = 0

}
⇒

{
a2

n−1,n−1 + a2
n,n−1 = 1

an,n−1 = 0

}
⇒

{
a2

n−1,n−1 = 1
an,n−1 = 0

}
⇒

{
an−1,n−1 = 1
an,n−1 = 0

}
car

an−1,n−1 > 0

On montre en réitérant le procédé que :

∀k ∈ [[1, n]], ak,k = 1 et ∀i, j, i 6= j ai,j = 0 soit R−1
2 .R1 = l1 ⇒ R2 = R1 et T2 = T1.

conclusion : Il y a unicité de la décomposition du II.2.a)

2.c Si on note (CR
1 (t), . . . , CR

n (t)) les vecteurs colonnes de R(t), nous avons vu qu’ils sont obtenus à partir

du procédé d’orthonormalisation de Schmidt à partir des vecteurs colonnes (C1(t), . . . , Cn(t)) de B(t). Ainsi

CR
n (t) = 1

‖Cn(t)‖ .Cn(t) et récursivement CR
k (t) =

Ck(t)−
n∑

i=k+1

(CR
i (t) | Ck(t))CR

i (t)

∥∥∥∥∥Ck(t)−
n∑

i=k+1

(CR
i (t) | Ck(t)).CR

i (t)

∥∥∥∥∥

t 7→ Cn(t) étant de classe C1 et ne s’annulant pas sur I on a : CR
n : t 7→ 1

‖Cn(t)‖ .Cn(t) de classe C1 sur I.

Puis récursivement, on démontre que Dk : t 7→ Ck(t) −
n∑

i=k+1

(CR
i (t) | Ck(t)).CR

i (t) est de classe C1 sur I

comme somme de produits de fonction de classe C1 et ne s’annule pas sur I car Ck(t) /∈ Vect(CR
k+1(t), . . . , C

R
n (t))

d’où CR
k : t 7→ 1

‖Dk(t)‖Dk(t) est de classe C1 sur I ⇒ t 7→ R(t) est C1 sur I .

⇒ t 7→ (R(t))−1 est C1 sur I d’après I.2.a ⇒ t 7→ T (t) = (R(t))−1.B(t) est C1 sur I (les coefficients de T (t)

s’expriment comme des sommes de produits des coefficients de R(t)−1 et de B(t).

conclusion : t 7→ T (t) est C1 sur I

3.a
{

L̇ = [L, π1(L)]
L(0) = X

avec L = A(t)−1.X.A(t) ⇒ d

dt
(A(t)−1.X.A(t)) = [A(t)−1.X.A(t), A(t)−1.Ȧ(t)] =

[L, π1(L)] = [A(t)−1.X.A(t), π1(L)]

Si
{

A−1.Ȧ = π1(L)
A(0) = l1

}
alors L = A−1.X.A satisfait à (3).

conclusion : L’équation différentielle cherchée est :
{

Ȧ = A.π1(A−1.X.A)
A(0) = l1

3.b posons X1 = π1(X) et X2 = π2(X) (on a X = X1 + X2)

si X1 et X2 commutent : on peut montrer que : exp(tX) = exp(tX1 + tX2) = exp(tX1). exp(tX2)

or
X1 ∈ An ⇒ ∀t ∈ I, tX1 ∈ An ⇒ ∀t ∈ I, exp(tX1) ∈ On

X2 ∈ Tn ⇒ ∀t ∈ I, tX2 ∈ Tn ⇒ ∀t ∈ I, exp(tX2) ∈ Pn

}
⇒ Π1(exp(tX)) = exp(tX1) = exp(tπ1(X))

⇒ A(t) = exp(tX1) ⇒ Ȧ(t) = exp(tX1).X1 ⇒ A(t)−1.X.A(t) = exp(−tX1)(X1 + X2). exp(tX1)

Or comme X1 et X2 commutent, on peut montrer que exp(tX1) et X2 commutent d’où :

A(t)−1.X.A(t) = X ⇒ π1(A(t)−1.X.A(t)) = π1(X) = X1. On a bien A solution de Ȧ = A.π1(A−1.X.A). De

plus A(0) = Π1(exp(0)) = Π1( l1) = l1 car l1 = l1. l1 avec l1 ∈ On et l1 ∈ Pn.

si X1 et X2 ne commutent pas : ? ? ? ? ?
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III.1 On considère :

f :
(

R2n −→ R2n

(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) 7−→ (−2e2(y1−y2),−2e2(y2−y3) + 2e2(y1−y2), . . . , 2e2(yn−1−yn), x1, x2, . . . , xn)

)
.

En posant X =




p1

...
pn

q1

...
qn




, on cherche à résoudre l’équation différentielle du premier ordre Ẋ = f(X) et

X(0) =




p̄1

...
p̄n

q̄1

...
q̄n




.

f étant définie continue sur R2n, les conditions d’applications du théorème de Cauchy-Lipschitz sont satis-

faites, donc on a l’existence et l’unicité d’une solution locale à notre problème.

conclusion : ∃ε, ∃X :]− ε, ε[→ R2n de classe C1 telle que ∀t ∈]ε, ε[, Ẋ = f(X(t)) et X(0) =




p̄1

...
p̄n

q̄1

...
q̄n




III.2 H(q(t), p(t)) =
1
2

n∑

i=1

p2
i (t) +

n−1∑

i=1

e2(qi(t)−qi+1(t))

=
d(H(tq(t), p(t))

dt
=

1
2

n∑

i=1

2pI(t)ṗi(t) +
n−1∑

i=1

(
2q̇i(t)e2(qi(t)−qi+1(t)) − 2 ˙qi+1(t)e2(qi(t)−qi+1(t)

)

= p1(t)(−2e2(q1(t)−q2(t)) +
n−1∑

i=2

pi(t)
(
−2e2(qi(t)−qi+1(t)) + 2e2(qi−1(t)−qi(t))

)
+ pn(t)(−2e2(qn−1(t)−qn(t))

+
n−1∑

i=1

(
2pi(t)e2(qi(t)−qi+1(t)) − 2pi+1(t)e2(qi(t)−qi+1(t))

)

= 2
n∑

i=2

pi(t)e2(qi−1(t)−qi(t)) − 2
n−1∑

i=1

pi(t)e2(qi(t)−qi+1(t)) + 2
n−1∑

i=1

pi(t)e2(qi(t)−qi+1(t)) − 2
n∑

i=2

pi(t)e2(qi−1(t)−qi(t))

= 0 ⇒ t 7→ H(q(t), p(t)) a une dérivée nulle sur l’intervalle I

⇒ t 7→ H(q(t), p(t)) est constante sur I .

III.3
d

dt
(P (q(t), p(t)) =

n∑

i=1

ṗi(t) = −2e2(q1(t)−q2(t))+
n−1∑

i=2

(
−2e2(qi(t)−qi+1(t)) + 2e2(qi−1(t)−qi(t))

)
+2e2(qn−1(t)−qn(t))

= −2e2(q1(t)−q2(t)) +
n−1∑

i=2

−2e2(qi(t)−qi+1(t)) + +
n−1∑

i=2

2e2(qi−1(t)−qi(t)) + 2e2(qn−1(t)−qn(t))

=
n−1∑

i=1

−2e2(qi(t)−qi+1(t)) + +
n−2∑

i=1

2e2(qi(t)−qi+1(t)) + 2e2(qn−1(t)−qn(t)) = 0
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⇒ P : (q, p) 7→
n∑

i=1

pi est une intégrale première

III.4 Soit R : t 7→ Q(q(t), p(t))− tP (q(t), p(t)).

On a R′(t) =
n∑

i=1

q̇i(t)− P (q(t), p(t))− t
d

dt

(
P (q(t), p(t))

)
︸ ︷︷ ︸

=0 d’après III.3

=
n∑

i=1

q̇i(t)−
n∑

i=1

pi(t) = 0.

⇒ t 7→ Q(q(t), p(t))− tP (q(t), p(t)) est une fonction constante sur I

III.5 On remarque que L = M +(L−M) avec L ∈ An et (L−M) ∈ Pn. On a donc π1(L) = M ⇒ [L, π1(L)] =

LM −ML = (ai,j) 16i6n
16j6n

.

On a ∀(i, j) ∈ [[1, n]]2, ai,j =
∑n

k=1 li,kmk,j −
∑n

k=1 mi,klk,j et

L̇ = ( ˙li,j) avec ˙li,j =





ṗi si i = j
(q̇i − ˙qi+1)eqi−qi+1 sij = i + 1
(q̇j − ˙qj+1)eqj−qj+1 sii = j + 1
0 sinon





=





−2e2(q1−q2) si i = j = 1
−2e2(qi−qi+1) + 2e2(qi−1−qi) si i = j et 1 < i < n
−2e2(qn−1−qn) si i = j = n
(pi − pi+1)eqi−qi+1 sij = i + 1
(pj − pj+1)eqj−qj+1 sii = j + 1
0 sinon

On vérifie par le calcul que L̇ = LM −ML = [L, π1(L)] et donc que L satisfait une équation de Lax de type

(3). Ici L(0) = X =




p1 eq1−q2

eq1−q2 p2

. . . . . . . . .
pn−1 eqn−1−qn

eqn−1−qn pn



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