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Epreuve de Mathématiques I : Un corrigé’

Probleme 1

Partie I

Convergence des séries par transformation d’Abel

n n—1
1. (a) Soit k€ N". OnaBy=)» bj=> bj+by=Bp_1+ b, donc b = By — By_1.
=0 =0

(b) Soit n € N*. On a

S, = Z apbr = agby + Z aby,
k=0 k=1

n
= agby + Z ai(Bg — Br—1) d’apres la question précédente
k=1
n

n
= agbo+ Y _axBr— Y apBr_
k=1 k=1

n—1 n
= agby + anB, + Z apBr — Z arBr_1

k=1 k=1
n—1 n—1
= agby + an B, + Z apBr — Z aj+1B; on a effectué le changement d’indice j =k — 1
k=1 j=0
n—1 n—1
= apB,+agBy + Z arp B — Z ap+1Br  car By = bg
k=1 k=0
n—1 n—1
= a,Bp+ Z ax By — Z ak+1 B
k=0 k=0
n—1
= anBn+ Y _(ar — ar1)Br.
k=0

n
2. (a) Pour tout n € N, on a g (ar — ag+1) = ap — apt1 > o, donc? la série g (an — an+1) est convergente
n—-+0oo
k=0 n>0

+0o0o
et Z(an — apt1) = ap.
n=0

1. Ce corrigé est proposé par Adham Elbekkali, professeur de mathématiques de la classe PCSI 2 au CPGE de Tanger

2. Définition : Soit Zun une série numérique. On dit que la série Z un est convergente, si la suite (S, ) des sommes partielles, définie

par
n
vneN, S, = E Uk,
k=0
+oo n
est convergente. Dans ce cas : E U, = lim E U
0 n~>+ook 0
n= =
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(b) Pour monter que la série Z an by, est convergente, alors, par définition de la convergence d’une série, il suffit
n>0
qu’on montre que la suite (5,,) de ses sommes partielles est convergente. Or, d’apres la question I.1.b, on a

n—1

vn €N, S, =a,B, + Z(ak - ak+1)Bk7
k=0

n—1
alors il suffit qu’on montre que les suites (a,B;,) et (Z(ak — akH)Bk) sont convergentes.
k=0
On a
» Onaa, — 0 et lasuite (B,,) est bornée, donc a, B, ——— 0, ainsi la suite (a,, B;,) est convergente.
n—-400 n—+400
» La suite (By,) est bornée, donc B, = O(1), par suite (ap —an4+1)B, = O(ap—an41) et comme la

n—+oo n—-+oo
série E (an — an41) est convergente d’apres 1.2.b, alors la série E (an — an41)By, est aussi convergente,

n>0 n>0
n—1
du coup la suite des sommes partielles (Z(ak - ak+1)Bk> est convergente.
k=0

Donc la série g anby, est convergente.
n>0

Partie 11
Applications aux convergences de quelques types de séries

n

1. Pour tout n € N, on pose b, = (—=1)" et B,, = Zbk" donc pour tout n € N, on a B,, = Zbk = Z(—l)k =

k=0 k=0 k=0
1—(-pmt : . : o o
—5 € {0,1}, du coup la suite (By,) est bornée, et comme la suite (ay) est décroissante de limite nulle,
alors, d’apres la question 1.2.b, la série Z anby, = Z(—l)"an est convergente.
n>0 n>0

2. (a) Soit n € N*. On a 6 est différent de 2kn (k € Z), donc e est différent de 1 puis

n

n 0\ ind : né
. N\ Kk . 1— (e . 1 — e 1 s (4~
Zeme _ Z (eze) — ot ( ) — ot it ( )
k=1

2
P L—e? L—e sin (3)

inf

(b) Soit & <0, on a

7% 0, des lors la série Z ¢

na n—-+o00 n——+00
n>1

— diverge grossierement.

1 .
(c) Soit a > 0. Pour tout n € N*, on pose ap, = —, b, = ¢ et B, = Z b. D’apres la question 1.2.a, on a
n

k=1
: né
nEr = B T =T E

donc la suite (B,,) est bornée, et comme la suite (a,) est décroissante de limite nulle, alors, d’apres la question
N oind ) . end cos(nb)
1.2.b, la série Z anB, = Z o est convergente. Il en résulte que les séries Z Re = Z —

ne ne
n>1 n>1 n>1 n>1
ein? sin(nf) .
et g Im e E sont aussi convergentes.
ne ne
n>1 n>1
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(d) Soit @ >1.0na

. |cos(nb) 1 sin(nf) 1
N N T T | S e
1 cos(nf sin(nd
et, comme la série de Riemann Z — est convergente, alors les séries Z (a)‘ et Z <a)‘ sont
n>1 n>1 n n>1
_ . cos(nd) sin(nf)
convergentes et par suite les séries Z — et Z o sont absolument convergentes.
n>1 n n>1 n
(e) (i) On a 0 est différent de 2kw (k € Z), donc 26 est aussi différent de 2km et, comme « > 0, alors, d’apres
20
la question II.2.c, la série Z %Z) est convergente.
n>1 n
(ii) On a
Vn € N* sin?(nf) _1- cos(2nb) _ 1 cos(2nh)

no 2n« 2n« 2ne

1 cos(2n6
la série de Riemann Z o est divergente (a < 1) et la série Z 7(1a> est convergente d’apres la
n>1 n>1
sin?(nf)

—— est divergente en tant que somme d’une série convergente

question précédente, donc la série E
n>1
et d’une série divergente.

sin(n6 sin?(né sin?(n#
> e S

(iii) Soit n € N*. On a |sin(nf)| > sin?(n#), donc > o et, comme la série Z o est
n = on
. R . . L. |sin(nd)| . . L
divergente d’apres la question précédente, alors la série Z —_— est aussi divergente, ainsi la série
n

n<l

sin(nf)
Z — n’est pas absolument convergente.
n>1 n
n
* 1 - , .
3. Posons, pour tout n € N, ap = — et By = ch. La série Z ¢, étant convergente, donc la suite des sommes
n
k=1 n>1
partielles (By,)n>1 est convergente et par conséquent elle est bornée et, comme la suite (ay,)n>1 est décroissante de

.. N . o &
limite nulle, alors, d’apres la question 1.2.b, la série g AnCn = E —Z est convergente.
n>1 n>1

Partie I11

Une autre méthode pour montrer la convergence de quelques types de séries

1. Soit s € RY.
La fonction t — e~ *! f(t) est continue sur [0, +oc[ en tant que produit de deux fonctions continues sur [0, 40|,
donc 'intégrale /+<>0 e St f(t)dt est impropres en +o00.
La fonction f est Odécroissante et minorée (car elle positive), donc, d’apres le théoreme de la limite monotone, elle

eAStf(t) : —st 1
i 0 et par suite e *" f(t) ool ) Or

admet une limite finie en 400, du coup t2e st f(t) =

+00 oo
I'intégrale de Riemann /1 =) est convergente, alors /0 e f(t)dt est convergente. Ainsi ¢ f(s) est bien définie

*
pour tout s € RY,..

2. La fonction g est définie, continue, positive et décroissante sur R*, donc, d’apres la question précédente, g est
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définie sur RY et on a

“+o00 +oo 1
Vs € RY, gog(s):/ e=g(t)dt = / o dt+/ :/ oSt (1 — f)dt
0 0 1 0

wp [ e Sl —1t) =1 ! _Stdt 1 Sl K s
- s - s s 52 T s * 87(6 -
t=0 0 t=0

st

3. Soit k € N.

Les fonctions f et t — e *" sont décroissantes, donc

Vielkk+1], flk+1)<ft) < f(k) et e ks <ets <ohs

d’ou
Vi€ [k k+1], e FTDIf(k+ 1) <e ™ f(t) < e F f(k),

alors , par croissance de 'intégrale, obtient

k+1 k+1 k+1
/ e s £l 4 1) dt < / e B r(t)dt < / e ks f(k)de
k k k

c.a.d.

k+1
e s p(k4+1) < / e f(t)dt < e f(k).
k

4. Soient N € N* et s € RY.

D’apres la question précédente, on a

k+1
Vk e [0,N —1], e *+Dspk41) < / e Bty dt < e Ff (),
k

donc
N-1 k+1 N-
Ze k+lsfk+]. Z/ —tSf Z ka
k=0 k=0

En effectuant le changement d’indice j = k + 1 dans ’expression du premier membre de I'inégalité précédente et

en appliquent la relation de Chasles dans 'expression du deuxieme membre de I'inégalité précédente, on obtient :

N N N-1

S < [ et < 3 e,
j=1 0 k=0
c.a.d
N N N-1
St [ty et ),
k=1 0 k=0
c.a.d
N N N N-1
St < [ etmar e [Cetrmars Y e,
k=1 k=0
N N N-1 N-1 N
et, comme Z e Ff(k) = Z e R f(k) = f(0) et e P f(k) < e P f(k)+e N f(N) = Z e s f(k), il vient
k=1 k=0 k=0 k=0 k=0
N N N N
> e f(k) — £(0) < /O e f(t)dt et /O e P fH)dt <Y e Ff(k),
k=0 k=0
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par conséquent
N N
VN € N*, / e f(t)dt < Z o f(k) / e (1) dt + f(0),
0

et on voit que I'inégalité est encore valable pour N = 0. Finalement

N N N
VN €N, /O e f(t)dt < e (k) /Oe—tSf(t)dt+f(o).

k=0

. La série E e " f(n) est & termes positifs, donc?, pour montrer qu’elle est convergente, il suffit qu’on montre que
n>0
la suite de ses sommes partielles est majorée. D’apres la question précédente, on a

n n +oo
—ks —ts —ts
vn €N, kz_oe f(k‘)é/O e f(t)dt+f(0)§/0 e " f(t)dt + f(0),

donc la suite des sommes partielles de la série Z e " f(n) est majorée et par conséquent la série Z e " f(n) est
n>0 n>0
convergente.

. Soient s € R} et n, N € N* tels que n < N . D’apres la question ITL.3, on a

k+1
Vk € [n,N], e s f(k+1) < / e B f(t)dt < e R f(k),
k

donc
k+1

N N N
POEUSUERED B IRFOL D SR
k=n k=n k k=n

En effectuant le changement d’indice j = k + 1 dans ’expression du premier membre de I'inégalité précédente et

en appliquent la relation de Chasles dans I’expression du deuxieme membre de I'inégalité précédente, on obtient

N+1 ‘ N+1 N
S et [ et et
j=n+1 n k=n

c.a.d
N+l N+1 N
S e f() < / )t < 3 R ().
k=n+1 n k=n

En faisant tendre N — 400, on obtient

+00 +oo oo
>ooem < [ ety et
k=n+1 n k=n

oo +00 +00 +oo
ekt [ Cetima o [ etfma sy e rm

k=n+1 k=n

3. Soit E U, une série a termes positifs. Alors :
n>0

n
Z u, converge <= la suite de ses sommes partielles est majorée <—= IM >0 : Vn € N, Zuk < M.
n>0 k=0

adhamcpge@gmail . com 5/16 Adham Elbekkali



Epreuve de Mathématiques I : un corrigé

donc
+ +o0o

Tt R dt et / Tetpmdr S e ),

n+l k=n+1

+o00 +

> et < [
k=n+1 n

ainsi
+oo

400 +o00
/ e f(t)dt < Y e_ksf(k:)g/ et f(t) dt.

+1 k=n+1 n
7. (a) Soient n € Net (s,s') € RL x RY.
On considere la fonction f définie sur Ry par

1

On voit que la fonction f est continue, positive et décroissante, donc, d’apres la question précédente, on a

400 400 400
/ e P dt< Y eksf(k)gf et f(t) dt,

+1 k=n+1

too  o—ts +oo e—ks too  o—ts
/ ts’ dt < Z ks’ < / ts’ dt.
nt1 l+e k:n+11+e n 1+e

(b) Soient s € R% et n € N*. En prenant s’ = s dans la question précédente, on obtient

too  o—ts +oo e—ks too  g—ts
—dt < — < —dt.
/n-i-l 1+ ets _kZ 1+eks—[1 1+ ets

=n-+1
On a
400 —ts +oo —ts +o0o ( ftS)Q
e e e
/ ts dt :/ ts(a—ts dt :/ —is dt
n l+e n ets(e7ts 4+ 1) n e+
“+00 (e—ts)2 + e—ts _ e—ts +o0o i e—ts
:/ pa dt:/ e s_iefts+1dt
n n
—ts In(1 —ts\ 7 t—+00 1
- {_e pRlre )] =~ (e =In(l+e7))
S S t—n S
+oo —ts 1
et en remplagant n par n + 1, on obtient / Lt dt = - (e_("+1)5 —1In(1+ e_(”H)S)) .
nt1 1+e's S
D’ot la double inégalité
1 X e 1
s (e_(nH)S —In(1+ e_("“)s)) < Z Troks = g (™™ —In(1+e™))
k=n+1
(c) D’apres la question précédente, on a
1 ©X e 1
ot o) ey
S e S
k=n+1

1 1
et, comme lim - (e_(”H)s —In(1+ e_(”+1)5)) = lim - (e7™ —In(1+e ™)) =0, alors, d’apres le théo-
§—+00 § s—+o00 §
too e ks
reme des gendarmes, lim — =
s—+00 ) 1+ ers

k=n+
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(d) D’apres la question IIL.7.b, on a

L —m+1) (n+1) ~ ek 1
—(n s —(n s —ns —ns
Vs >0, ;(e —In(l+e ))S Z 1+eks_g(e —In(1+e™™)),
k=n+1
donc
+oo efks
vs >0, (e_(nH)S ~In(l+ e—(n+1)5)> <5 Z 1 + eks < (e —In(l+e™™)),
k=n-+1
et, comme lim (e_(n+1)5 —In(1+ e_(”+1)5)> = lim (e7™ —In(1+e ™)) =1—In2, alors, d’apreés le théo-
s—0t s—0+
too —ks +oo —ks
N . € N € .
reme des gendarmes, lim s ——,;=1-In2 dous Z ——, ~_ 1—In2 et par suite
s—0T 14 e 1+ e s—o+
k=n-+1 k=n+1
*i:” e ks 1—In2
k=n+1 1+ ekS s—0F s '

8. Considérons la fonction g définie sur R par

vtE Ry, g(t) = fle™).

» La fonction f est positive, donc la fonction g est aussi positive.
» La fonction t — e~ ¥ est continue sur R, & valeur dans R, et la fonction g est continue sur R, , donc, par
composition, la fonction g est continue sur R..

» Pour tout £, € R, on a

t<t = —t'<t
=¥ < et carla fonction exp est croissante

= f(e_t,) < f(e™), car la fonction f est croissante

donc la fonction g est décroissante.
(a) Soit s € R*. Puisque la fonction g est continue, positive, décroissante et s? e R* , alors, d’apres la question

2

+oo +o0
III.1, l'intégrale / e S lg(t)dt = / e*SQtf(e*t) dt converge.
0 0

(b) Soit s € R*. Puisque la fonction g est continue, positive, décroissante et s> € R* , alors, d’apres la question
I11.4, on a

N N N
VN €N, / gty dt <> e g (k) < / e g(t)dt + g(0).
0 0

k=0
En faisant tendre N — +o00, on obtient

+oo 2 = 2 oo 2
/ gyt <3 e g(k) < / et g(t) dt + (0),
0 k=0 0

par conséquent

+00 +eo
03 e - [ et e ar< s
k=0 0
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Probléeme 2

Partie I

Cas particulier : variables aléatoires discretes finies
1. La variable aléatoire Z suit une loi de Bernoulli de parametre p, donc
Z(Q)={0,1}, P(Z=1)=p e P(Z=0)=1-p
d’ot, d’aprés le théoreme de transfert pour les v.a. finie? |

VtER, Mz=E(”)= > "P(Z=2) =e""P(Z=0)+e"'P(Z=1)=1-p+pe
2€Z(Q)

2. Soit t € R. D’apres le théoreme de transfert pour les v.a finie, on a

Mx(t)=E(™)= Y €"P(Z Zem’“P = 1)

zeX(Q)
r +oo n +oo r n
_ (Z (E2) )P(Z:xk)zz (Z (E2) P(Z:a:k)>
=1 \n—o ¥ n=0 \k=1 "
=X EB(xm
Z% ,(Zx —xk>tn:§ D,

donc Mx est développable en série entiere sur R, ce qui implique que la fonction My est de classe C*° sur R et

que :
men MU _ B
’ nl a7

c.a.d

VneN, MP(0)=EX").

Autre méthode : pour les éleves de premiére année.
D’apres le théoreme de transfert pour les v.a. finie, on a
-
VtER, Mx(t)=E(™)= Y e"P(Z=1)=) "*P(Z=u),
EX(Q) k=1
donc la fonction My est de classe C* sur R en tant que combinaison linéaire (ou somme) de fonctions de classe

C™® sur R.

Soit n € N. La fonction My est de classe C" sur R, donc, d’apres la formule de Taylor-Young, on a

_ Mx"(0) 4 o M37(0) o My’(0) My~ (0) ., n
Mx(t) tZOZik! th 4+ o(t )t;0 TR TR SRS dher + o(t").

4. Théoréme de transfert pour les v.a. finie : Soit X une v.a. finie et f : R — R une fonction. Si X(Q) = {z1,...,zn}, alors Y = f(X)

=Y F@)P(X =2) = Y f@)P(X = ).

zeX ()

est aussi une v.a. finie et :
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Par ailleurs, on a

Mx(t) = ZemkP(Z:xk)
k=1

>0 8P 4 o

J!

So 2 PX =)
k=1 Jj=0

) D 6 P G e

t—0 a 4!
k=1 5=0
n T N
t J
= SR =) B o)
t—0 < ]!
7=0 k=1
L n )
— _ — J n
o 2 (Z P —xk)xk> +o(t")
7=0 k=1
- )
E(XI .
) :Mtﬂ +o(t™)
t—0 = J!
E(X° E(X E(X"
= )t0+ ( )t+---+ ( )t"—l—o(t”),
t50 0 1! n!

donc grace a unicité des coefficients d’un développement limité, on obtient

VneN, MP(0)=EX").

,
3. (a) e On a Zpk =1, donc py,...,p, ne sont pas tous nuls, d’ou l'existence de ko € [1,7] tel que pg, # 0, or

k=1
pr > 0 pour tout k € [1,r], alors

.
Vt € R, Mx(t) = E(e'X) =) " prel™ > pp, e > 0.
k=1

1
Ainsi la fonction t — In(Mx (t)) est définie sur R et par suite la fonction ¢x : t — n In(Mx(t)) est définie
sur R*.

e Pour tout t #0, on a

1
ex(t) = ?H(Mx(t))
o 7 In(Mx (0) + M%(0)t + o(t)) d’apres la formule de Taylor-Young
%
1
o 1 In(1+ E(X)t+o(t)) d’apres la question 1.2
N
1
=, B o)
=, B +o(1) — E(X),

donc ¢px est prolongeable par continuité en 0 et ¢x(0) = E(X).
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(b) Pour tout ¢ # 0, on a

x(t) — ¢x(0)

- ~In(Mx (1)) — E(X)

i My (0)

~ln (MX(O) + M (0)t + 2 4 o(t2)) — E(X)]

LU
| = k| =

%m (1 + E(X)t + E(2X2)t? + 0(t2)) - E(X)}

L 2

% <<E(X)t+ E<X2)t2> _1 (E(X)t+ E(QXZ)ﬁ) +0(t2>> - E(X)
1

2 2

_t <E(X)t + E(X2)t - 1E(X)Qt2 + 0(t2)> - E(X)}

)
=)
NI N s e I ol B B e A e N

t—0 | 2 2
_ 2
=0 (BX5) = )1
= V(X)) +o(1) — SV(X),
t—0 t—0 2
X
donc ¢y est dérivable en 0 et ¢’y (0) = V(Z)

(c) 1) Soit u < 0. On applique la formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral a la fonction exp entre 0 et w :

(0) (1) 2 (0)? u ()2
exp0(0)  exp®(0) | exp(0) (t—u)
exp(u) = ol + T + 51 u® + ; 51 exp®(t) dt,
donc ) 0 )
e“—l—u—u:—/ (t—w) etdt <0,
2 L 2
ainsi

2
Yu < 0, e“Sl—i—u—F%.

ii) Supposons que X ne prend que les valeurs négatives ou nulles, donc, pour tout k € [1,¢], on a z; < 0.

En utilisant 'inégalité de la question précédente, on a

VtZO, Mx(t) = Zpketxk

IN

1
Zpk ( (zxt)? + 2(xkt)2) car it < 0et pp >0
2 )
= Zpk + tZPkﬂﬁk Ty Zpkﬂﬁk
k=1 k=1 k=1
t
= 1+tB(X)+ §E(X2),
donc, par croissance de la fonction In, on a
2
Vvt >0, In(Mx(t)<In(l+tE(X)+ 5E(X2)),
or’ Vv >0, In(1 4 ) < 0, alors

Vi >0, In(Mx(t) <tE(X)+ t;E(Xz),

5. Considérons la fonction f : § — In(1 + ) — 6. Cette fonction est dérivable sur Ry et V6 € Ry, f'(9) = __0 < 0, donc f est

1460 —
décroissante sur R,. Par suite V6 € R, f(0) < f(0), d’ot V6 > 0, In(1 + 0) < 6.
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par suite
1 t
V>0, px () = - In(Mx () < B(X) + S B(X?).

On voit que I'inégalité demandée est encore vraie pour t = 0.

(d) Quitte & réindexer la famille (x)1<k<r, On peut supposer que 1 < Tz < --- < Zp.

i) Supposons par I'absurde que la famille (f1,..., f-) est liée, il existe donc ay,...,a, € R non tous nuls
tels que

arfi+--+afr=0. (1)

Posons ko = min{k € [1,r] : ax # 0} de tel sorte que oy = -+ - = ag,—1 = 0 et ag, # 0. Donc la relation

(1) devient akofko + e+ arfr — 0’ Cad
Vt € R, ag, €%kl 4 - + a et =0,

d’out
T

Vt € R’ gy = — Z ap e(mk—wko)t7
k=ko+1

donc, par passage a la limite dans cette égalité lorsque ¢ tend vers —oo, on obtient ay, = 0, ce qui est

contredit la définition de ky. Ainsi la famille (fi,..., f;) est libre.

ii) Posons E = X(Q)UY(Q). On a®

ox =y = VteR", px(t) =py(t)

zelE
Vee E, P(X =2) - P(Y =x) car la famille (f;),cp est libre d’apres I.3.d.ii

Vee E, P(X =z)=P(Y =x)

X et Y ont méme loi

— VteR, %ln(MX(t)) - 11n(My(t))
— VteR, In(Mx(t) = ln(My(t))
— WVt GR Mx( ) _My(t)
— VteR, Z P(X =z)e"= Y P(Y =uz)e”
zeX (0 €Y (Q)
— WVteR, ZP =) P(Y =x)e”
zeE zeE
= VteR, ) (P(X=2)-P(Y =x))e" =0
zel
= ) (P(X=2)-PY =x))f =0 avec fy(t) ="
—
<~
<~

(e) Supposons que X et Y sont des variables aléatoires finies indépendantes. Donc, pour tout ¢ € R, les variables

aléatoires eX et e’¥ sont indépendantes, des lors

Vi € R, Mx y(t) = E(XH)) = E(eX ) = BE(eX)E(eY) = Mx (t)My (t),

6. Rappel : Soient X et Y deux v.a. finies définies sur un espace probabilisé (€2, A, P) et E un ensemble fini contenant X (Q2) et Y (Q) .
Alors : X et Y ont méme loissi: Vo € B, P(X =z) = P(Y =z).
Rappel : Si z ¢ X(Q), alors P(X =) = 0.
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par suite
" 1 1
Vvt € R", g0X+y(t) = - ln(Mx+y(t)) = E ln(Mx(t)My(t))

= T(Mx(0) + 1 (M (D) = px(t) + v (1),
finalement px1y = @x + @y
(f) Supposons que la variable aléatoire X suit une loi binomiale de parametres s et p. Considérons s variables
aléatoires Z1, ..., Zs indépendantes et suivant toutes une loi de Bernoulli de parameétre p, donc” la variable
aléatoire Z = Z; + - - - 4+ Z, suit une loi binomiale de parametres s et p et par suite les v.a. X et Z ont la
méme loi, du coup, pour tout ¢ € R, ' et e!? ont aussi la méme loi, dés lors®
VteR, Mx(t) = E(e) = E(e'%)
E(et(zl+...+zs))

E(e% x ... x ets)

(
(

E(e%) x ... x E(e'?s)  carles v.a. Zi,..., Z, sont indépendantes
(E(etzl))s car les v.a. Z4, ..., Zs suivent la méme loi
= (1—p+pe')® car Z; suit une loi de Bernoulli de parametre p et d’apres la question I.1
(g) On a
Vi e R, M_x(t) = E(e%)) = E(e=0%) = My (—t),
donc
Vi e R, oox(t) = 1M x(t)) = T In(Mx(~1)) =~ In(Mx (~1)) = ~px (1),
ainsi

X est symétrique <= X et — X ont la méme loi

— px =p_-x d’apres la question 1.3.d.ii

= VteR", px(t) =p_x(1)

= VtER", px(t) = —px(-t)

— WVteR", px(—t) = —px(t)

<= (px est impaire.

4. (a) Ona® E(S,) = E(X1)+---+ E(X,) = nm et, comme les v.a. X1,..., X, sont mutuellement indépendantes,
alors V(S,) = V(X1) +--- + V(X,,) = no*.
Pour tout t € R, on a

1S* tSn—nm
Ms:(t) = E(e”r)=FE(e vV
_ymy/n Sn _my/n Sn
= E(e t o etﬁ0> = t o E etﬁo)
_gm/n D¢ 1
= e o Efevie™ x ... xeVie "
_t

_ygm/n LX #X N .
= e "o E(e\/ﬁff )x-~~xE(eﬁ0 ) car Xq,...,X, ont la méme loi que X
= e o M e —
( X(\/ﬁo'> )

7. Rappel : Si X1,..., X, sont des v.a. indépendantes et suivant une méme loi de Bernoulli de parametre p, alors la v.a. X;1 +---+ X,

suit une loi binomiale de parameétres n et p.
8. Rappel : Si X et Y sont deux v.a ayant la méme loi, alors, sous réserve d’existence, on a E(X) = E(Y).

9. Les v.a. X1,..., X, ont la méme loi que X, donc E(X;)=---=E(X,)=E(X)=met V(X1)=---=V(X,)=V(X)=0"
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donc, pour tout ¢ non nul,

psy(t) = fln(MS*(t)) % (‘tma” (Mx(t)>n>

= mg” 7;1n<MX(\/%U))
RRCNA W (e

V/no
5. D’apres la question I.3.b, la fonction ¢x est dérivable en 0, donc elle admet un développement limité a d’ordre 1

en 0 et
2
ox(u) = ox(0)+ @5 (0)u+o(u) = E(X)+V(X)u+o(u) = m+a—u+o(u).

u—0 u—0 2 u—0 2

Comme — 0, alors px

t t to t
o\/n n—+too (U\/ﬁ> oo T 2y/n To (0\/ﬁ

), donc, en vertu de la question 1.4.a,

myn /n t
ps:(t) = p + X (na)
t t
_ _mﬁ+ﬁ(m+0+ < ))
n—-+00 o 2y/n avn
_ t n t
n—too 2 © 2
t
n—+oo 2°

Partie 11

Cas des variables aléatoires discrétes réelles infinies

Notons (2, )nen une énumération des valeurs de X.

1. (a) Soient a,b,c € R tels que a < b < cet x € R. Si z > 0, alors bx < cx et, comme exp est croissante, alors
e < e par suite e’ < e + . Sinon, on a br < az et, comme exp est croissante, alors e’ < **, par

suite e” < €™ 4+ ¢°®. Donc dans les deux cas e’ < e + ¢,

(b) e On a e%X = 1 est une variable aléatoire constante, donc elle admet une espérance, dés lors la fonction
My : t — E(e') est définie en 0 et par suite 0 € Ix.
e Montons que Ix est un intervalle '° de R.
Soient a,c € Ix tels que a < c¢. Montrons que [a,c¢] C Ix. Puisque a,c € Ix, il suffit de montrer que
la,c[C Ix. Soit donc b €]a,c|. Puisque a,c € Ix, alors Mx(a) et Mx(b) existent, ce qui signifie que les

aX et ecX

v.a. e admettent des espérances, du coup la v.a. e*X + e“X admet aussi une espérance et, comme

bX < eaX +66X

d’apres la question II.A.a, e , alors M la v.a. e admet une espérance et M x (b) existe, des

lors b € Ix. Ainsi [a,c] C Ix et Ix est un intervalle de R.

2. Soit t € R. On a'? et
vneN, P(Y =n)e" = */\A et":e*/\( ¢)

n! n!

10. Rappel : Une partie I de R est dite intervalle si : Va,c € I, a < ¢ = [a,c] C I.
11. Soient X et Y deux v.a. réelles telles que |X| < Y. Si Y admet Une espérance, alors X admet aussi une espérance.

12. Y est une v.a. qui suit une loi de Poisson de parametre A > 0, donc Y(Q) =Net Vn € N, P(Y =n) = efk%.
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et
PY =n+ 1)) Ne?

Vn € N =
meS P(Y =n)eln n+1 n—o+oo

0<1,

donc, d’apres la regle de D’Alembert, la série Z P(Y = n)e'™ est absolument et par suite, d’apres le théoréme
n>0
de transfert des v.a. réelles discrétes infinies '3, la v.a. e¥ admet une espérance et

+o00 oo =
B ()\ et)n B ()\ et)n
E@EY) = ZP(Y:n)et":Ze A o= ’\Z py
n=0 n=0 n=0
— e exp ()\ et) = exp (—)\ + )\et) .
I en résulte que My est définie sur R et que : Vit € R, My (t) = exp (—)\ + )\et) .

3. (a) Soient k,n € Net t €] — a,af. On a tz, < |tz,| < a|z,| et, comme la fonction exp est croissante, alors

ettn < enl  ainsi

D0 = [POX = )k ™| = POX = ) [aal* €' < P(X = ) fon]* el

(b) Soit k € N et considérons la fonction f : & — zFel®™ % On a lim f(z) = lim 2e®P® = 0 (car
T—+00 T—r+00

a—p < 0), donc f admet une limite finie en +o0o, par suite elle est bornée au voisinage de 400, c.a.d. il existe

a > 0 tel que f soit bornée sur |a,+oo[ et, puisque f est continue sur le segment [0, a], alors elle bornée sur

ce segment. Du coup f est borné sur R, c.a.d. il existe My > 0 tel que
V€ R+7 f(x) = xk e(@l—p)x < Mk?

d’on
Ve e Ry, zFe®® < Myef”,

ainsi

Vn € N,

P (0] £ PX = 2n) fonF ) < PX = ) My o],

n

(c) Pour tout n € N, on a ePlonl < ePPn 4 e=PTn donc, en vertu de la question précédente,

Vk € NVt €] — a, af,

n —=

u® (t)\ < P(X = zp) Mg 7l < M P(X = ) 7 + MpP(X = @n) e 7™ (%).

Puisque —p,p €] — a,a[C Ix, alors Mx(—p) et Mx(p) existent, ce qui signifie que les v.a. e P~ et e?X

admettent des espérances, donc, d’apres le théoréme de transfert pour les v.a. discretes infinies, les séries

numériques Z P(X = x,) el et Z P(X = z,)e P*" sont aussi convergentes, du coup la série numérique
n>0 n>0

Z MpP(X = x,) e’ + M P(X = x,) e P* est convergente, donc, en vertu de (%), la série Z ul® converge

n>0 n>0

normalement sur | — a, af pour tout k£ € N, du coup

> g uy, converge simplement sur | — «, «f,
n>0

13. Théoreme de transfert pour les v.a. réelles discrétes infinies : Soient X une v.a. réelle discrete infinies et (2 )nen est une énumération

de ses valeurs. Soit en outre f : R — R une fonction. Alors, la v.a. f(X) admet une espérance ssi la série Z P(X = zpn)f(zn) est
n>0

absolument convergente. Dans ce cas, on a E(f(X)) = Z P(X =xn)f(zn)
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> Z ul®) converge uniformément sur | — o, ] pour tout k € N*.

“+o00
Or u,, est de classe C*™ sur | — a, af pour tout n € N, alors la fonction Mx = Z up est de classe C*° sur
n=0

+oo
| —a,af et M)(?) = Zugﬂ) pour tout & € N. En particulier, on a

n=0

+o0 +oo
k
ME0) =3 ul(0) = Y P(X = z,)2k = B(XY),
n=0 n=0
Comme Mx de classe C*™ sur | — a, a pour tout «a €]0, a[, alors elle de classe C* sur | — a, al.
4. D’apres la question I1.2 la fonction My est définie sur R par
Vt € R, My(t) = exp (—)\ + )\et) ,

donc, en vertu de la question précédente E(Y) = Mi(0) = X et E(Y?) = M{(0) = XA+ A2, il s’ensuit que
V(X)=E(X?) - E(X)*= )\

Partie II1

Cas des variables aléatoires a densité

t

Il est facile de montrer que, pour tout ¢ non nul, la v.a. /X est & densité.

1. Soit t € Ix N Iy. Les v.a. X et Y sont indépendantes, donc les v.a. €% et e sont aussi indépendantes et de plus

X Y _ GHXAHY)

elles admettent des espérances puisque t € Iy N Iy, ainsi e** x e admet une espérance et

Mx 1y (t) = BTy = BeX ) = B(e™)E(e) = Mx (t) My (t).

2. (a) On a
1t00  n k +oo  n k
s NP _ T rr
VkeN, VreR,, e _Zon!_k!+2m>k!,
b Nk
donc

VkeN,Vz e Ry, 2F <kle”

En particulier, on a
VkeN,VteR, |ts|F < kleltl

finalement
k!
VkeN, vteR, | <= el
S

(b) Soit k € N. Montrons que E(|X|*) est finie, ce qui revient & montrer que la v.a. | X|* admet des espérances.

En vertu de la question précédente, on a

k! k!
|X|k§ST€‘SX‘§87(GSX+G_SX)- *

—sX ot esX —sX et

Comme —s,s € Ix, alors les v.a. e admettent des espérances et par suite les v.a. ¢¥X + e
k! _ .
— (eSX +e7X ) admettent aussi une espérance , des lors, en vertu de %, la v.a. | X \k admet une espérance.
s
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(c) Soit t €] — s, s[. D’apres le théoreme de transfert pour les v.a a densité, on a
ix too oo [+ (m)k +oo [0
Mx(t) = E(e'*) = /_Oo e’ f(z)dx = /_Oo E:On!f(x) de = /_Oo E%fn(:v) de,

(tz)*
n!

().

avec fp(z) =
On a:

» La série de fonction Z fn converge simplement sur R et

+oo
Ve eR, ) fule)=e"f(2).

n=0
p» on a
VneN,Vz R, Y filz)| < Z\fk(:c)!:Z\fk !—Zf ’m’
k=0
< Zf e _ pyel < sy + fa) e = o)

tX et etX

Puisque —t,t €] — s,s[C Ix, donc les v.a. e~ admettent des espérances, alors, d’apres le

—+00 “+o00

e f(x)dx et / ' f(x) dz sont

théoreme de transfert pour les v.a a densité, les intégrales /
—0oQ

—o0
+oo

absolument convergentes et par suite 'intégrale / (e7 f(z) + €' f(z)) du est aussi convergente
—0o0

et la fonction ¢ est intégrable sur R.

Donc, d’apres le théoréme convergence dominée pour les séries 4, on a

vty = [ (izfn(x)) dx—io( )

n=0

+00 —+o00 tx k +00 tk —+oc0o
n=0 o n=0 o
+00 tk
= Z EE (X™) d’apres le théoreme de transfert
n=0
(d) D’apres la question précédente, on a
+00 n
_ k
vi G]—S,S[, MX(t)_ZEE(X )7
n=0
donc )
My (0 E(X" n
wen, Mx© _ BXYH MM 0) = B(x™).

n! n!

14. Théoréme convergence dominée pour les séries : Soit (fn)nen une suite de fonctions continues par morceaux de I dans K telle que :

> E fn converge simplement sur I vers une fonction continue par morceaux.

> (@)
k=0
—+oo —+oo —+oo
Alors les f, et Z fn sont intégrables sur [ et : / <Z fn(t)> dt = Z (/ 0] dt)
I \n=0 n=0 I

n=0

» Il existe une fonction ¢ : I — R intégrable telle que : Vn € N, Vt € I, < (1)
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