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1)

2)

3)

1ére Partie

Pour cela il faut montrer que ® est linéaire, ce qui simple en vérifiant
Iégalité ®(P + \Q) = P(P) + \®(Q) V(P,Q) € E*;VA € R et que
®(P) € E, VP € E,, en effet : soit P € E, donc deg P < n donc
deg (2(P)) = deg (((X* = 1)P')’) = deg ((X* — 1)P)) =1 =

2+ degP —1 = degP < n, donc ®(P) € E, et donc ¢ induit un
endomorphisme ®,, de F,, .

Ecrire la matrice de ®,(1) = 0,9,(X) = 2X,...,®,(X*) = (X2 -
DEXF Y = B(XF - XF0 = f(k+1) X ~k(k—1)X*2, ..., §,(X") =
n(n+1)X" —n(n —1)X"2 Donc

0 0 0 0 0
0 2 :
: (k—1)k
M = Mp(®,) = k(k+1) 0
' (n—1)n
.. .. 0
0 ... 0 nn+1)

A € R est une valeur propre de &, <= M — A, non inversible,
or M — A, est une matrice triangulaire, donc serait non inversible si
I'un des ses termes diagonaux (A — k(k + 1))o<k<n est nul, c’est a dire
A€ {0,2,...,k(k+1),...,n(n+1)}, Ainsi ®,, est un endomorphisme
de F, qui admet n 4+ 1 = dim F),, valeurs propres distinctes donc diago-
nalisable.

4) a)

pr = k(k+1), Soit P(X) =ap+ a1 X +...+a,X, € E, po
. en notant Y = (a;)o<i<n € Mpt11(R) 'équation @, (P)

s’écrit matriciellemnt MY = pY ou bien Y € Ker(M — p,
M — i I, est une matrice triangulaire supérieure dont un seu
est nul, donc de rang égal a n—1 et par suite dim Ker (M — !
on peut donc conclure que les solutions de I'équation ®,,(P)
sont tous proportionnels, et parmi ces solution il n’y a bien st
seul un unique polynéme unitaire Py tel que : ®,,(Py) = puF

Posons deg P, = p, donc Pp(X) = ag + a1 X + ... + a,2
Ay 7é 0, (I)n(Pk) = ,ukPk — (X2 — 1)Pk“+ 2X P = ,ukPk, €
tifiant dans cette égalité les coefficient de la plus grande pu
qui est X? on trouve a,(p(p — 1)) + 2p) = a,ux qui devient |
a, #0, pp+1)=k(k+1)oubien k*?—p*=p—k.Sip#
égalité devient aprés simplification par p—k, k+p= —1 ce
impossible, donc deg P, = p = k.

5) La symétrie, bilinéarité et positivité ne posent aucun probléme. .
notion de définie qui mérite un peu de rédaction, soit P € E

(P|P) = 0 donc /

1

P%(t)dt = 0, ainsi P? est une fonction contir
-1

sitive d’intégrale nulle sur [—1, 1] donc P? = 0 et aussi P = 0 sur
on a donc un polynome P qui admet une infinité de racines donc .

6) Pour tout (P,Q) € E? on a : (§(P)|Q) = /

1

(¢ =1)P'(1)'Q

-1
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7)

8)
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a procédé a deux reprises par une intégration par parties.

Pour tout couple (k,k") d’entiers naturels tel que k # K,

on a

(P(Pp)|Pe) = (Pr)|®(Pr)) = px(PelPr) = piwr(Pe|lPr) = (e —

i) (Pr| Per) =

(Pi|Pv) = 0, car

k£ K = g, = k(k+1) # o = &' (K +1).

a)

D’aprés la question précédente la famille (FPy, Py, ..., P,) est otho-
gonale, en plus tous ses éléments sont des polynoémes non nuls
car unitaires, donc c’est une famille libre, et elle est de carinal
n + 1 = dim E, donc c’est une base de E,, pour en construire une
base orthonormée (Ry, Ry,...,R,), comme la famille est déja or-
thogonale il suffit de normaliser seij éléments en le divisant par sa
k
HPkH

norme, c’est a dire prendre Rj =

Soit P € E,,||P| = 1 car

1, donc P = ZakRk avec Zak

k=0 k=0

(Ro, Ry, ..., R,) est une b.o.n de E,,, d’autre part V. 0 < k <n on
a:
P, (Ry) = ( ) = = = Ry, ainsi

|| Pe|| || Pe|| || Pr]|

= Zakﬂk(Rk)a comime

k=0
n
2 2
E Aty <
k=0

= Z akq)n(Rk>
k=0

., R,,) est une b.o.n de E, alors ||®,(P)| =

= p, donc

[1®n|l| = sup {||n(P)I|; P € En, [|P|| =1} < puy.
Inversement : |[|R,|| 1 donc ||®,(R,)| = pn
sup{||®.(P)||; P € E,, ||P|| = 1} d’ou I'égalité .

x|

2¢me Partie

1)

2)

1 1 1
deg ([(X? —1)"®)) = deg(X2 e —k =2k —k =k, le
cient dominant de L; est obtenu en dérivant k fois la plus
puissance de (X? — 1)¥ qui est X?* or (X?*)®) = (2k

, donc de

2k
... (k+1)XF = ( ) 2 X% donc le coefficient dominant de
L (2k)  (2k)!
2Rkl K 2k(k1)2

Soit k € N ((X2—1)’f)(k) — (X — )X+ 1)) P =

ZCP

(X — 1)% de multiplicité & donc ((X — 1)F)” (X = 1) =
tout 0 < p < k—1, donc en remplacant dans (*) X par 1, on

L) = gt (6 =19 (0= 1) (x4 1)) (x = 1)

Du fait que la dérivée d'un polynome pair est impair et
(X2 —1)* est pair, alors sa dérivée k-eme est impaire si k im
elle est paire si k est pair, on peut donc conclure que la pa
polynome L est la méme que celle de k .

Lk(—l) = Lk(l) sik pair et Lk(—l) =
Vog = ((X2 -
multiplicité p, donc pour ¢ < p alors ((X? —
de méme V, ,(—1) =0

Si g > 2p, on est dans la situation ou 'ordre de la dérivée «
le degré donc V,,, =0 .

((X+1) )(k_p) (*), or 1 est une rac

—Lg(1) si k impair .
DPY? or 1 et -1 sont des racine de (X2 —
D7) =V,

En effectuant la premiere intégration par partie on a que V
N? tel que :;p # ¢ en supposant par exemple p > ¢; (U,

/1 ((tg _ l)p)(p) ((t2 . 1)q>(4) dt —

1

[((tz _ 1)17) (r—1) ((t2 _ 1)q} (fz)r:1 _/_ ((t2 _ 1)17) (r—1) ((t2 i

((£* = 1)

_ 0_/1 ((t2 _ 1)p)(p—1) ((t2 _ 1)q)(q+1) dt — _/

1



3) On déduit de ce qui précede que pour tout k£ € N,
mille (U(),Ul,...,
(Lo, L, - . -,

4)

5)

car (2= 1)))P V@ =1)= (2 -1V =-1)=0.
En En effectuant une deuxieme intégration par partie on aura
1
(U,|U,) = / (& - 1)p)(p_2) (G 1)q)(q+2) dt, et ainsi de suite

1
1

jusqua avoir (U, |U,) = (—1)? /_ 1 (2= 1)) (2 = 1)) P gt =

0 car ((t* — 1)q)(q+p ) = 0 puisque l'ordre de dérivée qui est ici g + p
dépasse le degré qui est ici 2¢, notez bien qu’on a supposé au départ
p > ¢, le raisonnement sera pareil si I’on suppose ¢ > p.

la fa-
Uk) est une famille orthogonale donc la famille
Ly) est une famille orthogonale or V0 < p < k;degL, =

p < k, donc c’est une famille orthogonale de Ej, tous ses éléments sont
non nuls donc est libre et comme sont cardinal est k + 1 = dim E;, alors
¢’est une base orthogonale de FEj.

a)

a)

Soit n € Ny n > 2; k € {0,1,...,n—2}, on a : (XL,|Ly) =
' 1 ' 2 n\ (") (/.2 k\ (k)
/_ tL,(t) Ly (t)dt = m/_lt((t —1)™")" (= 1)F)" (t)dt

— g | (@ =07 e (@ = 09 (@it = (L] X L)

Or L, est orthogonal a tous les (L;)o<i<n—1 qui forment une base
de F,_; donc sera orthogonal a tout élément de XL, qui est un
polynome de degré k+1 <n —1, dou (XL,|Lg) = 0.

D’aprés les questions précédentes L, .1, L,, L,_1 est une base de
I'orthogonal de E, 5 dans F, .1, et d’aprés la question précédente
XL, est un élément de E, 1 orthogonal a tous les (Ly)o<r<n—2 qui
forment une base de F,,_», donc X L,, est un élément de 'orthogonal
de E,_» dans E, ., et va alors s’écrire comme combinaison linéaire
de Ln+1, Ln, Ln—l-

Soit (a, b, c) € R3 tel que : X L,, = aLy, 1 +bL,+cL,_1, d’autre part

deg Ly = k donc a # 0 et alors Ly 1 = (@ X + 8n) L + Yo Ln—1 avec
(an = é?ﬁn = _37771 = _g) € R®
vneN (X2-DW = (X2-1D(X2-1)" = (X2 - 1)2nX(X? -

1) = 20X W,,.

b)

6) a)

En dérivant (n + 1)-fois Dlexpression précedente, on
aprés avoir utilisé la formule de Leibniz : ((X? —1)W/

2n (X VVn)"Jrl qui devient
n+1

Z Cn—i—l

1)(”) =0pourp>3et XP =0 pour p > 2, on obtient donc
W 4 (4 1)2XWY Lo+ W = anxwimt 4
DWW ou bien @,(W,) = (X2 — VW + (n + 1)2X7
n(n + DWW = o X W + 2n(n + 1YW, ou encore @,
(X2 — )W oxw = nin + YW
Wi — n!2" L, et comme ®,, est linéaire alors : ®,,(L,,) = n(n
D’aprés la question 4.a il existe un unique polynome unitaire
que :

@, ()

n+1

@) () (n1=p) _QHZ PX®

n+1 —p .
), 0.

or par définition

L
=n(n+ 1)P,, et d’aprés la question précédente —(
co(.

Ly,

o) =),

aussi un polynome unitaire tel que : ®,, (

donc P, = ﬁ et on peut en conclure que pour tout
co(L,
il existe a, € R* tel que L, = a,P,, avec a, = co(.
_ 1 2 1ymy (™ ,
Ln = 2"—7’“ ((X — ]_)1) s dOnC : 1 (
a, = co(L,) = choefﬁcient de (X)) = 2”n!&
(2n)!
2n(n!)?
1
1
Vk € N on a (X|LyL,) = / tLi(t) L, (t)dt = 3 [tL;(1)]
-1
1/
2
= —||Lk||2 car L(1) =1, Ly(—1) = F1.
Soit k > 1, degL, = k, posons L, = a; X" + ... + a
XL, = kapX* + ... + a1 X, kL, = kap X* + ... + kag, en



la différence on obtient que : X L) — kLj est un polynome de degré
<k—1,cest adire XL} — kL, € Fy_;.

D’autre part L est orthogonal a tout polynome de degré < k — 1,
en particulier & XLj — kL, donc (XLj — kLk|Lx) = 0 ou bien
(XL,|Ly) = k(Ly|Ly) = k||Ly||?, mais ceci pour k > 1, pour k = 0
I’égalité est triviale puisque Ly est un polynoéme constant. Donc on
conclut que : Vk € N, (XL, |Ly) = k|| L|)*.

Pour tout k € N,on a: || Li||* = E(XL’ L) = ¢ f tLy (£) Ly (t)dt =
LML (L (Hdt = L(X|LyL) = L (1= L Ly)?), ce qui donne

(2k + 1)|| Le||* = 2, d’ot || Lg||? = ,/2k+1

D’aprés la questlon 5.5. Ly, est un polynome de degré k de coefficient

dominant 2k k, =, donc (k —i— 1)L = (kK+ 1)7%91]6;:1 X
et (2k+1)XLk = (2k‘—|—1)2k(k?)2Xk+l_|_ + By = (22k/f(7€-'1))2 Xk+1+ +ﬁo,

en faisant la différence on a bien (k + 1)Lpy1 — (2k + 1) X Ly
est un polynome de degré < k, d’autre part d’aprés la ques-
tion 4.a XL est orthogonal & Fj_o, et Ly, aussi, donc Vk €
N* (k+ 1)Lgr1 — (2k + 1) X Ly est un polynome de degré < k,
orthogonal a Fj_», et par suite s’écrit sous la forme :

(]{7 -+ 1)Lk+1 (2]€ —+ 1)XLk = OéLk 1 + ﬂLk avec

(D Ly — (k1) X Ly  Lg 1) (2k+1) _
@ SEaE et = SRR Ll he) =
—”(sziln)g f_ll((t2 — DF®tL,_idt, moyennant des intégration

par parties successives ou tout les crochets sont nul puisque
(82— 1)1“)(?)}21_1 Vp < g vu que -1 et 1 sont des racines de

(> — 1)) de multiplicité k on a : a = — 24 1)k [T (12—

Pk
DF(tL_)®dt . Or tLi_; est un polynome de degré k donc
(tLi—1)® = k!l co(tLy_1) = k! co(Ly_1) = k! 2,£2i,2, donc a =

2k+1 1
||(Lk:||)2( )k+1k'zk(k') Jo (8 = 1)kat

= ()R ot I = [ (82 -

FTRI(2k—1)
lis, on montre par récurrence que : (—1)*+?

((k+1) Lty 1 —(2k+1) X Ly | L)
IZklI?

1)kdt, dit intégrale de Wal-
Tt Ik = (2k+1).
_ (2k+1)X Ly |Ly,)
(AR

De méme j

1)

”L T f tL2(t)dt = 0 car la fonction ¢t +— tLZ(t) est i

sur [—1 1] donc son intégrale est nulle, donc on conclut
Vk € N, (k‘ + 1)Lk+1 = (2/{5 + 1)XLk — kL.

3éme Partie

Pour tout Q € E,, Q,(t)Q(t) est un polynéme de degré i
a 2n + 1 car deg@ < mn;deg@, = n + 1, or la méthc
1

d’ordre 2n 4+ 1 donc £(QQ,) = 0 c’est a dire : / Qn(t)Q
-1

Z XiQn(;)Q(x;) = 0 car les x; sont des racines de Q.

D’aprés la question précédente est un polynome de deg

IIQnII
orthogonal a FE,,, or I'orthogonal de F,, dans E, ., est de din

1, et R,y1 est aussi un polynome de degré n + 1 orthogona
@n
1Qx

les deux alors

donc

et R, sont proportionnels, comme ils sont u

j:Rn-i-l'
||Qn||
On peut alors dire de xg, 7y, . . .

Pour tout & € {0,1,...,n—2}, £ est un polynome de
inférieur a n, or la méthode est d’ordre 2n + 1 donc E(L

1 n

c’est a dire : / Lpdt = Z)\i[,k(t)(:ci) = A, car Ly(x;)
-1 i=0

1 7é k et ,Ck(l'k) 1.

H X —x;), donc @ (X

i=0

Quen) = TG - o) = (2

j#kl
-1

, T sont les racines de R,1.

En effet Q, (X

NI

1=0 j#i

) (X = xy), dou Li(z



2)

n
fn sont des fonctions dérivables alors H fi

=0
Al

Rappel : Si fo, f1,...,

n /
est aussi dérivable, avec : H fil =
i=0 i=0  j#i

Pour tout k£ € {0,1,...,n—2}, L7 est un polynome de degré
inférieur a 2n, or la méthode est d’ordre 2n + 1 donc £(L3) = 0

c’est a dire : / Lidt = Z)\ L2(t) () = g, car Ly(z;) = 0 si
=0
1 # k et ,Ck(il}k) =1.

Pour tout () € E,, posons P =

{0,1. }
P(:L’k =

Q — ZQ(xi)Ei, on a: Vk €
i=0

ZQ ;)L

Li(xr) = 1, ainsi P est alors un polynéme de degré 1nferleur an qui

() = 0 car Lg(z;) = 0sii # ket

admet n + 1 racines distinctes, donc nul, d’ou Q = Z Q(z;)L
i=0

/_ 1 Z Qz)Li(t)dt =

ZQ(%)&, donc £(Q) = 0, d’ou la
i=0

1
Pour tout @ € E,, /Q(t)dt
-1

ZQ(@-) /_ 1£i(t)dt

c)

méthode est exacte pour les polynomes de degré < n.

- T, 1,...,%, sont les n + 1 racines distinctes de @,
R, .1, tous deux polynomes de degré n+1, donc sont prop
tionnels, (utiliser la décompostion en facteur irréducti
d’un polynome).

Or R,.; est orthogonal a tous les1 polynomes de de;

inférieur a n, donc @,, aussi, d’ou / Qn(t)Q(t)dt = 0.
-1
1 1 1
- On a donc / P(t)dt = / Qn(t)Q(t)dt —l—/ R(t)dt
—1 -1 —1
1 n
/ R(t)dt = Z AiR(z;), parceque R est un polynome
-1 i=0

degré inférieur a n, et la méthode est exacte pour les |
lynomes de degré < n, or P(z;) = Qu(21)Q(x;) + R(x;)

R(x;), donc /_11 P(t)dt = Z AiP(z;), d’ou E£(P) =

=0

d) Conclusion directe de la question précedente.

Fin.






