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I. A-1) Un segment [AB] est I'ensemble des combinaisons convexes de A et de B. Mais toute @mbinaison
convexe de ambinaisons convexes de A et de B est encore une combinaison convexe de A et de B. Donc le
segmentAB] est convexe.

I.A-2) Soient My, My, . . . ,M, p points du demi-plan fermé F et A,,A,,...,A, p réds positifs ou nus de

P N |:| P
somme 1. Alors @z}\iOM E z ;a=a. Donc F est convexe. Le raisonnement est le méme pour un
=1 =1

demi-plan ouvert en remplagant I'inégalité large par une inégalité stricte.
I.A-3) Soient My, My, ... ,M, ppointsdeCet A,,A,,...,A, prédspasitifsou nusde somme 1. Alors pour

P P
tout o dansA, Y A, M, estun pointdeC,, d'od ) A, M, OC. DoncC est convexe.

I.B-  Une combinaison convexe d’ un point unique M; ne peut ére que cepoaint lui-méme. L'hypothése de
récurrence est donc triviale pque 1.
Supposons qu'elle soit vraie alrang p - 1 ; soient My, M, .. . , M, ppointsde C et A;,A,,...,A,

p réds positifs ou nds de somme 1. L’asociativité du barycentre donne I'égalité

A5 X7

=1 =1

p
le segmentNIM, ] est dan<C, Z A, M, estencore darS. D'ou le résultat.
1=1

A A
I.C-1) Lepoint N=—2— M, +—2
A2+A3 A2+A3

pondéréspar A, et A, +A,. Pour que M soit dans F; il faut et il suffit que M soit dans e segment [M;N], c'est &
dire A, 20 et A,+A, 20 ou dans la demi-droite issie de M, ne mntenant pas N, c'est a dire A, 20 et
A, +A;<0. GlobalementM OF, = A, 20.
D’\lzo
D'ou M OConv(M,, M,,M,) = mzzom MOF nF,nF,.
H,20

M, est unpaint de ladroite M,M; et M est barycentre de M; et M

[.C-2) Un point du triange Conv(M,, M,, M) distinct de M; est tel que I'un au moins des coefficients
A, 0uA; est non nd. Une combinaison convexe de tels paoints vérifie encore cete propriété puisque tous s

coefficients sont positifs.

I.D-  Une gplication affine f conserve le barycentre, donc les combinaisons convexes ; si de plus c’est une
bijedion, I'image d'ure partie finie {M;, My, . . . ,My} est une partie finie {f{(M),f( M), . . . f( M)} de méme
cardinal. Donc I'image d’un polytope est un polytope.

I.E-1) Testborné puisque contenu dans I’ hypercube fermé [0,1]°. De plus, T est I'intersedion de ce hypercube

p
fermé avec I’ hyperplan d' équation Z}\i =1 qui est lui auss unfermé. Donc T est fermé & borné : c'est un

compact.
I.E-2) f est continue ca chaque fonction coordonnée et une fonction paynomiale des variables
A Ay Ay,

I. E-3) Le polytope Conv(My, My, .. . ,M,) est I'image du compad T par |’ applicéaion continue f . C'est donc
un compact.

|. E- 4) L’intersedion d'une droite A et d’un polygone cmnvexe P de IR? est donc un fermé (intersedion de
deux fermés) borngcontenu danB), donc compact.

Par aill eurs, ¢'est un convexe (cf. : A- 3). Or un convexe mwmpad S sur une droite est un segment. En
effet, s on note a et b la borne supérieure ¢ la borne inférieure des abscisses (comptées aur la droite) des points
de S (elles existent puisque S est borné), les paints A et B correspondants ont dans S (car S est fermé) d'ou
SOJ[AB] (carSest convexe) et finaleme8t= [AB] (avec éventuellemerit= B).



I.F-1) S Pn'estpasréduit aMy, P\{M,} est contenudansle demi-plan ouvert F et P\{Mj} =P nF qui est
convexe d'apréé- 3. DoncM; est extrémal.

I.F-2) Soit P= Conv(My, My, ... ,Mp) et M OP distinct de dhacun des points M; . Alors P\ M contient M,
My, ... ,M,, donc n'est pas sable par combinaison convexe. Donc seuls les points My, My, . . . ,M, peuvent étre
extrémaux.

I.F-3) Pourn =2, lacourbe est une parabole.

p
Soit M = Z A;M(t;) un point deP. Alors, pour tout,
=1

t2 (OWA/U*)-E%A Etz 2t§i)\t%+p}\t2—p}\(t )220
i i 1:11|:|I I,:1]J|:J,Z1H JZlJJ i/ =

et cette quantité ne peut s’annuler que si tous les termes sont nuld, d=0@ [j #i, c’est a direVl = M;.
DoncM; est pour tout un point extrémal ; d’apre ce sont les seuls.

[a b[
1. A- 1) Supposons quiest IR-linéaire représentée dans la base canonique par la mﬁlce H Alors

f(z2)=(ax+by) +i(cx+dy)=a

2 2 2 2

[Re(a + ) Im(B-a)Q

Inversement, sif (Z) az+ [3_ f est IR -linéaire représentée par la matr|m(a+ﬁ) Re(at - B)H.

1. A-2) |a|2 —|B|2 = (a+d)’ :(C_b) _(@-d)’ :(Hb) =ad-bc=det f . Donc f est un automorphisme
ssi|a] #|B) .

[cos2d sin29 [
I1. A- 3)La matrice de la réflexion vectorielle con&deree@st 0, dot a =0et B =¢e?’

n239 —005219
I1.B-1)H est défini comme le noyau de la forme linéare (manifestement non nule) (zl,...zp)|—> 2 +..427,.
C’est donc un hyperplan vectoriel.
[1.B-2) ¢? =id. Donc ¢ annde le poynéme a radnes smples XP -1, ce qui prouve que (¢ est
diagonalisable (le corps de base ét@nttout polyndme est scindé).
t,U(Qk):kak. Donc Q, est un vedeur propre de (¢ asocié ala valeur propre w“. Comme les

w®, kO[O, p—1] sont distincts, le€, constituent une base propre pajur

[1.B-3)Pourk # 0, Q, estdansi. Donc{Ql,...,Q } est une base d¢.

p-1
p-1

[1. C- 1) PuisqueV est dang, il existe (/\l,...,)\ p_l) unique tel que/ = Z AQ,.
=1

II.C-2)Caculons les produits sdaires (hilbertiens complexes) de daque vedeur Q, par le vedeur

W/Q,)= ia)”w“ =
W:(Lw,...,w"‘l) il séaivent .Onen

QW/Q Zw koD = Zw“”(“) =0 caQ,_ OHsr>1

p
déduit queA,; -1 W/V :EZw a,
IO P =

1 0
ey E on trouve

En cdculant de méme les produits <daires avec le vedeur W‘:@L—,... =
W

Ay ==Wwv —iiw’ ‘a, .
' p

r=1

z+z+bz—z+i%z+z+dz—2§=a+d +i(c—b)z+‘
2



p 0 -2
11.C-3) Zar:ImZe P2 om %e 2%2 w™=0.
=1

_ 1043 2 .0
Ecrivonsa, =—=[& %w e2w " [ Alors
T2 0 0
P p i? 20
Za a, —D—eZW)VD D—e 2W/VD— DJ\ e 2 -A,e20=0
f [P O
1. A-1) Pour toute droitel;, de IR? il existe une rotation qui envoi&0) surd.

Pour tout couple (d;, d), on peut définir une goplication linédre qui envoie les vedeurs de la base

. . . < m
canonique sur des vecteurs directeurd,dg d, respectivement, c’est a ditg0) et 5(5) surd, etd,.

1. A-2) Soient d;, d, et d; trois droites deux a deux distinctes engendrées par U;, U, et Uj
respedivement. On peut éaire U, = aU, + BU,. Notons (e;, &) la base canonique d@ définissons I’ applicaion
Of (e,) =aU,
linédre f par E e +\/§e . Alors féeli\/gez% U, et I'spplicaion f envoie biend(0) , d(— )et
1

L )

6(%1) surdy, d, etds respectivement.

[1.B-1) Chague vedeur U; est défini au produit pres par un scdaire non nu. De par la multili néaité de
det, cette multiplication ne modifie p&s

det( f (U,) f(U,))det( f(U,) fU
11.B-2) R(K(9)) = (fU,) fUy))det(f(U,) FU,))
det(f(U,) f(U,))det(f(U,) f(Uy))
peut donc simplifier par (dé9)? (on rappelle que déin’est pas nul) d'otr( f(#) ) = R( 7).

. Or det(f(U) f(V))=det f det(UV) ;on

. ok O
[1.C-1) coskd = Ree™ = Re(cosd +isind)* = Z EQ fcos“ " 9(1-cos’ #)° qui est bien un
Osks% pD

polyndme encosd a coefficients entiers.
[1.C-2)
cosd, cosd,

sind, snd,
cosd, cosd,
snd, snd,

cosd, cosd,
|sind, sng,

_sn@,-4,)sn@,-3,) _cos(d;-F,-3,+7,)
sn@, -34,)sn@,-34,) cos(d, -9, -9,+3,)

R( D) =R(f (D))=

cosd, cosd,
sind, sng,

ou les &, sont les angles polaires de quatre des droites de fi(F) , cest a dire de la forme K, T—T. D’ou
p

cos%k -k, +k)A% %o%)%
o cos%k -k, +k,) A% Ty %os A) %O A%

Notons ¢ ; I'angle polaire dej, et supposons qug, =0,¢, = % eg, = % Alors

®( D) = = tan§94 —gg Soit x [ IR\ €. On peut trouve®, tel quetan§94 _%TQ: X.

Alors aucune famille dp droite contenant les droités(1< j < 4) ne peut étrer-rationnelle.



V. A- En notant{ I'angle polaire du point courat,, A, .

X X
a pour équation polairg = =— . Ay,

cos(Z—ﬁ—%) 5‘”(5_‘9) X
IV.B-1) S Pet P sont &(3) -identifiables, alors, pour tout

x red, (A, n® = I(Ag nP). Si deux segments d'une méme
droite sont de méme longueur, leurs images par une bijedion affine
sont de méme longueur, d’ot 1(f (A,) n f(P) = I(f(A,,) n f(P)).

f(As) est une droite qui reste dirigée par ¢(5(9)) et, quand x déait IR, le paint xie"” déait la droite
6(19 + %) et son image déait donc ¢(6(z9 + %)) .Comme ¢ est unebijedion, cette droite n' est pasidentique a

#(5(9)) et par conséquentf (A,,) balaie tout le plan. Dorf¢) etf(#) sont ¢(&(9)) -identifiables.
IV.B-2) La réflexion offinec, envoie un point dagument ¢ sur le point dargument

Z':(Zq—l)E—Z. Il est alors clair que s ¢ est un multiple pair de 7—T, ¢’ est un multiple impair et
p p

inversement. Les deux ensembles {Al,...,Ap} et {Bl,...,Bp} sont donc globalement échangés, donc auss 2 et

P puisqu’une application affine conserve une combinaison convexe.

IV.B-3) Par site, les p droites vedoriell es orthogonales aux droites A, , gq=1,...,p constituent une
famille 7 telle quer et? soient #-identifiables.

IV.B-4) S G est une famillerr-rationnelle, G est I'image par une gplicaion affine des droites

6%1£§, g=0,...,m-1, droites que I’on peut faire tourner d'un angle LI pour se retrouver dans la
m 2m 2

sSituation des droites A, orthogonales aux droites A, de la question 3). Si f ' est la bijedion affine telle que
f'({Al',... ,Am'}) = G, alorsQ=f'(?) etQ= f'(2") sontg -identifiables et distincts.

IV.C- Par construction, d'aprés 111. C- 3), D n'est pas extraite d’'une famill err-rationnelle. |1 ne peut
donc exister deux polygones convexes distirgtsdentifiables. Done = 7.



