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CONCOURS CoOMMUNS INP 2020

Epreuve de mathématiques, PSI, quatre heures
Corrigé

PROBLEME 1
Autour de la fonction sinus cardinal

Partie I — Transformée de Laplace de la fonction sinus

Q1.

Q2.

Q3.

Q4.

cardinal

Soit ¢ € R,. La fonction sinus est continue sur [0, ], de classe C! sur 0, ¢[, et sa dérivée (le
cosinus) est majorée en valeur absolue par 1. Donc, d’apres 'inégalité des accroissements
finis :

|sin(t) —sin(0)] < 1- |t — 0],
c’est-a-dire : |sin(¢)| < t. D’ou le résultat.
Il s’agit de démontrer que pour tout z €]0,4+o00], les intégrales F(x), G(z) et H(x)
convergent.
Soit x €]0, +oo[. Leurs intégrandes sont continus sur |0, 4oc[ (et méme sur [0, +o00[ pour
G(x) et H(z)), et dominées par la fonction ¢ — e~ ; pour justifier cette domination, il suffit
d’utiliser I'inégalité ‘%’ < 1 valable pour tout ¢ > 0 d’apres la question précédente, ou les
inégalités triviales |sin| < 1 et | cos| < 1 pour les deux dernieres intégrales.

Or c’est un résultat connu que la fonction ¢ — e~ est intégrable sur [0, +o0o[ si z > 0. Donc,

d’apres le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives, les intégrales F'(x),
G(z) et H(z) convergent absolument, donc convergent.

Ainsi F, G et H sont bien définies sur |0, +o00].

Toujours en utilisant I'inégalité
on obtient :

%‘ < 1 valable pour tout ¢t > 0, et I'inégalité triangulaire,

+o0 | gin(t +oo —ta] T00 1
Vo >0, 0<|F(z)| < / sin( >‘e_”dt < / et = [e ] _ 1
0 t 0 —T |,

et de la il vient facilement ligl (x) = 0 grace au théoréme des gendarmes.
T—r1+00

Nous allons utiliser le théoreme de dérivation sous le signe intégrale. Posons :

V(e t) € Byx]0,fool, Sl t) = T2

Alors :
— pour tout € R, I'application ¢ — f(x,t) est continue (par morceaux) et intégrable
sur |0, +o00[ d’apres la question Q2;
— pour tout ¢ €0, +oo], l'application = — f(z,t) est de classe C' sur R%, et pour tout
(z,t) € R% x]0,+oo[ on a :

0
df(x,t) = —e "sin(t) ;
x
— pour tout z € R, I'application ¢ — a—(x, t) = —e~*'sin(t) est continue par morceaux
x
sur |0, 400 ;
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Q5.

Q6.

— pour tout segment [a,b] inclus dans RY, tout « € [a, b] et tout ¢ €]0, 400, on a :

0 .
‘éf(x, t)’ = |sin(t)|e™™ < e (HYPOTHESE DE DOMINATION),
T

a

et Papplication ¢ — e~ est intégrable sur |0, +oo[ car a > 0.

D’apres le théoreme de dérivation sous le signe intégrale, vérifié sur tout segment inclus dans

0
R*, Papplication t — 8f(x7 t) est intégrable sur ]0, +-o0o[ pour tout z € R¥, et I'application
x

Feo Sln(t) —axt 1
F:z— / Te dt est de classe C* sur R%. On a en outre :
0

“+oo
Vo >0, Fl(z)=— / sin(t)e""dt = —G(x).
0

Soit £ > 0. On a :

+oo

H(z) +iG(z) = / e~ (cos(t) + isin(t))dt = / T gty —

eli—z)t +oo 1
0 0

i — x—1i

0
et nous mettons cette expression sous forme algébrique afin d’en déduire, par identifica-
tion des parties réelle et imaginaire, une expression simple de G(x) et H(x). On a, apres
multiplication au numérateur et au dénominateur par z + ¢ :

1 T+ x 1

H<x>+iG($)::c—i:x2+1:x2+1+iaz‘2+1'

On en déduit, par la stratégie annoncée ci-dessus :

“+o0o

Pour en déduire, pour o €]0, +o0], la valeur de / e~ cos(at)dt, notons qu’en posant
0

u = «at nous devrions pouvoir nous ramener a la fonction H (et en méme temps démontrer

la convergence de cette intégrale). Le changement de variable t — at est licite car ¢’est une

application de classe C! et strictement croissante sur ]0, +oo[. On a par ailleurs du = adt,

et sous réserve d’existence de cette intégrale :

+o0 +o00 - HI(Z
/ e " cos(at)dt = / e ot cos(u)d—u = (a> ,
0 0

(% «

z
«

Or un changement de variable conserve la nature des intégrales, et on sait que H ( )

+oo
converge. On en déduit que l'intégrale / e " cos(at)dt converge, et 1'égalité ci-dessus
0

est licite. On a donc :

+o0 1 z
/ e " cos(at)dt = ———% = .
0 Q (g) +1 ° 4+«

On a:

1
Ve >0, F'(x) 2 —G(x) )
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Une primitive de x +— 1 est I'arc tangente. On en déduit I'existence de ¢ € R tel que :

T
Ve >0, F(z)= —arctan(z)+ c.

Or, d’apres la question Q3 : lim F'(x) = 0. Prendre la limite quand = — +oo dans I’égalité

r——+00
ci-dessus donne donc :

T
.
5 6

c’est-a-dire : ¢ = g En conclusion :
T
Ve >0, F(z)= 5~ arctan(x).

Et en outre F(1) =

= 7, ce qu'on peut réécrire :

+00 g
/ sin(t) etdt = _.
0 t 4

us s
2 4

Partie 11 — Autour de la formule de Viete
Q7. Nous allons montrer par récurrence sur n € N\ {0} la proposition P,

t > _ sin(t)

o m »

« Pour tout ¢t > 0 tel que ¢t Z 0 mod 2" !7, on a : Hcos<
k=1

Montrons Py. Soit ¢t > 0 tel que ¢ # 0 mod 7. On a :

sin(t) 2 cos ( ) sin (2) B < ) ( >
2sin (%) B 2 sin (5) = COS H cos ( o
d’ou la propriété au rang 1.

A présent, soit n € N\ {0} tel qu’on ait P,,. Montrons P, .. Soit ¢ > 0 tel que ¢ # 0 mod 2"7.
Alors :

n+1 :
t > < t ) ( t > P, sin(t) < t )
COS | — COS X COS = COS .
kl;Il (2k lcl_Il ok on+1 om gin (;n) on+1

A priori P, nécessite que t # 0 mod 2" '7. Mais l'identité invoquée se prolonge au cas
t = 0 mod 2" 7 (tant que ¢ #Z 0 mod 2"7) par passage a la limite et par continuité (qui est
assurée par le fait que 2" sin ( ) # 0 en ces réels t).

La formule de duplication sin(a) = 2 cos (5) sin (5) utilisée avec a = 5+ implique alors :
il sin(t) t sin(t)
Hcos( k): : - cos( n+1)
2 27+ cos ( n+1) sin (2n+1) 2 2ntlgin (2n+1)

d’out P, : ainsi la proposition est héréditaire.
Ayant démontré que la proposition est initialisée et héréditaire, on en déduit qu'on a P,
pour tout n € N\ {0}, c’est-a-dire :

sin(t)

Vn € N\ {0}, Vt € R% \ (2" '7Z), kf[ Ccos (th) = 7t)7

27 sin ( 5
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ce qu’il fallait démontrer.
Remarque. L’énoncé a oublié de tenir compte de 'annulation possible de sin <2n) au dé-

nominateur; si je choisis de prendre ¢t # 0 mod 2" 'z dans la définition de P,,, au lieu de
t # 0 mod 2" (qui suffirait & permettre la division par sin <2n)), c’est pour m’éviter une
distinction de cas fastidieuse dans I’hérédité, sachant que cela n’empéche pas de traiter les
questions suivantes, la question Q9 plus particulierement.

Q8. Soit t > 0. Nous allons montrer par récurrence sur n € N\ {0} la proposition P,

on—1 -1
« HCOS (2k‘> on— 1 Z COS( ) »

k=1

Montrons P;. On a :

21-1 1
2k —1 t t
= 12008( )zcos(Q):]};[lcos(%>,
d’ou la propriété au rang 1.
A présent, soit n € N\ {0} tel qu'on ait P,,. Montrons P,.;. On a :

n+1 n on—1
t t t P, 1 2k —1 t
I cos (5) - I cos (5¢) %o (5 ) = s ;cos< St eos ()

et d’apres la formule de trigonométrie rappelée :

cos(a) cos(b) = ; (cos(a + b) + cos(a — b))

2k—1 _ _t .
o tetb—w,ona.

utilisée avec a =

n+1 2n—1 2n—1
t 1 2(2k—1)+1 2(2k—1)—1
kl;[l cos (216) = on kz::l CcoS <2n+1 t) + kz::l coS (2n+1 t
1 on 1 1 2n—1 4k i 3
:27 ZCOS( 2+1 )+]§COS<2n+1t
1 4.2n—1 / 4.2n—1 /
=5 ; <2n+1t + Z cos | St
szl_mod 4 fo?) mod 4

1 X ¢
= o Z cos <2n+1t ,

ou pour la derniere égalité on écrit que —3 = 1 mod 4. Or 'ensemble des entiers congrus a
+1 modulo 4 est exactement ’ensemble des entiers impairs. C’est-a-dire :

on+l E on+l E
Z COS <2n+1 ) Z COS <2 1 >

/=1
f==41 mod 4 0 i 1mpa1r

et un entier impair ¢ € [[1,2" "] s’écrit ¢ = 2k — 1 avec k € N (plus précisément : 1 < £ <
27+ = 1 <k < 27+ done k € [1,27]). En conclusion

il 1l L )_ 1y 2%k -1,
HCOS (2k>_271 e_zl COS ont1 27 COSs 72n+1 s

¢ impair
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d’ou P, : ainsi la proposition est héréditaire.
Ayant démontré que la proposition est initialisée et héréditaire, on en déduit qu'on a P,
pour tout n € N\ {0}, c’est-a-dire :

13 (2k-1
Vn € N\ {0}, H cos <2k) = onoi > cos < 5 t)

k=1

ce qu’il fallait démontrer.

Q9. Soit t > 0, et soit n au voisinage de I'infini. En particulier, pour tout n suffisamment grand,
on at €]0,2" 7| et donc ¢ #Z 0 mod 2" 7. En regroupant les résultats des deux questions

précédentes, il vient :
in(t 0 (21
o 1 (1)

27 sin (%)

Or le membre de gauche a une limite finie quand n — +o0o. En effet, en utilisant 1’équivalent
asymptotique classique sin(u) ~, W avec u = on obtient :
u—

277,7

sin(t) sin(t) sin(t) sin(t)
2nsin () n-stoo 20 % e ‘
271

~ 7
5 n——+o0 t n—+o0 t

on— 1
2k —
On en déduit que hm 2n - Z coS ( > existe, et qu’on a :

Q10. Soit x > 0. Posons :

gn—1 -1
vn € N\ {0}, Vt €]0, +o0[, fu(t) = ( ) e '

Avec ces notations, on aimerait démontrer :

—+00

F(z) = lim fa(t)dt

n——+oo Jo

puisqu’en effet, par linéarité de 'intégrale :

Vn € N\ {0}, /0+ fa(t)dt = g / h <2k2; 1t> e dt.

Or, d’apres la question Q9, on a :

Py = [ g o [ g aar

t n——+o00

Autrement dit, I’égalité a démontrer revient a faire une interversion limite-intégrale : nous
allons pour cela utiliser le théoreme de convergence dominée. Vérifions ses hypotheses :

— pour tout n € N\ {0}, lapplication f, est continue (par morceaux) sur |0, 4o00], en
tant que combinaison linéaire de produits de cosinus et exponentielles ;
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— d’apres la question Q9, la suite de fonctions (f,)nen jo} converge simplement sur

sin(t
10, 400 vers lapplication f : ¢ — t“e_“““, qui est continue (par morceaux) sur

10, +00] en tant que produit et quotient de fonctions usuellement continues ;
— pour tout n € N\ {0} et tout ¢ €]0, +o0o[, on a :

n—1 <
o 2% — lt QZ Jr——— (HYPOTHESE DE
2 2" on—1 DOMINATION)

n—1
1 2

2n1

[fn(®)] <

et on sait que Iapplication ¢ : t — e '* est continue par morceaux et intégrable sur
10, +o0].
Toutes les hypotheses du théoreme de convergence dominée étant vérifiées, on en déduit
d’une part que f,, est intégrable sur |0, +00[ pour tout n € N\ {0}, et d’autre part que :

+o0 Foo
lim [ fdt= [ tim (b
0 0

n——+o0o n——+0o

c’est-a-dire, d’apres la discussion qui précede :

= oo —1 —tx
F(z) :ngrfoo ST Z/ t|e "de,

d’ou le résultat.

Q11. Nous avons établi dans la question Q6 que F'(1) = §. Donc, d’aprés la question précédente :

2n—1 o0 —_
% = nl_lgloo 2n1_1 kz::l /0+ cos <2k2n 1t> e 'dt,

Or on sait calculer les intégrales du membre de droite grace a la question Q5, et on en déduit
(en prenant v = 2=t et z = 1) :

™ 1 %D i 1

4 nggloo on—1 kgl (21;1)2 1 - ngrfoo 2 Z (2k —1)2 + 220
ce qu’il fallait démontrer.

Q12. Posons : vVt € [0,1], f(t) = 152}1-1 Alors, pour tout n € N\ {0} :

CA | 2 1 1 2D 1 1 2D k
ontl kz:% o gnt1 Z an B = o1 k; (an_l)erl = Sn1 kZ:%f <2n_1> .
C’est la somme de Riemann de f de pas 277!, associée a la subdivision :

0 1 2 k on—1
0= T ST ST S S5 S S o — 1.

En vérité il y a un terme en trop dans la somme ci-dessus, mais il n’affecte pas du tout la
limite des sommes de Riemann. Comme f est continue sur [0, 1], on sait que :

on—1 ) T
n~>+oo oIn— 1 Z f <2n ) / f arCtan(t>]0 = 17

donc finalement :

2n1

1 s
m n+1 E : -
n1~1>+oo 2 Ak2 + 922n 4 :
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Q13. Soit k € [0,2"']. On a :
1 1 ((2k — 1) + 22n) — (4k? + 2%)
A2+ 220 (2k— 1)2 4 22| ‘ (4k2 + 227)((2k — 1)2 + 22n)
|—4k + 1
(4k2 + 22n)((2k — 1)2 + 22n)
_ 4k + 1
T (4k2 +220)((2k — 1)2 + 22n)°

Pour obtenir la majoration voulue, on écrit que k < 2", et si ¥ > 1 on utilise la minoration
2k —1 > 1 qui implique (2k — 1)*> > 1 (pour k = 0 cette derniére inégalité est immédiate)
pour en déduire :

4.7 41
(4k2 + 227)(1 + 227)’

~

1 1
‘41@ +220  (2k —1)% + 22n

d’ou le résultat.
Q14. Pour tout n € N\ {0}, on a d’apres la question précédente :

gn—1

gn—1 1 1 1 1
27P+1 _ 5; 27V+1 .
kz:%] <4/€2 +220 2k —1)2+ 22"> kZ:%] 4k2 4220 (2k —1)2 4220
< gn+l Zil 4-2771 41
X = (4]{32 + 22n)(1 + 22n)

ontl _—
1 +22n kz:;] 4k2 +22n

Pour en déduire la limite demandée, nous devons démontrer que le majorant que nous venons
de donner admet une limite nulle quand n — 400 : inspectons la limite de chacun des termes.

2n—1
1
Nous avons démontré dans la question Q12 que : n1_1>11100 ontl kZ:O o % De plus :
4 . 2n—1 1 2n+1 1
g;;;;;;;;;j:;;) — O’

~ R ~ e
1+ 922n n—+oo 220 p—otoo 21 notoco

donc :
2n—1

(42t 1
lim ~——— /. gntl — =0
n—lH—oo 14 922n kz:%) 4k2 4 22n

On en déduit, avec le théoreme des gendarmes, que :

2n71
1 1
lim 2"+ - = 0.
n=stoo ,; <4l<;2 £ (2k—1)2+ 2%)

Pour retrouver le résultat de la question Q11, il suffit d’écrire que pour tout n € N\ {0} :

2n—1 2n—1

1 1 2 1 1
2n+1 — 2n+1 _ 2n+1 _
kZ::o (2k —1)24 2% ,;) 4k2 + 22n ,{; 4k2 42 (2k —1)2 4220

et quand on prend la limite quand n — 400, tout ce qui précede montre qu'on a :

2n71

1
lim 2" =2+0=

m
nooo T A (2k —1)2 422 4 4

d’ou le résultat.
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PROBLEME 2
Les matrices de Kac

Partie I — La dimension 3

Q15. Soit A€ R. On a :

A =1 0 A—2 A—2 A—=2
AN =1-2 A —2=| =2 A =2 (L Ly + Lo+ Ly)
0 -1 X 0 —1 A
A—2 0 0
_| 9 /\+2 0 (03603—01>
0 1 A (02%02—01)

= (A—2)(A + 2\,

donc : x4 = (X —2)(X +2)X.

Q16. Le polynome caractéristique de A est scindé et a racines simples, donc A est diagonalisable.
Les valeurs propres de A sont les racines de son polyndéme caractéristique, c’est-a-dire :

Spr(4) = {0,2, -2}

On en déduit par ailleurs que ses sous-espaces propres sont de dimensions inférieures ou
égales aux ordres de multiplicités des valeurs propres : ils sont donc de dimension 1.

Q17. Soit A€ R. On a:

A1 o0 A 1o0
XB(A): -2 A 2|=10 X 2 (Cl<—01+03)
0 —1 A (A —1 X
A 10
=0 X 2
0 —2 N (Ls< Ls— L)
N P e
YL

donc : xp = X(X?+4) = X(X + 2i)(X — 2i). On a alors :
ixp(iX) = i(iX)(iX + 20)(iX —2i) = * X (X +2)(X —2) = X(X +2)(X —2) = xa(X),

comme désiré.

Q18. Comme yp n’est pas scindé sur R, la matrice B n’est pas diagonalisable sur R. Par contre
X B est scindé et a racines simples sur C, donc B est diagonalisable sur C.

Les valeurs propres de B sont les racines de son polynome caractéristique, c¢’est-a-dire :

Spr(B) = {0}, Spc(B) = {0, 2i, -2}

On en déduit par ailleurs que ses sous-espaces propres sont de dimensions inférieures ou
égales aux ordres de multiplicités des valeurs propres : ils sont donc de dimension 1.
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Q19. On pourrait déterminer D~'AD a l'aide de la formule du changement de base, entre la
base canonique (E1, Ea, E3) et la base (Ey,iEy, —Es) de M3 1(C) (il s’agirait alors de décrire
I'endomorphisme de Ms;(C) canoniquement associé a A dans cette nouvelle base), mais
autant faire un calcul direct (parce que les produits matriciels avec les matrices diagonales

D et D! sont extrémement simples : sinon, hors de question de procéder ainsi). Notons que

i~! = —i, comme c’est facile de le vérifier. Alors :
1=t 0 0 01 0\ /10 O
D'AD=|[0 it 0 2 0 2|0 ¢ 0
0 0 (-=nH=*/J\0o 10/\0 0 -1
1 0 O 0 2 0
=10 —i O 2 0 =2
0 0 —1/\0 2 O
0 v 0
=|—-2¢ 0 2],
0 — 0
donc : D7'AD = —iB.
Q20. Méme commentaire et méme stratégie que ci-dessus. On a :
1 0 0y/0 1 0\ /1 0 O
ATAA=0 25 0] (2 0 2||0 V2 0
0 0 1/\0 1 0/\0 O 1
1 0 0\ /0 v2 0
=0 5 0f[2 0 2
V2
0 0 1/\0 v2 0
0 V2 0
=|v2 0 V2
0 V2 0

La matrice obtenue est symétrique et a coefficients réels, donc est diagonalisable d’apres le
théoreme spectral. Comme A est semblable a une matrice diagonalisable, elle est elle-méme
diagonalisable.

Partie IT — Etude d’un endomorphisme

n
Q21. Considérons donc des scalaires «y, ..., a, tels que : Y aifr = 0. On a alors :
k=0

Vz € R, ap(sin(x))" + a;(sin(z))" " cos(z) + - - - + ap(cos(z))" = 0.
En posant x = 0, cette égalité implique «,, = 0. L’égalité devient alors :
Vo € R,  ap(sin(z))" + a;(sin(z))" " cos(x) + - -+ + ay,_1(cos(x))" ' sin(z) = 0.

Pour tout z # 0 mod 7, on a sin(x) # 0 et on peut donc diviser cette égalité par x pour
obtenir :

Vo €]0, 7], ap(sin(x))* ! + ay(sin(z))" 2 cos(z) + - - - + a1 (cos(x))* " = 0.

On ne peut plus prendre z = 0 puisque cette égalité est valable pour = €]0, 7|, mais en
prenant la limite quand z — 0" on obtient a,_; = 0. Ainsi on a a,, = @, = 0.

9
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Q22.

Q23.

Q24.

Répétons ce procédé p fois, de sorte que o, = -+ = a;,_p11 = 0. On a alors :
Vo €]0, 7], aop(sin(z))™ + ay(sin(z))" ' cos(x) + - - - + an_p(cos(x))" P (sin(x))? = 0.

Encore une fois, en divisant par (sin(x))? pour « # 0 et en faisant tendre = vers 0 par valeurs
supérieures, on obtient a,_, = 0. Par récurrence, on obtient la nullité de tous les scalaires

Qg, - .., Oy, donc la famille (fo, ..., f,) est libre.
Comme, de plus, la famille (fo, ..., f,) engendre V,,, on en déduit que c’est une base de V,.
On a:

dim(V,,) = card ((fo,..., fn)) =n+ L.

Soit k& € [0,n]. Si k = 0 alors f; = nsin® !'-cos = nf; € V,, et si k = n alors f, =
—ncos" tsin=—nf,  €V,. Pourk € [I,n—1] on a:

fi = —ksin-cos" - sin" " + cos” -(n — k) cossin" T+

= —kcos* Lsin® =Y 4 (n — k) cos L sin™~(kHD

= —kfi1+(n—k)fen

donc f; € V, en tant que combinaison linéaire de vecteurs de V,,. Nous avons donc bien
démontré que f, € V,, pour tout k € [0,n], et donc par linéarité de la dérivation on en
déduit :

VeV, fev,

(nous disons ici implicitement que pour montrer la stabilité d’un espace vectoriel par un
endomorphisme, il suffit de vérifier la stabilité sur une famille génératrice). Cela prouve
que l'application ¢, : f — f’ est un endomorphisme de V,,. Les calculs ci-dessus peuvent
d’ailleurs se réécrire ainsi :

gon(fO) = nfl? Vk € [[1,71 - 1]]7 (Pn(fk) - _kfkfl + (n - k)fk+17 @n(fn) = _nfnfla

donc la matrice de ¢,, dans la base (fo, f1,..., fn) est :

0 -1 0 0
n 0 -2
B, — 0 n—1 0 =3 7
. 0
2 0 —n
0 0 1 0

d’ou le résultat.

On a immédiatement, grace aux propriétés de I’exponentielle complexe :

Vr eR, gi(z) = el = (ei“)k (e_i””)n_k = (cos(z) +isin(z))*(cos(x) —isin(x))" "
Soit k € [0,n]. D’apres la formule du bindme de Newton :

k

Vo € R, (cos(z) + isin(z))*(cos(z) — isin(x))"~

- (st tisntorps- 2 () Fonto st

10
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Q25.

Q26.

donec :

Vz €R, gu(z) = i g(—1)n—k—f¢"—j—f (k) (" ; k) (cos(x)) ™ (sin(x))" U+,

§=0 £=0 J

ce qu’on peut écrire :

gk = ank(—l)”_k_gi”_j_ﬁ <k> (n 2 k) Jets

7=0 ¢=0 J

car { +j € [0,n] si0 < j<ket0< ¢ <n-—kE (il n’apparait donc pas des exposants
de cosinus et sinus qui ne définiraient pas des fonctions de la base (fy,. .., f,) de ;). Ceci
démontre que pour tout k € [0,n], la fonction g; est combinaison linéaire des fonctions de
la famille (fo, ..., f,) qui engendre V,,, donc : g € V..

En vue de la question Q30, il est utile de réécrire g de sorte a bien identifier les coefficients
en facteur de chaque f,,. Pour cela, pour tout m € [0,n] on regroupe les ¢ et j tels que
¢+ j =m (ou encore j =m — (), et cela donne :

o= 3 (e ) () e )

m=0 \¢=0

Pour tout k£ € [0,n], on a g), = i(2k — n)gk, (on dérive une fonction exponentielle), c’est-a-
dire :
vk € [0,n],  ealgr) = i(2k = 1)gy.

Comme de plus g # Oy, , ceci démontre que pour tout k € [0,n], gr est un vecteur propre
de ¢, associé a la valeur propre i(2k — n). Cela fournit n 4+ 1 valeurs propres distinctes de
©n, qui est défini sur un espace vectoriel de dimension n+ 1 (d’apres la question Q21), donc
©n est diagonalisable.

On en déduit par ailleurs que :

Sp(g&n) = {Z(Qk - n) | ke [[O,n]]},

et que les sous-espaces propres de ¢,, sont de dimension 1 (vu qu’il y a n 4+ 1 sous-espaces
propres et que la somme de leurs dimensions égale dim(V,,) = n + 1). Puisqu’ils sont de
dimension 1, il suffit d’'un vecteur propre pour les engendrer, et comme on I’a vu plus haut
gk est un vecteur propre associé a i(2k — n) pour tout k € [0,n]. On en déduit :

VEk € [0,n], ker(p, —i(2k —n)ldy,) = Vectc (gx) -

Nous rappelons qu'un automorphisme est un endomorphisme bijectif. Or ¢, est un endo-
morphisme défini sur un espace vectoriel de dimension finie, donc c¢’est un automorphisme
si et seulement s’il est injectif, si et seulement si son noyau est réduit au vecteur nul, si et
seulement si 0 n’est pas une de ses valeurs propres.

Nous avons déterminé ses valeurs propres a la question précédente, et nous en déduisons
que 0 est valeur propre de ¢, si et seulement s’il existe k& € [0,n] tel que 2k —n = 0, si et
seulement s'il existe k € [0, n] tel que : n = 2k. Autrement dit, 0 est valeur propre de ¢, si
et seulement si n est un entier pair.

Donc, a l'inverse : ¢,, est un automorphisme de V,, si et seulement si n est un entier impair.
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Q27. On reprend le calcul de la question Q24 avec k = n. On obtient alors :

gn:zin_] (])fj’ (2>

J=0

donc la matrice de g, relativement a la base B,, = (fo, ..., fn) est :

4 <8) qo

" (711) a1

[9nlB, = z"](") = éj )

o))

ot : Vj € [0,n], ¢; =" (n)
J

Pour en déduire le sous-espace propre de B,, associé a la valeur propre in, rappelons que B,
est la matrice de ¢, dans la base B, (question Q22). Il y a donc une correspondance entre
les sous-espaces propres de B,, et de ¢,. Pour tout A € C et tout f € V,, :

on(f) = A <= Bulfls, = Alfls.-

En particulier, comme ker (y,, — inldy, ) = Vectc (gn), on a :

qo

ker(B,, — inl, 1) = Vectc ([gn]s,) = Vecte q.l ,

dn

d’ou le résultat.

Partie III — Les matrices de Kac de taille n + 1

Q28. Soit (k,¢) € [1,p]*. Le coefficient (k,¢) de DM est, avec les notations de I’énoncé :

n
Z M
t=1

et comme dj,; = 0 des que k # ¢, le coefficient (k,¢) de DM est simplement dj, xmy ..
Un calcul analogue permet de montrer que le coefficient (k, ¢) de M D est dggmy e
Pour résumer et retenir plus facilement le résultat :

— multiplier une matrice M a gauche par une matrice diagonale revient a multiplier la
ke ligne de M par le k° coefficient diagonal de D, pour tout k € [1,p];

— multiplier M a droite par une matrice diagonale revient a multiplier la k° colonne de
M par le k¢ coefficient diagonal de D, pour tout k € [1, p].

Q29. La matrice D, ! est une matrice diagonale dont le k® coefficient diagonal est d,;}g = (z"l)k_1 =

(—4)*1. En utilisant la question précédente pour faciliter la multiplication de A, par les
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Q30.

matrices diagonales D! et D,, on trouve que pour tout (k,£) € [1,n + 1]? le coefficient
(k,¢) de D' A, D,, (qu’on note by, pour la suite) est :

bre = di jdpgare = (=) 1 g = (=1)F 1M

)

(_1)k—12~k+£ak '

”

Qe =

y

En utilisant la définition des ay, donnée dans I'énoncé, et le fait que % = (42)* = (—1)*, on
en déduit :

bk,k—f—l = ( 1)k 1 2k+1ak7k+1 = —ik sil < k < n,
bk,k—l = ( 1)k 1 2k 1ak,k_1 = z(n —k + 2) si 2 g k < n —+ 1,
by =0 dans tous les autres cas.
On reconnait immédiatement que D, 'A, D, = —iB,.

Ceci démontre notamment que les matrices A, et —iB,, sont semblables, donc elles ont le
méme polynéme caractéristique. On en déduit :

xa, (X) = x_ip,(X) =det(X +iB,) = (—i)" " det((—i) ' X — B,,) = (—i)" 'xz, (iX)

en utilisant encore une fois le fait que 17 = —1.

La question précédente montre que A, et —iB, sont semblables, et de plus B, est diago-
nalisable parce que ¢, l'est (question Q25), et la description qu’on a donnée du spectre
implique plus précisément qu'il existe P € GL,(C) telle que :

B, =P i(2k —n) Pt

mn.

Plus précisément, et cela importera pour la suite : on peut prendre pour P la matrice de
passage de la base (fy,. .., fn) dans la base de vecteurs propres (go, ..., g,). On a alors :

i’n -n

—iB, = P —i2(2k — n) Pt=pP (2k —n) Pt

—i°n. n.
Notons A,, la matrice diagonale du membre de droite. On a :
A, = D,(—iB,)D;"' = (D,P)A,(D,P)™"

Ainsi A,, est semblable a A,,, donc elles ont méme polynoéme caractéristique et mémes valeurs
propres. On en déduit :

SPr(An) = Spr(An) = {2k —n [k € [0,n]}.

Il en découle que A,, € M,,1(R) admet n + 1 valeurs propres réelles distinctes, donc elle est
diagonalisable sur R.

Pour en déduire le sous-espace propre de A, associé a la valeur propre n (c’est bien une
valeur propre : prendre I’élément du spectre correspondant & k = n), la relation de similitude

13



Mathématiques PSI CCINP 2020 — corrigé

Q31.

Q32.

Q33.

A = (D, P)A,(D,P)~! montre qu’il suffit de prendre le sous-espace engendré par la derniére
colonne de (D, P) (en effet n est le dernier coefficient diagonal de A,,). Comme :

D, P = DnM(fo,..,,fn)((go, 3 Gn));

I'égalité (2) et la multiplication par la matrice diagonale D,, impliquent immédiatement que
la derniere colonne de D,, P est :

n

n

1

() ()
et on en déduit que si 'on pose : Vj € [0,n], p; = (’;), alors :

Po

ker(A,, — nl,+1) = Vectc h

d’ou le résultat.

Partie IV — Un peu de probabilités

C’est un systeme complet d’évenements. Il faut bien en effet qu’il y ait a tout instant un
certain nombre de boules dans I'urne U;, qui soit compris entre 0 et n, et donc qu’a tout
instant k il existe exactement un entier ¢ € [0, n] tel que (N, = ¢) se réalise.

Supposons d’abord j € [1,n — 1]. Si 'urne U; contient j boules & 'instant k, alors soit elle
en contiendra j + 1 a l'instant k + 1 (si on tire le numéro d’une boule dans I'urne Us, qu’on
change donc de place pour la mettre dans 'urne Uj), soit elle en contiendra j — 1 (si on tire
le numéro d’une boule dans I'urne U; et qu’on 'en retire). Il n'y a pas d’autre possibilité.
Les cas j = 0 et j = n sont a part : si j = 0, alors il n’y a pas de boule dans I'urne U; a
I'instant k, et on est donc assuré que c’est une boule de I'urne Us qui va changer de place et
augmenter 'effectif de 'urne U;. La seule possibilité est donc d’avoir j + 1 = 1 boule dans
I'urne U; a l'instant k + 1. Si j = n, un raisonnement analogue montre qu’il ne peut y avoir
que n — 1 boules a I'instant k£ + 1 dans I'urne U;.
Soient k € N, et j,¢ € [0,n].
Supposons d’abord que ¢ = 0. D’apres la question précédente, on a Pg,  (Ej11;) = 0 pour
tout j # 1, et on a clairement Pg, ((Ery1,1) = 1 (on ne peut que tirer le numéro d'une boule
dans 'urne U, s’il n’y en a pas du tout dans l'urne Uy).
Un raisonnement analogue pour ¢ = n permet d’en déduire que Pg, , (Ej41,7) = 0 pour tout
j#n—1 et que Py, (Eryin1) =1
Supposons enfin £ € [1,n — 1]. Alors, d’apres la question précédente, on a Pg, ,(Ej41,;) =0
pour tout j ¢ {¢+ 1, — 1}. Il reste donc & déterminer Pg, ,(Exi1,041) et Pr,  (Erg1,0-1)-
Or, s’il y a £ boules dans 'urne 1 a l'instant k, et si la probabilité est uniforme de tirer
chaque boule, alors la probabilité de tirer le numéro d’une boule dans I'urne U; est égale a
%, et c’est a cette condition que Fj1 1 est réalisé. Donc : Pg, ,(Ery10-1) = % De méme,
la probabilité de tirer le numéro d’une boule dans I'urne U, eset égale a ”T’Z, et c’est a cette
n—

condition que Ejy 41 est réalisé. Donc : Pg, ,(Eyi1,041) = .
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Q34.

Q35.

Q36.

Q37.

Remarquons que les formules Pg, ,(Eji1,0-1) = % et Pr, ,(Bry1e41) = "T’e englobent ce qu’on
avait trouvé pour ¢ = n et £ = 0 respectivement. On peut donc récapituler les résultats

obtenus ainsi : )
PEk,z(Ek+1,€+1) == 5si0<</l<n—1,

n

P, ,(Brp1-1) =+  sil</l<n, (3)
Pg, ,(Eks1;) =0 dans tous les autres cas.
Je n’ai pas suivi la distinction de cas proposée dans I’énoncé.

Soit k£ € N. Si I'on utilise la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’éve-
nements (Ej ¢)o<e<n, On obtient :

Vjie[0,n], P(Epy) =D Pr(Bri1)P(Ere) (4)
=0

Gréce aux probabilités calculées dans la question précédente (égalités (3)), on obtient im-
médiatement les résultats demandés :

1
P(Ek+10) = Pr, , (Ekt1,0)P(Er) = ﬁP(Em),

P(Ery1n) = Pr, ., (Brg1.0)P(Eppn1) = ,}LP(Ek,nl)v
et pour tout j € [1,n —1] :
P(Err1s) = Py (Brr1)P(Erj-1) + P,y (B )P(E i)
1+ 1p (B j+1),

d’ou le résultat.

Les égalités (4) de la question précédente peuvent s’écrire matriciellement :

Wk eN, Zp = ((Pe,, (Friy))) X Zj, = ;AnZk.

1<j,4<n

C’est encore plus flagrant si 'on compare les égalités (3) avec la définition des coefficients
ar¢ de A, donnée dans I’énoncé. Par une récurrence facile on a donc bien, pour tout k € N :

1
Zy = — Al Zy.
n

Puisqu’il est supposé que les n boules sont placées de maniere équiprobable, chaque boule
a probabilité % d’étre placée a l'instant £ = 0 dans 'urne U;. On en déduit que Ny compte
le nombre de succes — étre dans 'urne U; — dans une série de n épreuves de Bernoulli
indépendantes de parametre % Ainsi Ny suit une loi binomiale de parametres n et % En
particulier Ny(£2) = [0, n], et :

n\ 1 1\"7 n\ 1
Vie|0,n], P(Ny=j)= ,,x(1—> = . |=.
Sl =) <J>2ﬂ 2 <J>2"
Soit k € N. Dire que N; a la méme loi que Ny équivaut exactement au fait que Z, = Z;. Or,
d’apres la question précédente, on a :

P(N, = 0) 0 Po
P(Ny = 1) I 1 |m;
Zo = : o | | T |
P(No = n) (Z) Pn
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Q38.

avec les notations de la question Q30. D’apres cette méme question, on a donc :

Do
P
ZO € Vect(c . = ker(An - nIn+1)7

Pn

c’est-a-dire : A,Zy = nZy. Par une récurrente immédiate : Vk € N, A¥Z; = n¥Z,. On en
déduit : ) .

VkeN, Zy=—AlZy=— xn"Zy= 7,
n n

ce qu’on voulait démontrer : les N, ont tous la méme loi.

Supposons que toutes les variables les N, suivent la méme loi, et montrons que dans ce cas la
loi en question est nécessairement la loi m. Pour cela, on note que sous cette hypothese, on a
Zy = Zy pour tout k € N, et en particulier on a Z; = Zy. Or Z; = %AnZO d’apres la question
Q35, donc légalité 7, = Zy équivaut a : A, Zy = nZy, et donc a : Zy € ker(A4,, — nl,41).
D’apres la question Q30, on en déduit qu’il existe a € C tel que :

w0

c'est-a-dire : Vj € [0, n], P(Ny = j) = oz(?). Mais la famille ((No = 7))o<j<n €tant un systéme
complet d’événements, on doit avoir : Y P(Ny = j) = 1, c'est-a-dire : a ) (n) =1.
J

On sait calculer cette somme grace a la formule du binéme du Newton. On a :

n
. , 1
E (n) P1"7 = (1+1)" =2". Ainsi I'égalité ci-dessus impose : a = o0 et finalement :
j n

j=0 Jj=0

Jj=0

donc Zj suit la loi m que nous avions explicitée dans la question Q36 (et les Z; aussi puisque
toutes ces variables suivent la méme loi).

En conclusion, nous avons démontré que si toutes les variables IV, suivent la méme loi, alors
ce doit étre la loi 7 (sachant que la question précédente démontre qu’effectivement, la loi 7
respecte cette contrainte). C’est donc I'unique loi & vérifier la propriété de I’énoncé : d’ou le
résultat.
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