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Partie  I    
1.     Pour  p et  q entiers,  ( )1, 1 , 1,1p q p q p qa a p a+ + += + +

1.1. Pour  tout  q de N, 1, 1 0, 1,q q qa a a+ = + . Donc  1,1 0,0 1,0 1a a a= + =  et  pour  q >  0,

1, 1 1,q qa a+ = . Pour  tout  q de N*, 1, 1qa = .

1.2. 2,1 1,0 2,02 0a a a= + =  ; 2,2 1,1 2,12 1a a a= + = .

1.3. Pour  q >  1, 2, 1, 1 2, 1 2, 12 1 2q q q qa a a a− − −= + = + . D’où 2,3 1 2 1 2a = + × =  ;

2,4 1 2 3 7a = + × =  ; 2,5 1 2 7 15a = + × = . On montre  par  récurrence  que
1

2, 2 1q
qa −= − .

1.4. La propri été  0P est  vraie car  pour  tout  q de N, 0, 1 ou 0qa = ∈
�

.

Supposons  la propriété  vraie pour  un  entier  p donné  : comme 1,0pa + ∈
�

,
la relation  de déf i ni ti on  permet  de montrer,  par  récurrence  sur  q, que
tous  les éléments  1,p qa + sont  dans  N. 1pP + est  vraie.

1.5. Montrons  par  récurrence  sur  q  la propri été  qR : ,, 0p qp p q a∀ ∈ > ⇒ =
�

.

La propri été  0R est  vraie car,  pour  tout  p de N*, ,0 0pa = .

Supposons  qR vraie :  , 1 1, ,, 1 p q p q p qp p q a a pa+ −∀ ∈ > + ⇒ = +
�

avec 1p q− >

donc  , 1, 1 0p qp p q a +∀ ∈ > + ⇒ =
�

. 1qR + est  vraie.

1.6. On obtient  alors  facilement,  pour  tout  p , 1p pa = .
Par  calcul  direct  ou  en uti l isant  une procédure  Maple 
>  A:=proc(n)
local Z,p,q,k;
Z:=matrix(n+1,n+1);
Z[1,1]:=1;
for k from 2 to n+1 do Z[k,1]:=0;  Z[1,k]:=0; od;
for p from 1 to n do for q from 1 to n do Z[p+1,q+1]:=Z[p,q]+
(p)*Z[p+1,q];od;od;
print(Z); end:

( )
1 0 0

2 0 1 1

0 0 1

A

 
 =  
  

 ; ( )

1 0 0 0

0 1 1 1
3

0 0 1 3

0 0 0 1

A

 
 
 =
 
   

 ; ( )

1 0 0 0 0

0 1 1 1 1

4 0 0 1 3 7

0 0 0 1 6

0 0 0 0 1

A

 
 
 
 =
 
 
  

 ;

( )

1 0 0 0 0 0

0 1 1 1 1 1

0 0 1 3 7 15
5

0 0 0 1 6 25

0 0 0 0 1 10

0 0 0 0 0 1

A

 
 
 
 

=  
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Partie  II   
1. ( )1nM M +∈ �

1.1. ( )det M est  une somme  de produi ts  de coef f i cients  de M, donc  d’ entiers.

( )det M ∈ � .

1.2. Les coef f i cients  de ( )com M sont  des déterminants  d’ ordre  n extrai ts  de

M. Ce sont  tous  des entiers.  

1.3. Si ( )det 1M = ± , M est  inversible en tant  que matrice de ( )1nM + � et  son

inverse est  ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1
1

1

det

t t

nM com M com M M
M

−
+= = ± ∈ � .

Réciproquement  si  M est  inversible dans ( )1nM + � , i l  existe une matrice Q

de ( )1nM + � tel le que 1nMQ QM I += = . Et donc  : ( ) ( )det det 1M Q× = .

Or  ces deux  détermi nants  sont  des entiers  inversi bles  dans  � .

On a donc ( )det 1M = ± .

2. 0 1B =  ; pour  p>0,  ( )
1

0

p

p
j

B X j
−

=

= −∏
2.1. Pour  tout  p de N, ( )pB p∂ =

�
. Pour  n entier  de N, la fami l le ( )0,..., nB B est

une famil le de polynômes  étagés  en degré.  Elle est  libre.  On obtient  une

famil le l ibre de n+1  vecteurs  de [ ]1n X+� qui  est  de dimension  n+1.

C’est  une base de cet  espace.
2.2. On obtient  par  calcul  : 0 1B = , 1B X= , 2

2B X X= − , 3 2
3 3 2B X X X= − + ,

4 3 2
4 6 11 6B X X X X= − + − .

4

1 0 0 0 0

0 1 1 2 6

0 0 1 3 11

0 0 0 1 6

0 0 0 0 1

P

 
 − − 
 = −
 − 
  

 ; 1
4 4Q P −=   

La résoluti on  du  système  triangulai re  4P X B= donne  aisément  la

matrice inverse et  on a ( )4

1 0 0 0 0

0 1 1 1 1

40 0 1 3 7

0 0 0 1 6

0 0 0 0 1

Q A

 
 
 
 = =
 
 
  

2.3. Pour  tout  entier  k, 0 k n≤ ≤ , [ ] ( )1, ,..., k
k kB X Vect X X∈ =� . La matrice de

passage de ( )H à ( )B est  donc  triangulai re supérieure.  Comme  un

produi t  de polynômes  à coef f i cients  entiers  est  un  polynôme  à

coeff i cients  entiers,  pour  tout  k >  0, ( )
1

0

k

k
j

B X j
−

=

= −∏ est  à coef f icients

entiers.
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2.4. Pour  tout  entier  k kB est  un  polynôme  de degré k de coef f icient
dominant  1.
Les éléments  diagonaux  de la matrice nP sont  tous  égaux  à 1 et, comme

cette matrice est  triangulai re supérieure,  ( )det 1nP = .

2.5. Pour  tout  k, ( ) ( )0,..., 1,..., k
kVect B B Vect X= et  le vecteur  kX s’ exprime donc

comme  combinaison  linéai re des jB , 0 j k≤ ≤ . La matrice de passage de

( )B à ( )H est  également  triangulai re supérieure.  C’est  l’ inverse de la

matrice nP , matrice à coef f i cients  entiers  de déterminant  1. D’après la

questi on  1.3 cette matrice est  aussi  élément  de ( )1nM + � .

2.6. ,
0

q
q

p q p
p

X Bβ
=

= ∑ .

En particul ier  
0

0,0 0 0,01X Bβ β= = = et  pour  q >  0, en évaluant  la relation

en 0, 1 et  2 on  a : ( ), 0, 0,
0

0 1 1 0
q

p q p q q
p

Bβ β β
=

= = × + =∑  ;

( ), 0, 1,
0

1 1 1
q

q
p q p q q

p

Bβ β β
=

= = + ×∑ et  donc  1, 1qβ =  pour  q >  0. De même

( ), 0, 1, 2,
0

2 2 2 2
q

q
p q p q q q

p

Bβ β β β
=

= = + × + ×∑  et  pour  q >  1, 1
2,

2 2
2 1

2

q
q

qβ −−= = − .

2.7. Comme  la matrice nQ est  triangulai re supéri eure,  pour  tout  entiers  p et

q, , 0p qp q β> ⇒ = .
Mais pour  tout  entier  q,

( )
1

1
, , 1 ,

0 0 0

q q q
q

p q p p q p p q p
p p p

X X B B X p p Bβ β β
+

+
+

= = =
= = = − +∑ ∑ ∑

soit  
1

1
, 1 , 1, ,

0 0 1 0

q q q q
q

p q p p q p p q p p q p
p p p p

X B p B B p Bβ β β β
+

+
+ −

= = = =
= + = +∑ ∑ ∑ ∑

Par  sui te,  par  unici té de la décomposi ti on  dans  la base ( )B on a, pour

tout  entier  strictement  posi ti f  p, 1p q≤ + , , 1 1, ,p q p q p qpβ β β+ −= + .

Comme , 0p qp q β> ⇒ = , les coef f icients  ,p qβ véri f ient  les condi tions  de

déf ini tion  des coef f i cients ,p qa . D’ où, pour  tout  n de N, n nQ A= .

Partie  III

 ] [( )0, ,F C∞= +∞ �  ; ( ) ( ) ( )0, 'f g x g x xf xΦ = ⇔ ∀ > = .

1. On montre  faci lement  que Φ est  un  endomorphi sme  de E.

Pour  g élément  quelconque  de F, soi t  f  déf i nie sur  ] [0,+∞ par ( ) ( )
1

x g t
f x dt

t
= ∫

.

Comme  
( )g t

t
t

� est  de classe c∞ sur  *+� , f,  primi ti ve de cette fonction  sur
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l’ interval le *+� est  aussi  de classe c∞ . De plus : ( ) ( )
0, '

g x
x f x

x
∀ > = . Donc

( )f gΦ = .

L’appl ication  Φ est  surjective.
( ) ( ) ] [0 0, ' 0  constante sur 0,f x f x fΦ = ⇔ ∀ > = ⇔ +∞ .

KerΦ est  l’espace vectori el  de dimension  1 consti tué  des fonctions

constantes  sur ] [0,+∞ .
Φ n’est  pas injective.

2. Soit α ∈ � . ( )f fαΦ = si  et  seulement  si  f est  solution  sur  *+� de l’ équation

di f férenti el le 'xy yα= .La sol uti on  générale de cette équation  est

( )
dx

xy x ce cx
α α∫= = .

L’ensemble des valeurs  propres  de Φ est � . Pour  chaque valeur  propre α ,
l’espace propre  associé est  la droi te vectoriel le di rigée par  la fonction  de F
x xα� . 

3. Avec les notati ons  précédentes,   si ( ) ( )2h f g= Φ = Φ , pour  tout  x stri ctement

posi ti f ,  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2' ' " " 'h x xg x x f x xf x x f x xf x= = + = + . 

( )2 / 0, 'f Ker g Ker c x xf x c∈ Φ ⇔ ∈ Φ ⇔ ∃ ∈ ∀ > =�
( ) ( )2 2, / 0, lnf Ker c d x f x c x d∈ Φ ⇔ ∃ ∈ ∀ > = +�

2KerΦ est  un  sous- espace vectori el  de F de dimension  2 engendré  par  les
deux  foncti ons  lnx x�

et 1x �
.

4. Pour  q=1,  f  élément  quelconque  de F, x >  0, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11' 1f x xf x x f xΦ = = ×

La relation  demandée  est  vraie avec 1,1 1d = .

Supposons  la propriété  vraie pour  q quelconque  dans *�
.

On a : f F∀ ∈ , *x +∀ ∈ � , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
,

1

q
pq q p

p q
p

d
f x f x x d x f x

dx
+

=

 
 Φ = Φ Φ =   

 
∑

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1
, ,

1 1

q q
p pq p p

p q p q
p p

f x x pd x f x x d x f x++ −

= =
Φ = +∑ ∑   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

11 1
, , , 1,

1 1 1 2

q q q q
p p p pq p p p p

p q p q p q p q
p p p p

f x pd x f x d x f x pd x f x d x f x
+

++ +
−

= = = =
Φ = + = +∑ ∑ ∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1
1, , 1, ,

2

'
q

p qq p q
q p q p q q q

p

f x d xf x pd d x f x d x f ++ +
−

=

Φ = + + +∑
La relation  est  vraie au rang  q+1  avec, pour  tout  p de 

� �
2,q ,

, 1 , 1,p q p q p qd pd d+ −= + , 1, 1 1,q qd d+ = , 1, 1 ,q q q qd d+ + = .

5. Avec les conventi ons  proposées,  les ,p qd véri f ient  les mêmes  condi tions  de

déf ini tion  que les ,p qa .

Partie  IV

1. ( ) ( )exp 1tt eϕ = −
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1.1. ( )
2 3 4

4

0
1

2 6 24
X X X X

e X o X= + + + + +

Par  composi ti on  :

( ) ( )
2 32 3 4 2 3 2

4 4

0

1 1 1
1

2 6 24 2 2 6 6 2 24
t t t t t t

t t t t t o tϕ
     

= + + + + + + + + + + +     
     

( ) ( )2 3 4 4

0

1 1 1 1 1 1 1 1 3 1
1

2 2 6 2 6 24 8 6 12 24
t t t t t o tϕ      = + + + + + + + + + + + +          

( ) ( )2 3 4 4

0

5 5
1

6 8
t t t t t o tϕ = + + + + + .

1.2. ϕ  est  de classe c∞ sur � . Son développement  l imi té en 0 est

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 4

3 4 4

0
0 ' 0 '' 0 0 0 ( )

2 6 24
t t t

t t o tϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + + + + +

Par  unici té du  développement  l imi té on  a :
(3) (4)'(0) 1, ''(0) 2, (0) 5, (0) 15ϕ ϕ ϕ ϕ= = = = .

2. j
nP est  le nombre  de parti ti ons  d’ un  ensemble E de cardinal  n en j  classes.
2.1. Comme  chaque  classe comporte  au  moins  un  élément,  si  j  est   le

nombre  de classes j n≤ . Donc si  j n>  on ne peut  construi re  de

parti t ion  de E comportant  j  classes  et 0j
nP = .

2.2. Soi t *n∈ � . Il existe une seule parti ti on  comportant  une classe : la

seule classe est  E. D’où 1 1nP = . De même  la seule parti ti on  comportant
n classes  est  celle où  les classes  sont  consti tuées  de tous  les sous-
ensembles  à un  élément  de E. 1n

nP = .

2.3. 2j ≥ , 1n ≥
Soi t  a un  élément  f ixé de E.
Les parti tions  de E à j  classes  sont  de deux  sortes  :

ou  bien  { }a est  une classe de cette parti ti on  et  les autres  classes

forment  une parti tion  à j - 1 classes  de { }\E a , ensemble  de cardinal  n-

1.
Il y en a 1

1
j

nP −
− de ce type.

ou  bien  la classe qui  contient  a n’ est  pas rédui te  à { }a l’ intersecti on

des j  classes  avec { }\E a donne  une parti ti on  de { }\E a en j  classes.  Une

parti t ion  de { }\E a  en j  classes  étant  donnée  on  peut  « remonter  » à

une parti tion  de E en j  classes  en conservant  j - 1 classes  et  en en
ajoutant  l’élément  a à l’ une des j  classes  de la parti ti on.  Il y a donc  au
total  1

j
nj P −× manières  de procéder.

Par  sui te : 1
1 1

j j j
n n nP P jP−

− −= + .
2.4. Les relations  de déf ini tion  de ces entiers  sont  les mêmes  que dans  la

partie I.

3. nP est  le nombre  de parti tions  de E.
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3.1. Si { }E a= , la seule parti tion  de E est  cel le composée  d’ une classe { }a .

1 1P =
Si { },E a b= 2 parti ti ons,  { }( ),a b et { } { }( ),a b . 2 2P =

Si { }, ,E a b c= , 1 2 3 2
3 3 3 3 32P P P P P= + + = +

Mais d’ après  2.3, 2 1 2
3 2 22 3P P P= + = et  3 5P =

Enfin 1 2 3 4 2 3
4 4 4 4 4 4 42P P P P P P P= + + + = + + avec 2 1 2

4 3 32 1 6 7P P P= + = + = et
3 2 3

4 3 33 3 3 6P P P= + = + =  ; 4 2 7 6 15P = + + =

3.2.
1

n
j

n n
j

P P
=

= ∑
3.3. Les nP sont  des entiers  posi ti f s.  Montrons  par  récurrence  que !nP n≤ .

1 1 1P = ≤ . Supposons  que,  pour  n donné,  pour  tout  k, 0 k n≤ ≤ , !kP k≤ .

On a alors  ( ) ( ) ( )1
0 0 0

! 1 1 1
! ! ...

! ! 1 ! 0 !

n n n
k k

n n k n
k k k

n
P C P C k n

n k n n
+

= = =

 
= ≤ = = + + +  − − 

∑ ∑ ∑
et ( ) ( )1 ! 1 1 !nP n n n+ ≤ × + = + . La propri été  est  vraie au  rang  n+1.

4. ( )
0 !

nn

n

P
s x x

n

+∞

=

= ∑ .

4.1. Pour [ [0,1x ∈ ,n∈ � , 0
!

n nnP
x x

n
≤ ≤ . Comme  

nx∑ est  convergente,  par

comparai son  de séries de termes  posi ti f s,  
!

nnP
x

n
∑ est  convergente.

Le rayon  de convergence  de cette série entière est  donc  supérieur  ou
égal  à 1.

4.2. Si ] [1,1x ∈ − , ( ) ( )
1 1 1

1 1 0

'
! 1 ! !

n n nn n n

n n n

P P P
s x n x x x

n n n

+∞ +∞ +∞
− − +

= = =

= = =
−∑ ∑ ∑

En uti l i sant ( )1 , ( ) 0

0

'
!

n
k
n k

k n

n

C P

s x x
n

+∞
=

=

 
 
 =
∑

∑
La fonction  exp  est  développable  en série entière  sur  � . Pour  tout  x

de ] [1,1− , par  produi t  de Cauchy  de deux  séries absolument

convergente  donne :

( ) ( )
0 0 0

exp
! !

n
n nn

n
n n n

P x
s x x x c x

n n

+∞ +∞ +∞

= = =

= × =∑ ∑ ∑ avec, pour  tout  n de N,

( )0 0

1
! ! !

kn n
k n k

n
k k

P C P
c

k n k n= =

= × =
−∑ ∑ .

On a donc  : ] [1,1x∀ ∈ − , ( ) ( )' xs x e s x= .

4.3. La solution  générale sur  � de l’équati on  di f férenti el le ' xy e y= est

( ) ( )exp
xe dx xy x ke k e∫= = , k réel.

En particul ier  il  existe un  réel  k tel  que,  pour  tout  x de ] [1,1− ,
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( ) ( )exp xs x k e=

Comme  ( ) 00 1s P= = et  donc  ( )1 exp 1k=  ; 1k e−= .

Par  sui te ( ) ( ) ( )exp 1xs x e xϕ= − =

4.4. Le développement  en série entière est  unique  ( )
( ) ( )

0

0

!

n
n

n

s
s x x

n

+∞

=

= ∑
Donc pour  tout  n de N, ( ) ( ) ( ) ( )0 0n n

ns Pϕ= = .
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