2002 — CCP PSI — Maths 2

corrigé — par Michel Stainer, le 07/05/02
PARTIE I

I.1.1. Sur ]—o0,0[ et |0, +o0], (Ep) s’écrit ¥/ —y = 0 et donc :

| La solution générale de (Ey) sur ]—o00,0[ et J0, +oo[ est y = Acha + Bshz, (A,B) e R?. |

I.1.2. Par conséquent, si f est solution de (Ep) sur R, il existe (4, B, C, D) dans R* tel que

F) = Achz+ Bshz sixz <0
“ ] Cchz+ Dshz siz>0

et la continuité de f en 0 nécessite A = C et f(0) = A, sa dérivabilité en 0 nécessite B = D.
Réciproquement, f : x +— Achz 4+ Bshx est solution sur R :

| La solution générale de (Ey) sur R est y = Achxz + Bshz, (A,B) € R?. ]

1.2.1. En tant que somme d’une série entiére, y est de classe C sur |—R, R[ avec :
oo oo
Vr€]-R,R[ 2% (z)= Z E(k — Dugz® et x2y(z) = Zuk_gxk.

k=2 k=2

d’ott les relations — traduisant le fait que y est solution de (E,,) :

(n—nQ)uo = (n—nQ)ul =0 et Vk>2 (k:(k:— 1)—|—(n—n2))uk —Up_o = 0.
Puisqu’ici n > 2, n — n? est non nul et j’en déduis :
Ug = Uy = 0.

1.2.2. D’apres ce qui précede :

[VE>2 (k—n)(k+n—1Dup = up_s.
1.2.3. Pour k € [2,n— 1], j’ai (k —n)(k+mn—1) # 0 et donc

Uk —2
(k—n)(k+n—1)

U =

Comme ug = u; = 0 d’apres 1.2.1., une récurrence immeédiate fournit :

[VEe[0,n—1] up=0.]

1.2.4. En particulier, u,—1 = 0; or, en remplacant k par n + 2p + 1 dans la relation précédente, j’obtiens

Un4+2p—1
(2p+1)(2p + 2n)

VpeN Upyopi1 =

d’ol, toujours par récurrence
) b)

| Vp eN Un42p+1 = 0. |

1.2.5. De méme, en remplacant k£ par n + 2p, j'obtiens

* Un42p—2
VpeN* =—"
b "2 op2p + 2n — 1)
Je montrerais cette fois par récurrence l'existence d’une suite (qpm)p en de nombres rationnels tels que
Vp € N Uniop = Gpn - Un

mais la valeur de u,, reste arbitraire (on a exploité toutes les relations du I1.2.2., celle obtenue pour k = n
ne donnant rien, si ce n’est 0 = u,,—o que l'on a déja prouvé...). Ainsi

| On ne peut pas “calculer” u,. |

N.B. La formulation est discutable. .. Cela traduit le fait que ’ensemble des solutions développables en
série entieére de (F,) est une droite vectorielle (puisqu’on obtient un rayon de convergence non nul, ¢f. la
question suivante). On vérifie — ce qui n’est pas demandé dans I’énoncé — que

2n)!  (p+n)!
n!  pl(2p+ 2n)!

n-.

Vp e N*  Upyop =
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1.2.6.

1.3.1.

1.3.2.

1.4.1.

1.4.2.

1.4.3.

1.4.4.

1.5.1.

Compte tenu des résultats précédents, y(z) est de la forme :

o0
1
r) = upz” 227 on dp+in _ 0
y(x) n 1;0 dp,n ( ) o (2p T 2)(2p o 1) P d

Par conséquent, la série entiere > ¢p n2P a un rayon de convergence infini et donc la série définissant y(x)
converge pour tout réel x. Autrement dit :

R = +o0.

Par définition,

1 2(k +1) 1
N = = = '
VREN Cro=Gmr o O = Gro) T @Ee

Je reconnais alors des développements en série entiere usuels :

| ¢o(z) =chz et o (z) =shz. |

Je procede comme au 1.2.6. :

o0
_..n 2\ k C%+1ﬂ .
op(x) =2 I;OCkm ()" et Cron e 0;

il en résulte que la série entiere Y Cj 2" a un rayon de convergence infini et donc ¢,, est la somme d’une
série entiere de rayon de convergence infini également, cela pour tout n; en particulier,

| Les ¢,, sont de classe C*> sur R. |

Apres simplifications :

Chn+1 1

Crn  2k+2n+1

Il en découle immédiatement :

| Ck,n - (2n + 1)Ck7n+1 = 2k0k7"+1- |

Soit x # 0; a ’aide du résultat précédent et d’une réindexation, j’obtiens

o, (z) — 2nx—+1<pn+1(x) = i 2kCh 12T = i 2(k + 1)Chpq p T2,
k=1 k=0
or 202 (k+14+n+1)
20k + 1)Cktrntr = 1 Qk+ D) +2m+1) Crmin
d’otr : K
0ul@) ~ 201 (5) = Prgala).
Ici :

2n)!
Un ::CbJLZZQnE;JL-

(Voir la remarque du 1.2.5.)

Je reprends ’expression ci-dessus :
o0
2k
op(x) =2 Z Cinz=".
k=0

Pour = #£ 0, ™ est non nul et tous les termes de la somme sont strictement positifs, d’ou :

| Pourz #0et n €N, ¢, (x) #0. |
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1.5.2.

1.5.3.

I1.1.

I1.2.1.

11.2.2.

I1.3.1.

11.3.2.

11.3.3.

Soient n € N et a € ]0, 1]; I'expression ci-dessus montre que @, () > 0, cela pour tout n. Je déduis alors
du 1.4.3. que
Pnl@) 2041

1
@n-&—l(‘r) x

d’out :

| Pour 2 €]0,1], v, (x) > 1. |

Pour x # 0, d’apres L.5.1., je peux diviser la relation du I.4.3. par ¢, () et j'obtiens :

2n+1 1
Vo (2) = + :
( x ’yn-ﬁ—l(‘r)
PARTIE I1

Par définition, g = 1 > 0 et a1, as sont dans N*, donc q1 = a1 > 1 et qo = a2q1 + qo > 2; alors, si je
suppose n > 3 tel que g > k, pour tout k de [0,n — 1], jobtiens

n =0n Gn-1+qn—2>1-(n—=1)+(n—2)>n carn>3.

J’ai ainsi prouvé, par récurrence forte, que :

|Vn€N ann.|

Pour n =1, p1go — ¢1po = (apa1 + 1) —a1ap = 1 et, pour n > 2 :

Pndn—1 — qnPn—1 = (anpn—l + pn—Z) dn—1 — (anQn + Qn—2) Pn—1 = — (pn—lQn—Q - Qn—lpn—Z) .

Par conséquent et par une récurrence immédiate :

| Vn € N* Dpgn—1— qnPn-1 = (—1)"_1- |

Ici, pour n > 2 :

Pndn—2 — qnPn—2 = (anpn—l + pn—Z) qdn—2 — (anQn + Qn—2) Pn—2 = an (pn—lQn—Q - Qn—lpn—Z) .

Soit, d’apres le résultat précédent :

| Yn>2 pnn-2— qnPn-2= (_Unan_ |

Grace au I1.2., il vient immédiatement, par réduction au méme dénominateur :

-1 n—1 1"
( ) et, pour n > 2, l’n—l’n_gz(ﬂ.

Pourn>1,2, -2, 1=—"—
gn—19n gn—24n

Je viens de voir que x,, — 2,2 est du signe de (—1)", donc la suite (x2,) est croissante et la suite (z2,41)
est décroissante. De plus, d’apres II.1., ¢,_1q, — 400, donc z,, — z,—1 —— 0, d’apres le résultat
n— 00 n—oo

précédent ; en particulier, la suite (z2, — T2,41) converge vers 0. En conclusion :

| Les suites (#2n),en €t (€2n41) e S0nt adjacentes. |

Il apparait plus précisément ci-dessus que la suite (x2,) croit strictement vers « et que (22,41) décroit
strictement vers «; j’ai donc :

VneN 1z, <a<zoy1 dou 0<a-—2zo, < Taptl — Ton,

Nt N , c
c’est-a-dire, d’apres I1.3.1., comme on a supposé o = 7

Cq2n — dp2n < 1

0< .
dan q2nq2n+1
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D’ot1, en multipliant par dgay, (strictement positif!) :

kn = cqan — dpa, est entier et vérifie 0 < k,, <

q2n4+1

Il en résulte que > 1 pour tout n, ce qui contredit le I1.1., d étant fixé. En conclusion,

q2n+1

| a n'est pas rationnel. |

I1.4.1. Le graphe demandé est un morceau de parabole... f(—=1) = f(A+1) = XA > 0 et f atteint son minimum
en /2, milieu du segment [—1, X + 1], ce minimum —A?/4 — 1 étant strictement négatif.

I1.4.2. Aux remarques précédentes, j’ajoute que f(0) = f(A\) = —1 < 0; il en résulte que
—1<ri <0 et A<ra<A+1.

En particulier, puisque A est entier :

|7‘1<0;7"2>0;E(Tl):—l;E(Tg):)\.|

I1.5.1. 1l vient, par définition des suites (p,) et (¢n) :

n |0 1 2 3
P [ AT AT [ X +220 [ AT +307 +1
am |1 h Nl AP 2

I1.5.2. Comme la suite (a,,) est constante, une récurrence forte et néanmoins immédiate fournit

Vn>1 gn=pn_1 etdoncV¥neN gz, = 1F1

dn

11.5.3. La suite (g,) est définie par go = 1,q1 = A = r1 + 72 et la relation de récurrence linéaire double
Vn > 2 qn = )\Qn—l + Gn-2,

dont ’équation caractéristique n’est autre que f(x) = 0. ¢, est donc de la forme A7} + Aorl, ou les
scalaires Ap, A sont déterminés par

g=A41+A4=1 N 1 T
d’ A= t As = ,
{Q1=A17‘1+A2T2=7‘1+T2 ot A r— 1y ¢ 2T —n
soit finalement :
Tn+1 _ Tn+1
VneN ¢, = 2 1
T2 =1
I1.5.4. En vertu des deux questions précédentes :
n+2 n+2
_
VvneN =z, = 7713“ —7‘?+1-
I1.5.5. Puisque |r1] <1 et r > 1, il en résulte :
I1.5.6. Ici, go =1,q1 =3 et : ¥n>2 ¢, = 3¢n—1 + Gn—2, d’ou1 les valeurs :
n|{0]1 2] 3 4 5 6
gn || 1| 3] 10| 33| 109 | 360 | 1189
1 1
Jai —— < 1074, or d’apres I1.3. x4 = 4 <a<xs= g6 et x5 —xy = —, d'ou
4495 44 ds 4495
360 ca< 1189
109 =" 360
360 1189 3+ V13
N.B. Je constate que 109 ~ 3,30275, 360 ~ 3,30278 et a =1y = +T ~ 3, 30278.
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PARTIE III

ITI1.1.1. En appliquant la définition :

apar +1  p1 agai1az +ag +az  p2
———— =" et [ag,a1,a2] = ==,
a1 qn aiaz +1 q2

[ag, a1] =

II1.1.2. On suppose ici [ag,...,a,] = Pn_ M, ol Pn—1,Pn—2,q9n—1,qn—2 ne dépendent que de
dn AnpQn—1 + qn—2

ao, - - ., an—1; remplacer a,, par a, + conduira donc a
An 41
1
1 _ (an + A1 ) Pn—1+Pn—2 _ Qn+41 (anpn—l + Pn—2) + Pn-1
ag; - -+, 0n—1,0n + - -
An 41

(an + o ) Gt + g Ont1(@n@no1+ gno2) +n1’

An+1

soit, par définition des suites (p,) et (gn) :

. Pn 1 Pn+1
Si [ag, - - ., an] = =—, alors |ag,...,Gn—1,0n + =

dn An+1 gn+1

II1.1.3. Les deux questions précédentes constituent la preuve — par récurrence sur n — que

=Tp.

= Pn

VYneN Jao,...,an)
dn

II1.1.4. Je montre la encore le résultat par récurrence : soit T I'ensemble des suites b = (b,,) de réels telles que,
pour tout n > 1, b, > 0; je définis, pour tout n de N*, le prédicat :

P, “YbET [bo,....bn] =bp+ —n 7.
[bo ) 0+[b1,...,bn]

P71 est vrai, puisque j’ai bien par définition, pour tout b de T :
1 1
bo, b1l =bo+ — =bp + —.
[bo, b1] 0+b1 O+[b1]

Je suppose alors n > 1 tel que P, soit vrai et je considre b € T'; j’ai, grace a P, appliqu la suite de T'

obtenue partir de b en remplaant b,, par b,, + 5
n+1

1 1
bo +
[bl,...,bn—i-

1
[bO;---;bn;bn+1] = bO;---;bn—labn+—:| =by +

byt 1] b1, bns]

bn+1

ainsi P41 est vrai, ce qui acheve la preuve. Donc, en particulier pour une suite a de S :

Yn e N*  J[ag,...,an] =aog+

[a1,...,an]

1
II1.2.1. D’apresII., zp =ap < a < x1=ag+ —,ora; > 1,doncag € Zet ap <a<ag+1:
a1

rg<a<wz et ag=E(a). |

II1.2.2. D’apres les résultats du ITI.1.,

Vn € N*  x, =[ag,...,an] =ag+

)

[a1,...,an]

1
d’ol1, par unicité de la limite, pour n tendant vers l'infini : @ = a9 + —. En appliquant, pour k fixé dans
aq

N, ce méme résultat a la suite (aryn), o, qui est aussi dans S, j'obtiens :

Vke N o =ar+

k41
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I11.2.3.

I11.3.1.

I11.3.2.

Jen déduis comme au IT1.2.1. que a = E(ay) pour tout k. Ainsi, & partir de la valeur de a, la suite (ay,)
se construit par récurrence, parallélement & la suite (o), grace aux relations suivantes :
1

ag=a,a=F(a) et VkeN ap1=——, apy1 = Elag41).
O —

Cela montre, pour « donné, 'unicité de la suite a telle & = F'(a) (dont on a admis 'existence). Par
conséquent :

| F' est bijective. |

1
Reprenant les notations du I.5., avec x = —, je pose :
I

1
Vke N ap=1, <—>
I
et, d’apres les résultats du 1.3. et du L.5., j’ai :
1

ag=——— ; VneN a,>1 e a,=02n+1)pu+
(1) (@n+1)

Soit alors la suite a = ((2n + 1)u)neN. D’aprs I1.3. et III.1., la suite de terme gnral x,, = [ag,. .., a]

Q41

converge vers le nombre irrationnel oo = F'(a).
Pour montrer que « n’est autre que «ay, j’établis d’abord par récurrence sur n que

Vn e N*  «agp =[ag,a1,. .., an-1, ).
1

Ayant : Vn e N «, =a, + , j’ai bien, pour n = 1, ag = ap + — = [ag, a1] ; de plus, si je suppose
On+1 aq

n > 1 tel que ag = [ag, a1, ..., an-1, 0], jen déduis, d’apres les définitions du début du III. :
1
ag = |ag, a1, ...,0n_1,0n, + = [ap, a1, .., Cn, Wnt1],
Qp+1

ce qui achéve la preuve. J’en déduis, en notant (p,) et (gn) les suites associées & a comme au II., et par
le méme raisonnement qu’au I11.1.2.; que
o 1+ DPn—
Yn>2 ap=lag, a1, Qno1, Q] = nPn_1 T P2
AnGn—1 + gn—2

Il vient alors, tous calculs faits :

Vn>2 g, = SnPnt T Paca  GnPnod FPnoa (an — an) (Pn=1qn-2 — Pn—24qn-1)

OpQn—1 + qn—2 AnQn—1 + dn—2 (anQn—l + Qn—2) (anQn—l + Qn—2) '
1

Or les g sont dans N*, a,, et a,, sont au moins égaux a 1, o, —a, = €10, 1] et, d’apres les résultats
Qp+1
duIL, [prn—1¢n—2 — Pn—2qn-1| =1 €t ¢n_1+ gn—2 o oo, d’olt
1
Yn>2 |lag—ap| < —-—-——5 — 0.

(@n—1+ Gn—2)” "o

Il en résulte, par unicité de la limite de la suite (z,), que ag = a = F(a) d’ou finalement

T
= ((2 1 t 1 ite de S tell Fa) = ——.
a=((2n+ )u)neN est la suite de S telle que F'(a) (/1)

Japplique les définitions :

nfJo]1] 2] 3 1
an | 1315 | 7 9
o || L | 4|21 | 151 | 1380
gn | 1316|115 | 1051

1
De méme qu’au I1.5.6., comme —— < 1074, 'encadrement z, < o < x5 convient :
q3q4

T30 _ 1T _ 151
1051~ th(1) ~ 115

N.B. Ces trois nombres admettent pour valeur approchée arrondie & 10~° pres 1, 31304.
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