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2012 Mathématiques 4h PC
Préliminaire
Pour une matrice A € M,,(R), on note

HA[[l = sup [|Az]].

zeR™ ||a][<1

1. e Soit A € M,(R). L’application x — Ax est un endomorphisme de R",
espace de dimension finie. Elle est donc continue. Elle est donc bornée

sur la boule unité et sup  ||Ax]|| existe et est un élément de R™.
z€R”,||z||<1

e Notons (eq,...,e,) les vecteurs de la base canonique de R™. Il sont tous
de norme 1, éléments de la boule unité.

Al = 0= Vi € {1,...,n}, [|Ae;|| = 0 = Vi, Aey = 0

[||A]|| = 0 = chaque colonne de A est nulle = A = 0.

Réciproque immédiate.
e V(A B) € M,(R)?, Vo € R* avec ||z|| < 1:

I(A+ B)z|| = [|Az + Bz|| < [|Az|| + [|Bx|| < [[|Al[l| + [[|BIl]
et donc  sup [[(A+ B)z|| < [[|A[l| + [[|Bl]-

weRn |[a|<1

c.a.d. [[|[A+ B[ < [[[A[l| + || BI]]-
o VA e M, (R), VA € R, Vz € R" avec ||z|| < 1:

|(AA)z]| = Al [[Az][ < [A] X J[[A]]] et donc [[]AA][] < |A] < [[|A]]

De la méme maniére, si A # 0, on obtient avec A’ = AA et ' = 1/A

AN = L/ A)AA[]] < (1/]A]) x [[|AA]]|
Finalement [[|[AA]|| = |A] x |||A]]| ( évident si A = 0)
[|| ||| définit bien une norme de M, (R). On remarque que |||,||| = 1.
2. Soit A € M,(R) et y € R", y # 0. Notons z = ﬁy. Ce vecteur est de norme
1 et donc
||Az[| = ﬁllAyH <Al et [JAy[| < [[JA][] x []y]]

(résultat encore vrai si y = 0.
Soit alors B € M,(R) et x € R™ avec ||z|| < 1.

[(AB)z|| = [|A(Bz)[| < [[[A[l] > [|Bz|| < [[[A[l| < ||| Bl
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Drou [[[AB| = sup ||ABz|| < [[[A[[| < ||| BI]]

zeR™ ||z||<1

Premiére partie : un exemple en dimension 1

(P) {y’Zay(l—%)

y(0) = yo
oua>0,0>0ety €R.

3. La fonction f :y +— ay <1 — %) est une fonction polynéme de classe C! sur R.

D’aprés le théoréme 1, le probléme (P) admet une unique solution maximale.
4. Soit yo €]0, b].

(a) Remarquons que les fonction constantes y : ¢ +— 0 et y : ¢t — b sont
solutions de I’équation différentielle sur R. Si la solution y s’annulait en
un point ¢t de I ce serait d’aprés le théoréme 1 la fonction nulle et on
aurait y(0) = 0 ce qui n’est pas.

Pour la méme raison la fonction y ne peut pas prendre la valeur b sur I.
Mais les fonctions y et y — b sont continues sur I et ne s’annulent pas.
Elles restent de signe constant donné par la valeur en 0, .

Par suite, pour tout ¢t € I, y(t) €]0, b|.
(b) Notons F' la fonction définie sur I par :

y(t) d
b

Yo

Cette fonction est bien définie car pour tout ¢ € I, le segment d’extré-
mité yo, y(t) est inclus dans |0, b[. Elle est dérivable et, par dérivation de
fonctions composées :

Viel, F'(t) =

y(t) (1-12) y(t)—a=0

F est constante sur I, 0 € I donc Vt € I, F(t) = fyio()du —ax0=0.
F' est nulle sur I ce qui correspond a 1'égalité demandée.

1 1 1/b
e P
u(l—%) w 1-% u 1-%

Vtel, [ln|u|—ln‘1—%

y(t)
} =at
Y

0

Et pour tout t € I, y(t) €]0,b[ d’ou :

y(t) Yo
ln(m>:ln<1_y_o)+at
R b

by(t) _ byg eat
b— y(t) b — yo
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Un calcul simple donne, pour tout ¢ de [ :

Ke™b b
¢ avec K = Yo

=2 g
v = ) oo b—y

Ceci définit une fonction sur R qui vérifie le probléme (P) et qui est
solution sur R de I’équation différentielle. L’intervalle I est donc R.

(d) tngrnooy(t) =bet tLl{Ilooy(t) = 0.
Comme 3y’ > 0 sur R, y est strictement croissante sur R.

Deuxiéme partie : le cas linéaire

Y' = AY
(L) { Y(0) = Yo

ou A € M,(R) et Yy € R™.

On définit 4 : RxR"™ — R par pa(t; Yp) = Y(¢) ou Y est la solution maximale
du probléme (L).

5. Soit Yy, Y] deux vecteurs quelconques de R"™. Notons Y et Z les solutions de
(L) telle que Y (0) = Y, et Z(0) = Y;. Pour tout réel a, la fonction Y + aZ
vérifie :

(Y+aZ) =Y'+aZ' = AY+aAZ = A(Y+aZ) avec (Y+aZ)(0) = Yo+aYi.

Y 4+ aZ est 'unique solution de (L) qui prend la valeur Yy + aY; pour ¢t = 0.
C’est donc la fonction t +— @4(t; Yy + aY1). On a donc :

Vit € R, (Y +aZ)(t) =Y () +aZ(t) = pa(t; Yo) + apa(t; Y1) = @a(t; Yo+ aYi)

On vient donc de montrer que, pour tout t € R, Yy — @a(t; Yy) est linéaire.

Etudions le noyau de chacune de ces applications linéaires. Soit t; un réel fixé.
o(t1;Y9) = 0= Y(t;) = 0 ou Y est la solution de (L) qui prend la valeur
Yy en t = 0. Mais comme le systéme est linéaire, la solution nulle est I'unique
solution qui s’annule en un point. Par suite pour tout ¢, p(t,Yy) = 0 et en
particulier v 4(0,Yy) = Y(0) =Yy = 0.

L’application Yy — p4(t1, Yp) est injective. Comme c’est un endomorphisme de
R"™ elle est bijective. Sa matrice dans la base canonique de R™ est une matrice
inversible, élément de GL,(R). Notons la e(t;). Elle vérifie :

VYo € R, pa(ti;Yo) = ea(t1)Yo
On a donc défini une application e4 : R — GL,(R) telle que

vVt € R, VY, € R", @A(t;}/o) = eA(t)Yb.
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6. (a) Utilisons les vecteurs de la base canonique de R". Pour tout i, t — ea(t)e;
est la solution de (L) qui prend la valeur e; pour ¢ = 0. C’est donc une
fonction de classe C!. Ses fonctions coordonnées sont celles de la ¢™¢
colonne de la matrice e4(t). Toutes les fonctions coordonnées de e4 sont
de classe C'. La fonction est donc de classe C' sur R.

Pour tout Yy de R”, tout t de R :

Y'(t) = (pa(t: o))" = (ea(t)¥o) = €4()Yo = A(palt; Yo)) = Aea(t)Yo

Les deux applications linéaires Yy +— €/,(1)Yy et Yo — Aes(t)Yy sont
égales et ont méme matrice dans la base canonique de R" donc :

Vt € R, €4(t) = Aea(t).

(b) Par définition, VY, € R", ©4(0;Yy) = Yy = €4(0)Yp. D’out e4(0) = I,.
Soit alors ¢; un réel fix¢, Yy € R™ et Y la solution de (L) telle que
Y (0) = Yp. Pour tout ¢, Y(t) = ea(t)Yo. En particulier Y (t1) = ea(t1)Yo.
L’application Z : s +— Y (s+t1) est solution sur R de I’équation 2’ = AZ
car, pour tout s, Z'(s) = Y'(s+t;) = AY (s +t;) = AZ(s). Comme
Z(0) =Y (t1), cette solution est s — pa(s; Y (t1)) = ea(s)Y (t1).
On obtient donc pour Yy, s,t; quelconques :

Z(s) = Y(s +t1) = eals + 11)Yo = ea(s)Ya(t) = ea(s)ea(tr)Yo
On a donc :
V(t,s) € R? eals+1t)=ealt+s)=-ea(t)ea(s) =ea(s)ea(t).

(¢) En particulier pour tout t € R :
ea(t)ea(—t) =ea(t —t) = ea(0) = I, et ea(—t) = ea(t) "
7. (a) Soit P € GL,(R) et Y, € R™
Soit Y la solution de (L) telle que Y (0) = Yj.
Par définition V¢, Y (t) = e4(t)Yp.
Notons Z = P7'Y;on a Z' = P7'Y' = P 'AY = P7'APZ. De plus
Z(0) = P7YY,. Z est solution du probléeme (L) : Z' = P7'APZ et
Z(0) = P'Y;. On a donc par définition :

VtER, eprap(t)P 'Yy = Z(t) = PT'Y(t) = P lea(t)Ys

Ceci est vrai pour tout Yy donc epigp(t)P~! = P lea(t).
Donc pour tout réel ¢ : ep-14p(t) = P tea(t)P.
A1 (0)

(b) Si A est une matrice diagonale A = h _ , la solution

(0) An
de (L) est Y de fonctions cordonnées vy, ..., y, avec :
() = are™, Ly, (t) = et
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La condition Y (0) = Y, impose, Vi, oy = Yy;. Donc pour tout réel ¢,
Y (t) = D(t)Yo on D(t) est la matrice diagonale dont les coefficients sont

e, et
et (0)
vVt € R, 6,4(25) =
)
(c) A= ( 411 _12 ) xa(z) =22 =524+6=(2—2)(2—3); A= PDP! avec

(20 (12 (-1 2
p=(28)r=(1 7 )ar=(2)

2t 2t 3t 0.2t o3t
epflAP(t) = €D<t> — ( eo gt ) ,GA(t) _ P@D(t)P_lA _ ( e’ + 2e 2e 2e )

e e 4 Bt 92t _ 3t

t
8. (a) Soit F(t) =a+ 6/ ¢(s)ds)e ™. F est dérivable sur R et, V¢ € R :
0

F0) = —pe o+ [ ' 5(s)ds) +ePBo(t) = e (st0-a-s [ t o(s)s)

Par hypothése, pour tout ¢, F'(t) < 0. F est décroissante. Pour ¢ > 0,
t

F(t) < F(0). Comme e ' > 0, —i—/ o(s)ds < ae™.

0
L’inégalité donnée en hypothése donne alors :

Vit € [0, +oof, ¢(t) < o+ 5/t¢(5)ds < ae
0

(b) Vt € R, €,(t) = Aea(t) et /Ot ey(s)ds = ea(t) —ea(0) = /Ot Aea(s)ds.

t
ealt) =1, —|—/ Aes(s)ds. Comme on a une norme on a :
0

t t
vt >0, [[lea@)II] < [ all] + IH/O Aea(s)ds||| < 1+/0 I Aea(s)ll|ds

Avec les propriétés de la norme triple :

t
llea@®Il] < 1+/0 AN > [llea(s)l[lds

Il ne reste plus qu’a appliquer le résultat de la question précédente avec
a=1,6=|||A]|| et ¢ :t > ||lea(t)]||. On obtient directement :

vt € RT, |[|lea(®)]]] < eIt
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De méme pour tout réel ¢ positif :

0 0
llea(=0)[] < HIInHI+\H/tA€A(8)d8H\ < 1+/t|HA€A(8)H!dS

t t
llea(=0)1 < 1+ [ llAea(=s)llds < 1+ [ 1Al < llea(=s)llds

Le résultat précédent appliqué a ¢ : ¢t — |||ea(—t)||| donne :

vt € RY, [[lea(=t)]]| < A0,
En résumé : Vt € R, |[|lea(—t)||| < elllAIXI4,

(U){ Z’(t)Z: AZ(t) + g(t)

(0) = Zo
(a) Soit la fonction Z définie sur R par :

Z(t) = ealt) (ZO + /Ot eA(—s)g(s)ds)

7 est définie et dérivable sur R car s — e4(—s)g(s) est une application
continue de R dans R"; son intégrale est a valeurs dans R" et le produit
par e4(t) permet de définir ne application de R dans R™ vérifiant :

Vi e R, Z'(t) = €4(t) (Zo + /Ot eA(—s)g(s)ds) +ea(t)ea(—t)g(t) = AZ(t)+g(t)

Comme Z(0) = e4(0)Zy = 1,Zy = Zy, Z est la solution maximale (sur
R) du probléme de Cauchy (U).

(b) Si Z : I — R™ est une solution de classe C' de (U) sur un intervalle
ouvert contenant 0, alors , par application du théoréme 1 (équation du
type Y/ = f(Y) avec f CY), Z(t) = Z(t) pour tout t € I.
10. (a) Soit a > 0. On résout I'équation différentielle (E) : y' — Ay = g en utilisant
la méthode de variation de la constante. Soit y € C!(R) et k la fonction
telle que Vt € R, y(t) = k(t)e.

ysolution de (E) sur R <Vt € R, k' (t)e™ = g(t)

Les solutions sont donc de la forme

w0 = (m+ [ t e glos)

Comme g(t) =4 o(e™™), pour tout € > 0, il existe M > 0 tel que
s> M =|g(s)] <ee™®

Soit donc € fixé et M associé :

t
t>M = |yt)] < eMyo| + 66/\t/ e~ M3ds  avec N < —a
0
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N N e—()\-i-a)t -1
t=M=|yt)] < elyo| +ce

—(A+a)
Pourt > M :
ely(t)| < e(a+>\)t|y0|+56(>\+a)tw < 6(a+>\)t|y0|_’_L (1 _ 6(>\+a)t)
- —(A+a) — —(A+a)
€
Comme A+ a < 0 cette expression tend vers m quand t tend vers
— a
+00. Pour tout ¢’ > 0 on choisit ¢ > 0 tel que —(A + a)e’ = 2e.
2¢e
Pour t assez grand, e|y(t)| < ——— = ¢
g ly(@)] < g

On a donc établi que y(t) =, o(e™™).

(b) Si A est une matrice triangulaire supérieure de coefficients diagonaux
A1, -y A, le systéme différentiel & résoudre est un systéme différentiel
qu’on résout en commencant par la derniére équation. Notons yi, ..., Yn
les fonctions coordonnées de Y.

On obtient a chaque ligne une équation du type v} = \jy; + g;, out g; est
obtenu comme combinaison linéaire des y;, 7 > 1.

On raisonne par récurrence descendante.

Yn(t) = Mt = 0, 50(e7% car A, < —a.

Supposons ce résultat établi pour y;i1,...,y,. On a g; = 0400(e™). Le
résultat de la question précédente montre que y;(t) = 0400(€™).

n

Par suite e ||Y (¢)|| = Z (eaty;(t))? tend vers 0 quand ¢ tend vers +oco.
i=1

On a bien : [[Y(t)]| = 0100(e™™) .

(c) Sile polynome caractéristique de A est scindé sur R, A est trigonalisable
.Notons K le maximum des valeurs propres. Par hypothése K < 0 et en
prenant a = —K/2, pour chaque valeur propre \;, \; < —a.

Soit 7' la matrice triangulaire semblable & A . D’apreés la question 10.b)
les solutions de Y’ = TY vérifient toutes ||Y (¢)|| = 0400(e™).

Prenons une solution de valeur initiale e;, un des vecteurs de la base
canonique. On obtient la colonne d’indice ¢ de er(t) dont toutes les fonc-
tions coordonnées sont négligeables devant e~%. Il en est de méme pour
toutes les fonctions coordonnées de er(t) et, comme toutes les normes
sont équivalentes dans M., (R), ||ler(t)]|| = 0oo(e™™).

Mais d’aprés la question 7.b) ea(t) = Per(t)P~* avec A = PTP~! donc
Hlea®II] < [lex (@[] > [[IP[]] x [[[P~]]. On a donc par majoration

llea(®)[]] = 04o0(e™™).

11. A€ Oy(R), A2+ 1, = 0.

(a) Le polynome X? + 1 est scindé a racines simples dans C. C’est un po-
lynéme annulateur de A. Cette matrice est donc C-diagonalisable et son
spectre est inclus dans {—i,}. Mais le polynome caractéristique de A est
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a coefficients réels. Donc si « est une racine d’ordre r de ce polyndéme, @
est racine d’ordre r de ce polynome. Le spectre de A est donc exactement
spc(A) = {—i,i} et xa(z) = (=1)?"(z —49)"(z +4)" = (22 + 1)". Le degré
de ce polynome est n = 2r. n est un entier pair.

(b) On peut construire une famille orthonormale de n vecteurs (¢y,€l, ..., &, 1)
tels que pour tout i, As; = €, et donc Ag;, = —¢;. A est orthogonalement

semblable & une matrice A diagonale par blocs formée de r blocs carrés

A = ( (1) _01 ) On résout facilement le systéme différentiel :

{ ¥ =—y @{ ¥ =—x & 3(ab) € RY,Vt € R { z(t) = acost + bsint
/ ) Y Y

y =z y=—x y(t) = asint — beost
avec £(0) = a et y(0) = —b. Pour toute solution Y; de ce systéme on a
donc [[Yi(1)[]* = a® + b* = [|Y1(0)[*.

Par suite |||e4, (t)||]| = 1. De la méme maniére ||lea(t)||| = 1.

On remarque que la matrice ex (t) est orthogonale. A est orthogonalement
semblable & A. 1l existe P € O,(R) telle que A = PAP™'. D’aprés la
question 7.a) ea(t) = Pea(t)P~!. La matrice ea(t) est donc également
orthogonale. Par suite, pour tout vecteur Yy de R”, les vecteurs e (t)Yy
et P~'e,(t)PYy ont méme norme.
Par définition de la norme triple :

llea@®Ill = [P~ ea®) Pl = lllea®)lll = 1.

Troisiéme partie : linéarisation
Soit f € C*(R? R?). Dans cette partie on s’intéresse a la solution de

e
@{szm

12. Soit Y : [0, +00[— R? une solution de (S). On suppose que tliin Y(t) =1 R?
—+00

existe. On suppose que f(l) # 0.
(a) Pour tout t, Y'(t) = f(Y'(2)) et (Y'(t), f(1)) = (f(Y (), f(D)).

Par continuité du produit scalaire et composition de limites :

i _ 2
Jim (FO7). f(0) =[£I
Par définition de la limite, il existe M > 0 tel que, Yt € [M,+o0],

(FY ), fD) € NFDOIF = r I FDII* + 7] avec r > 0 quelconque.

En prenant r = M on peut affirmer qu’il existe M > 0 tel que

t2 M= (Y1), £(0) > IO
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(b) Soit alors H : ¢ — (Y'(t), f(1)) — (t — M)M —(Y(M), £(1)).

H est continue dérivable sur [M, +oo[ avec :

Vi > M, H'(t) = (Y'(t), f(])) — M >0
H est donc croissante et pour t > M, H(t) > H(M) = 0. On a donc :
it € M, vool, (v (), 1) 2 (0 O van) gy,

2

(c) Dans l'inégalité précédente la limite du minorant est +0o0 quand t tend
vers +00. Or la quantité majorante tend vers (I, f(I)). Contradiction.

D’ou f(I) = 0.

13. Dans cette question on suppose que
R? — R?
f:(y z+ a(y? + 2%)
= 2, .2
z —y+a(y® + 2°)
ott @ € R. Soit Y : I — R? la solution maximale de (S).

(a) Sia =0, on retrouve le systéme étudié en 11.b). Les solutions maximales
sont définies sur R et les trajectoires sont des cercles (z? + y? est une
fonction constante).

(b) @ < 0; on admet dans que [0, +00[C I. lorsque o < 0.

Soit u : t — ||V (#)|]%. u est C! sur I avec

Vte I u'(t)=2(Y'(t),Y(t) = 20°(t)a(y?(t)+2% (1)) 207 () a(22 (1) +22(t)) = 2au’(t)

La fonction u est positive et décroissante sur I (o < 0). Elle admet donc
une limite en +oo.

Si pour un certain ty u(ty) = 0 alors, par décroissance u(t) = 0 pour
t > tg. La limite est nulle.

Si pour tout ¢, u(t) # 0

W/ =a=3JK eR/Nt €, -1/(2u) = at + K
On a donc 1
2(at + K)

Dans les deux cas la limite est nulle et tliin Y (t) =0.
—+00

vte LY (O =ul(t) =

(c) On suppose Yy # 0, @ > 0. La solution est non nulle sur un voisinage de
0 et vérifie
1

-1 —
YOI? = ——+ Y 2= |IYo|]? = =—
YOI = g gy avee VO =11 = 57

Comme la fonction u est croissante, pour tout t de I, u(t) > u(0) > 0 et
I'expression de ||[Y'(¢)||? est celle donnée plus haut.
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Notons T' = m Si Y est définie sur [0, T, alors, d’aprés 1'expression
précédente, }1_{1% 1Y (1)|]* = +o0.

La solution Y ne peut donc étre définie en T" et [ , intervalle qui contient
0, vérifie. I C] — oo, T.

14. Dans cette question, on suppose qu'il existe une matrice A € My(R) dont le
polynome caractéristique est scindé sur R, dont toutes les valeurs propres sont
strictement négatives et telle que || f(z) — Az|| = o(||z||) quand = — 0.

(a) D’apreés 'inégalité on a nécessairement f(0) = 0. De plus f(z) = f(0) +
Az + o(||z||) donc = — Az est I'application linéaire tangente en 0. Sa
matrice dans la base canonique, A, est la matrice jacobienne de f en 0.
Cela suffit?7?777?

(b) Soit Y : I — R? la solution maximale de (5).
Soit F': t+— ea(—1)Y (t). F est dérivable sur [ et Vt € I,
FI(t) = =4 (=t)Y (1) + ea(=)Y'(t) = —Aea(=t)Y'(t) + ea(t) f(Y(1)).
Nous allons démontrer en fin de question que , pour tout s, e4(s) et A
commutent. D’ou F'(t) = es(—t)(—AY (t) + f(Y(1))).
On a alors :

P~ F(O) = eat-0Y ()~ Yo~ [ ea(—)(—AY (s) + F(Y(5)))ds

v = ea) (vo+ [ ea(—s)(—AY () 1 P (s))as )

Si L est une application linéaire on a L (ff f(u)du) = fabL(f(u))du
donc :

Y () = ea(t)Yo + / ealt)ea(—s)(—AY (s) + f(Y (s)))ds

Y (1) = ealt)Yy + / ealt — )(—AY (s) + [(Y (s)))ds

Pour ¢ > 0 on obtient :

1Y @I < [[lea@)[][Yoll +/0 Hlea(t = s)II] x [IF(Y(s)) — AY (s)][ds

La matrice A vérifie les hypothéses de la question 10.c) et donc il existe
a > 0 tel que ||lea(t)]|| = 040o(e™). La fonction ¢ — e®|||ea(t)]]| est
bornée sur RT. Soit K un majorant.

Pour tout réel x positif, |||ea(z)]|| < Ke™ .

On obtient (t —s > 0si s € [0,t]) :

t

Y @) < Ke—af|m]|+/0 T x| f(Y (5) — AY (s)llds

Si de plus on a

Vs € [0,t], [[f(Y(s)) = AY (s)] < e|[Y'(s)]].
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alors

ol < ke (Il + [ el o)

1,
Remarque : ex(t) et A commutent. En effet A = €',(0) = 1irr(1) eals) .
S— S
Pour ¢ fixé :
. eals+t)—ealt) . eals) =1L, .. eals)—1I,
Aey(t) = £1_I>% . =ea(t) £1_r)r(1) . = £1_r)1(1) . ea(t) =ea(t)A

(c) Soit € > 0. Il existe un voisinage V' de 0 dans R? tel que
r eV =|f(zr)— Az|| < ¢l|z||. Soit r > 0 tel que ||z|| <r =z € V.
Prenons Y, tel que ||Y|| < 7; par continuité de Y il existe un intervalle
[0,¢1] tel que sur cet intervalle Y (t) € V.
Sur cet intervalle la condition précédente est vérifiée et

WMWMSKQmm+faMW@WQ

On peut appliquer le résultat de la question 8.a)
Vi € [0,t1], || (t)e|] < K[[Ypl[es Mol

vt € [0, 1], ||V (1)]| < K||Yp||eEKIFoll=a)t

Prenons de plus Yj tel que K||Yp|| < r et eK||Yo|| < a/2. On obtient avec
les trois conditions sur ||Yp|| un réel 6 > 0 tel que

vt e [0, 4], |V (1)|| < reCYPt < r

Cette inégalité est vraie pour t; et peut donc se prolonger tant que
[|Y(t)|] < r. Elle est vraie sur Rt et on a mis en évidence b > 0, 6 > 0 et
C > 0 tels que pour Yy € R? avec ||Yy|| < 6 on a

Vt € [0, +ool, |[Y (1)]| < Ce.

ot y : |0, +o0|— et z : |0, +oo|— es fonctions de classe ul
(d) Soit y : [0 [— R [0 [— R des f i de cl C! qui
vérifient

y' =zy(l—vy)
Z=y—=z
y(0) =0, 2(0) =z
ouyp € Ret zp € R.
Effectuons le changement de fonctions inconnues y =1+ y;, 2 =1+ 2.
On obtient le systéme

{ y1 =1+ z2)1+y)(—u)
Zi =l — 2
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On a un systéme du type précédent Y/ = f(V3), f de classe C! et la
-1 0
1 -1
ractéristique est scindé, il y a une seule valeur propre, -1, strictement
négative.

Le résultat de la question 14.c) s’applique et il existe & > 0 tel que si
[|[Y1(0)]| < 4, alors ||Yi(t)|] < Ce™™. La limite de ||Y1(¢)]| est donc 0,
Y) tend vers 0 et Y tend vers (1,1). Par suite il existe § > 0 tel que si
lyo — 1% + |20 — 1]* < 62, alors y(t) et z(t) tendent vers 1 lorsque ¢ tend
vers +00.

matrice jacobienne de f en 0 est A = ( . Le polynome ca-
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