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* k%
Pfaffien d’une matrice antisymétrique

Le but du probléme est d’étudier une application définie sur les matrices antisymétriques
réelles d’ordre pair, dont le carré est ’application déterminant.

Toutes les matrices considérées sont & coefficients réels. Une matrice d’ordre p, p € N*, est
une matrice carrée & p lignes et p colonnes. On désigne par idg 'application identité d’un espace

vectoriel I, par I, la matrice identité d’ordre p et par 0, la matrice nulle d’ordre p. On note A,
l’espace vectoriel des matrices antisymétriques d’ordre p.

Premiére partie

1. Montrer que si A est une matrice antisymétrique d’ordre impair, DetA = 0.

2. Soit D une matrice diagonale d’ordre m, m € N*. Calculer en fonction des coefficients

diagonaux de D le déterminant de la matrice d’ordre 2m, <05 BD)

Soit (F,( | )) un espace vectoriel euclidien. Dans tout le probléme f est un endomorphisme
de F tel que

ol [* désigne l’adjoint de f.
3. On suppose que f2 = 0. Montrer que f = 0.
4. On suppose que f2 +idg = 0.

a) Montrer que f est un automorphisme orthogonal de F.



b) Montrer que la dimension de £ est paire.
c) Soit v € E. A quelle condition les vecteurs v et f(v) sont-ils linéairement indépendants ?

d) Soit F' 'orthogonal du sous-espace vectoriel de £ engendré par v et f(v). Montrer que
f(F)CF.

e) Soit n = 2m, m > 1, la dimension de F. Montrer qu’il existe une famille (v1, ... ,vy,) de
vecteurs de E telle que (v1,... ,Um, f(V1),..., f(vm)) soit une base orthonormale de FE. Quelle
est la matrice de f dans cette base?

5.a) Montrer que f? est diagonalisable dans R. On note Aj,...,\; les valeurs propres
distinctes de f2 et E; I'espace propre correspondant & la valeur propre \;, 1 < < k. Montrer
qu’on a une décomposition en somme directe orthogonale,

b) Montrer que, pour tout i tel que 1 <@ <k, A; <0.
c) Montrer que, pour tout ¢ tel que 1 < i < k, f(E;) C E;.

6.a) En utilisant les résultats des questions précédentes, montrer que pour toute matrice
A € Ao, il existe une matrice orthogonale @) d’ordre 2m et une matrice diagonale D d’ordre m

telles que
_t Om -D
A Q(D Om)Q.

b) En déduire que pour toute matrice A € Ag,,, il existe une matrice M d’ordre 2m telle

m _Im
queA:th2mM; ou Jom = <? 0 )

Deuxiéme partie

Soit F un espace vectoriel réel et ¢ un entier > 2. On appelle forme g-linéaire alternée sur
FE une application w : £?7 — R satisfaisant les conditions suivantes :

(A) si z1,...,24 sont des vecteurs de I et s’il existe un entier 4, 1 < i < ¢ — 1, tel que
Ti = Tit1, alors
w(Z1,...,24) =0;

en d’autres termes, 'application s’annule si deux arguments consécutifs sont égaux;
(B) pour tout entier 4, 1 <i < g, si 21,...,%i—1, Tit1,... ,Lq Sont des vecteurs quelconques

de E, ’application de I dans R définie par z — w(®1,... ,Zi—1, 2, Zit1,... ,Z4) €st linéaire; en
d’autres termes, I’application w est linéaire par rapport & chaque variable.



On note Alt,(£) 'ensemble des formes g-linéaires alternées sur F.
7.a) Soit w € Alt,(F). Montrer que, pour tout entier ¢ tel que 1 <14 < ¢ — 1, on a l'identité

w($1,... y Li—13Li41y Liy L5424 - - - ,$q) - — w($1,... ,$q) s

pour tous z1,...,%, dans I/; en d’autres termes w change de signe si l’on permute deux argu-
ments consécutifs.

b) Soit w € Alt,(£). Montrer que s’il existe des entiers i et j, 1 £ j, 1 <i< ¢, 1 <j <g,
tels que z; = z;, alors
w(z1,...,24) =0.

c) Montrer que, pour tout entier ¢ > 2, Alt,(F) est un espace vectoriel réel.

d) On admet que si F est de dimension n, la dimension de Alt,,(E) est égale & 1. Donner
une base de cet espace vectoriel.

Soit w € Alta(FE). On définit une suite w(P) pentier > 1, par la récurrence suivante : w1 = w,
et sip = 2,

w(p)($1, e ,$2p) - w($1, $2) w(p_l)($3, e ,$2p)
2p—1 )
+ Z (—1)Z w($1, $1) w(p_l)($2, v 3 Bi—1, L5412y - - ,$2p)
i=3
+ (_1)2p w($1, $2p) w(p_l)('T?v cee 7$2P—1) )
pour tous 1, ... ,%2 dans I. Chaque w(P) est donc une application de E2? dans R. On écrira
en abrégé
2p )
wP(z1,. .. , Top) = Z(—l)’w(acl,avi)w(p_l)(wg, e T 1y Tig 1, - e X2p) -
i=2

8.a) Expliciter w? (21,29, x3,24) et montrer que w?® € Alty(E).
b) Montrer que, pour tout p > 3, w® e Alto,(E).

9. On suppose & nouveau que (F,( | )) est un espace vectoriel euclidien et que f est un
endomorphisme de F tel que f* = —f. On pose, pour 21 € E, 29 € F,

wy(21,22) = (21| f(22)) -
Montrer que wy € Alto(F).
10. On suppose que £ = R?™ muni de la stucture euclidienne canonique. Soit A une matrice

antisymeétrique d’ordre 2m et soit f l’endomorphisme de R?™ associé & A. On reprend les
notations des questions 8. et 9.



a) Montrer qu’il existe un nombre réel P(A) tel que
(wf)(m)(wl, .e. s Tom) = P(A) Detp(x1, ..., Tom) ,

pour tous 1, ... ,Zom € I, ou Detp désigne le déterminant dans la base canonique de R?™. Le
nombre P(A) est appelé pfaffien de A.

b) Calculer P(A) lorsque A € A4, en fonction des coefficients aq2, a13, @14,
2,3, 24, 34 de A.

0, —D
D 0,
en fonction des coefficients diagonaux de D), et déterminer un nombre réel o indépendant de D
tel que

c) Lorsque A = < , ol D est une matrice diagonale d’ordre m, calculer P(A)

P(A) = a DetD .

Troisiéme partie

11. Soit A € Ay, et soit M une matrice d’ordre 2m.
a) Montrer que tMAM € Ay,.
b) Montrer que P(*MAM) = Det(M)P(A).
12. En utilisant le résultat de la question 6.a), montrer que, pour A € Ag,,

(P(A))? = Det(A) .

13. Soit II : Ay,, — R une application telle que II(!MAM) = Det(M)II(A), pour tout
A € Ay, et pour toute matrice M d’ordre 2m. Montrer qu’il existe un nombre réel « tel que,
pour tout A € Ay, 1I(A) = kP(A).

14. Soit M une matrice d’ordre 2m telle que *M JomM = Jom, oU Jom €st la matrice définie
a la question 6.b). Montrer que Det(M) = 1.

15.a) Soit B une matrice d’ordre m et soit A = <
de Det(B).

0., —'B . .
B 0. ) Exprimer P(A) en fonction

b) Soient m; et mqo des entiers > 1, A1 € Aoy, A2 € Aoy, et soit

Ay 021y 2m
A— L2mg )
<02m2,2m1 Ay

00 Oy, désigne la matrice nulle & m lignes et m' colonnes. Exprimer P(A) en fonction de P(4;)
et de P(As).



