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Un corrigé

A Coefficients binomiaux

{0, ,n}—)R
1. e L’application ¢ : X n ) esta valeurs strictement positives. Pour tout £ € {0,..,{%J - 1}:
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Or > > > 1, par conséquent |@ est (strictement) croissante sur < 0, ..., | —
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n

o Il est alors immédiat que pour tout £k € {0,..., [EJ} : (ZJ < [nJ . Lorsque k € {LgJ +1,.., n},
2

n
n — k estinférieur ou égala n — LgJ — 1, donc inférieur ou égal a L%J.Comme Ekj = [

, il s’ensuit que
n—k

n n

n n
l’onaenCOTG(kjS LnJ . |pourtout k € {0,..., n}, (k]s {nJ
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2. Le plus simple est de discuter suivant la parité de » :
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e Sin estpair,onpose n = 2 k,etl’ona Ln
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D’aprés la formule de Stirling,
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J = ( J = [ ] 2k + 1, donc d’aprés ce qui précéde,

e Pour n impair, n =2k +1:|| n
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Finalement :




n

/2 . e s

Comme ,/ — < 1, on en déduit que { n J est inférieur a
- 2
2

n

Tn

a partir d’un certain rang :

il existe un entier 7 tel que pourtout n > ny, || n | | < (1) .
5 Jn

* n
3. Soient n € N etk € {0,..,n}.Si k = 0,(kJ2k_l <nt estl’évidence:%g 1.Sik >1,ona:
n 1 n-k+1 e
pk-r 2R 2k-t<p |2 2k-T 2k
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4. o Ilestimmédiat que, pourtout i € {1,..,n} :|e; = E(v — (v - 2el-)).

e Levecteur v appartienta Q, ,, puisque toutes ses coordonnées valent 1. Toutes les coordonnées de v — 2 e, sont

¢galesa 1, saufcelle d’indice i, quivaut —1, ainsi v — 2 e, appartient lui aussia Q, , ; il découle alors de ce qui
précéde que pourtout i € {1,..,n}, e; € Vect ( Q,, ) On en déduit que

Vect (e mie{l ., n} ) c Vect (Q In ) ,soit: R”" < Vect (Q In ) . L’inclusion réciproque étant évidente :

Vect(Ql,H) =R"|.

B Dimension 2

5. On a det (M(z)) =M, M,, - M, , M, ,doupar linéarité¢ de I’espérance,
E(det (M(Z) )) =E (Mlj1 Mz,z) - E (Ml’2 M, ),puis, par indépendance des variables aléatoires M ; ,
2
E(det(M( ))) =E(M,,)E(M,,) - E(M,,)E(M,,).

Mais pour tout i, j, E(M, ;) = 1.P(M, ; =1} + (=1)P (M, =-1) =

i) ] = 0. On en conclut que

E(det(M(z))) = 0|.

6. La variance de det(M(z)) est donnée par : V(det(M(z))) = E((det(M(z)) - E(det(M(z))))zj,d’ofl

d’aprés QS. | V(det(M(z))) _ E((det(M(z)))zj.

2
Ona (det (M (2) )) = M12,1 Mzz’2 + Mlz,2 M22’1 -2M, M, , M, , M, . Lesvariables alcatoires M ; ;
étant a valeurs dans { -1,1 } , leurs carrés sont des des variables certaines égales a 1, donc
s 2
(det (M( ))) =2-2M, M, , M, , M, . 1llenrésulte que

\Y ( det (M (2) )) =2-2 E<M1,1 My, My, My, ),puis, a nouveau par indépendance, que



On obtient comme désiré : |V (det (M (2) )) = 2/.

Remarque

Il n’est pas tres difficile de montrer que de maniere générale : E ( det (M (n) ) ) =0etV ( det ( M) ) ) =n!

Le déterminant de M (?) est égal a 0 siet seulement si ses deux lignes ng) et L(22) sont liées, donc, puisque tout le

monde est a coefficients dans {— 1, 1},si et seulement si ng) et L(zz) sont égales ou opposées :
P(det(M(z)) = ()) - P((L(zn) = L(I")) U (L(zn) _

P(det(M(z)) = O) = P(L(Z") = L(I")) + P(L(Z") =—r{" ),ouencore,puisque LV et — L") suivent la

- Lg") ) ) , et par incompatibilité :

méme loi et sont indépendantes de LE") i (det (M(z)) = O) =2 P(L(Q") =L )

On a donc P(det(M(z)) = O) = 2P(<Mz,1 = M1,1)H(M2,2 = M]jz)),puisparindépendance:

P(det(M(z)) = 0) =2P (M, =M, )P(M,, =M,,).

11 est relativement immédiat que P (Mz,1 =M, ) =P (Mz,2 =M,, )

P(det(M(z))=0) =%.

= % , d’ou finalement

C Quelques bornes

8.  Notons £, I'événement: « LY = + (")

». Comme en Q7.,0naP(En):2P(L(2") L&")),d’oﬁ:

P(En) = ZP[fJI (Mz,j = MW)J =2 ﬁ P(Mzﬂj = Mljj) (par indépendance).

Jj=1

A nouveau, P(Mz’j = Ml,j) = % pourtout j € {1,..,n}.Donc P(En) _ 2”1_1 )

Si les deux premiéres lignes de M (") sont égales ou opposées, son déterminant estnul : £, < ( det ( m (") ) =0 ),

dou P(det(M(”)) = 0) >P(E,)=2""|Ginz>2)

9. S’il existe j € {1, e 1 — l} tel que lj +1 € Vect ({l1 5 e lj } ), les vecteurs /,, ..., /, sont évidemment liés.
Réciproquement, supposons la famille ( iyl ) liée. Il existe alors n réels a |, ..., o, non tous nuls et tels que
i oy Iy = 0.Soit j le plus grand entier de {0,...,n — 1} telque o ;,; # 0 (untel j existe!). Ona
k=1
j+1
Z o, I, =0 ;deplus, j n’estpaségala O (sinon, onaurait a.; /; = 0 avec oo, # 0 et /; # 0, bizarre).
k=1



10.

11.

j+1 Jj+1 o
Donc j € {1,..,n — 1}, et,comme a ;| = 0,égalité » o, [, =0 peuts’écrire [, ., = D -
k=1 k=1 j+1

Ceciassureque /; , ; € Vect ( { Lyl } ), et acheve d’établir I’équivalence demandée.

Les vecteurs aléatoires L(I") y s L (n") ne s’annulant pas, on peut appliquer ce qui précéde, et en déduire que

P(det(M(")) = 0) = P(((L(ln),...,L(j")) estunefamilleliée)) =P nL_Jl (L(]."Jr1 € Vect(L(ln),...,L(j") )) ,

Jj=1
d’ou par propriété de sous-additivité (ou inégalité de Boole) :
n—1
() 0] = 5 (ol e vea(d0 ] (2
j=1

Soit (81,...,8,,_,1 ) une base de # *. Pour tout i € {1,..,n — d},onécrit ¢; dans la base canonique (ej )lsién

n
n . — —
de R”,souslaforme: ¢; = Z o; ;e —(aijl,...,ai’n).
Jj=1

1
" ) un vecteur de R ” . Le vecteur x appartienta H si et seulement si il appartient a (7{ + ) , donc

soit x = (xl,...,x

X1
n
si et seulementsi: V i e {1,.,n — d}, <x,8i> = 0.0r<x,8i> =D o, ;x; = (ail ocl-n)
j=1
xn
Qg e Oy, Xy 0
Il en résulte que |[x € H si et seulement si : : : =
O“n—d,l (Xn—d,n X 0
oy Ay
La famille (al,..., €,_4 ),base de H *,estderang n — d .La matrice : : est donc elle aussi
o('n—d,l O(’n—d,n

derang n — d (c’est la transposée de la matrice des coordonnées de la famille ( €150 €y g ) dans la base canonique

G Ay X 0
de R"). On sait alors que le systéme = est équivalent (par lignes) a un systéme
0Ln—d,l O'“n—d,n Xy 0
X1 0
R| ¢ |=|:|,o0 ReM,_ don (IR{) est échelonnée, réduite par lignes et de rang n — d . La matrice R posséde
x 0

donc exactement d colonnes, d’indices 1 < i, <..<i, < n,sur lesquelles ne se trouve pas de coefficient pivot.

X e X, soNt les inconnues secondaires du systéme ; on sait alors que, pour tout ( Vises Va ) e R?, il existe une

unique solution x = (xl, ey Xy ) vérifiant x i, = YissX;, = ygq.Etre solution du systéme, c’est appartenir a H

La

par conséquent :

Pour tout (yl,...,yd) e R, il existe un unique x = (xl,...,x,,) € H telque x; =y, pourk =1,..,d}|




12.

13.

e D’aprés QI11.:il existe desindices 1 < i, <..<i, < n vérifiant:

pourtout y € Q, ,,ilexiste x € R" telque{Lg") e, L") = yl,...,L("‘) = yd} = {Lg") = x}.

Li

Cet événement a pour probabilité 2 ™" si x € Q, , et 0 sinon. Par sommation sur les 2 ¢ éléments du systéme
1,n

completd’événements:({L(I") € H,L(") = yl,...,L(".) = yd}) , on en déduit que :
yte'd

1,i, Liy

P(L(I”) c }[) <24,

e Ce qui est vrai pour L|") est également vrai pour tout Lj"+)1, j=l.,n—-1:P (L(j"+1 € 7{) <297

En utilisant la formule des probabilités totales indiquée par 1’énoncé :

Iyl j €Qy

et, comme Vect ( Lyssd; ) est de dimension inférieure ou égale & j, on obtient :

P(L(j”) eVect(L(l”),...,L(”)))s S 2irxari— i)

+1
el j ey,

Ona dim((Vect(li ,1<i < q))l) =n - dim(Vect(li, 1<i< q)) > n — g > 0, il existe donc déja des
vecteurs non nuls appartenant a (Vect(li ,1<i < q))L.Pouri e {1,..,q},notons [, = (Zi’l,...,li,n).Pour
tout x = (xl,...,xn) e R":

X € (Vect(li, 1<i< q))L < Vie {1,...,q}, <x,li = 0> S Vie {1,...,q}, z lei’j =0.

Ce systéme est a coefficients dans { -1,1 } c Q ;il est équivalent a un systéme échelonné et réduit par lignes a

coefficients dans Q . Sil’on choisit les inconnues secondaires dans Q et non toutes nulles, on obtient donc une solution

L
x = ( X1y X, ) de ce systéme (donc un élément de ( Vect ( l[;,1<i<gq ) ) ), non nul et a coordonnées dans Q .

P - ;
Posons pour tout i € {1,...,n}, X, = —~  avec p; €Zetgqg; € N*.Alorslevecteur[H qi}x est non nul, a
q; i=1

A

1
coordonnées dans Z , et ¢’est un élément de (Vect (li ,1<i<gq )) :

IA

11 existe un vecteur non nul, orthogonal a Vect ( [;,1<i<gq ) , et qui est a coordonnées dans Z |.

D Théoréme de Erdos-Littlewood-Offord

14.

On sait que, si ’on considére deux ensembles finis de méme cardinal, dire que 1’un de ces deux ensembles est inclus dans

I’autre, revient a dire que ces deux ensembles sont égaux. Tous les ¢éléments de 4, étant de méme cardinal &, deux

éléments distincts quelconques de 4, sont donc incomparables : 4, est une anti-chaine.



15.

16.

17.

18.

19.

n
De plus, le cardinal de 4, est égal a [k j ,d’ou d’apres Ql. : |j4k | , et d’aprés Q2. : il existe un entier n

IA
—
oS
| I

n
2n
telquesin2n0,|ﬂk|£ LEJ < .
> NI

Les ensembles {1, e

A|} et A étant de méme cardinal |A|,i1 existe (|A| )! bijections de {1, v | A|} dans 4 .
De méme, il existe (n - |A|)! bijections de {|A| +1,.., n} dans 4°¢.

Construire un élément ¢ de § , revient a choisir une bijection de { L, .., | A | } dans A et une bijection de

{|A| + 1,...,n} dans 4, donc : [le cardinal de S , estégalé(|A|)!(n - |A|)!.

Quitte & échanger les roles de 4 et B, on peut supposer que | 4| < | B|. Raisonnons par I’absurde, en supposant

que S 4, NSz estnon vide. Soit ¢ un élément de cette intersection. ¢ appartient a § 5 , donc réalise une bijection de

{1, ..,

finalement 4 = {G(l),..., c(|A|)} c {c(l),..., G(|B|)} = B : A et B sont comparables. Ceci est absurde,

puisque A et B sont distincts, et que 4 est une anti-chaine. Ceci prouve que .

B|} dans B: B = {6(1),...,0(|B|)}.Deméme, A= {0(1),...,0(|A|)},etcomme|A| <|B|,ona

Les ensembles § ,, 4 € A, sont deux a deux disjoints, donc :

U s.

Ae A

= Z |SA |, ce que I’on peut également
Ae A

n
écrire sous la forme : = Z Z | Sy | On a donc, en utilisant le résultat de Q.15. :

k=0 AeAa
4] =

U s.
Ae A

U sl = Z > o (J4])r(n-14])r = Z > okl(n-k)= z o, k!(n—k)!.

Adea k=0 dea k=0 Adea k=0
4] = | 4| =k
Or U S , estun sous-ensemble de I’ensemble des bijections de { 1 ..., n} dans lui-méme, qui est de cardinal »!. Ainsi
Ae A
n n a k
U Syl <nt,don Z o, k!(n — k)< n! et endivisant par n!, on obtient : Z <1
Ae A

k=0 k=0 "
k

all ,d’ou d’apreés Q1. , |ﬂ|

oy

"

Ona | /‘4| = i o, , donc . On déduit alors du

k=0

n
< >
k=0

n n

|

NI

n
| | 31,wm1|ﬂ|s [EJ
2

résultat de Q17. que

Par hypothese, I’ensemble A est strictement inclus dans I’ensemble B . On peut donc noter 4 = {i ey } et



20.

B = {il, sl g } ,avec p < ¢, etdes i deux a deux distincts. Alors :

q n q n p n
sB=Zvik— Z vj=22vik—Zvj.deméme,sA=ZZvik—ZVj.Onadonc
k=1 j=1 k=1 j=1 k=1 j=1
J#{ineiy)
q
Sp—s,4=2 Y v, > 2|,car {p + 1,..,q} estnonvide, etpourtout k € {p + L,..,q}, v, >1.
k=p+1

On lira avec intérét le rapport du jury, pour savoir combien de candidats ont répondu correctement a cette question !

Posons@,ynz{mte’n,<w,v>eJ}= 0eQ,, , ivi— Z v; € J . Soit
i=1 i=1

w; =1 o; =-1

Q, - e({1..,n})

* (o:((ol,...,mn)l—> {ie {1,...,n}, ; :1}.

Il est clair que @ est une bijection : sa bijection réciproque est
Q’({l,...,n}) - Q,,
Y { lsiied

A c {1,-.-,71} = o= (“)1""’0’") défini par @, = —1 sinon

Posons ensuite 4 = {A € (P({l,...,n}), y(d)e ®J’n} ;onadonc:

A = Ae@({l,...,n}), Zn:vi— Zn:vieJ ,soit:}l:{Ae@({l,...,n}),sAeJ}.
i=1 i=1
ied igd

Montrons que 4 est une anti-chaine. Soient 4 et B deux éléments de 4 distincts. Puisque s , et s 5 sont dans J,

intervalle ouvert de longueur 2 : |sA - S | < 2.D’aprés Q19., 4 n’est pasinclus dans B et B n’est pas inclus

dans A4 : A estbien une anti-chaine.

|®J,n
|Ql,n

= 27"

Puisque Q , est muni de la mesure de probabilité uniforme, P (<L(l") , v> eJ ) 0,, |, d’ou par

bijectivité de ¢, P L(n) ,v)yelJ|=2""|4|.Comme A estune anti-chaine, d’aprés Q18.: | 4| < n , et,
] 1 il
| 2

n n
2" . _ 1
d’aprés Q.2., n < pour n assez grand. Par suite, |P (<L(1n), v> € J) =27" n < —|,la
5 Jn 2 .
deuxiéme inégalité ayant lieu pour n assez grand.
Si I’on suppose seulement que pour tout j € { I,..,n } , | v, | > 1, on considére le vecteur aléatoire L = ( Ly,..L, ),
M, ; siv; 2 o |
oupourtout j e {1,....,n}, L. = o . On pose également w = | (v, |, .., |V .
p J { } J -M 1 sinon p g ( | 1 | | n )

L suit la méme loi que L(I") et toutes les coordonnées de w sont supérieures ou égales a 1, donc d’aprés ce qui précéde,



L
Tn

I’inégalité P (<L(1") , v> € J) < % reste vraie pour n assez grand.
n

P((L,wyelJ)< pour n assez grand. Les produits scalaires (L, w) et <L(1"), v> étant égaux,

E Universalité

Il est curieux que 1’énoncé se mette a noter ( D s O ,1) I’élément o de Q, , (qui, rappelons-le, a ét¢ identifié¢ a un sous-

ensemble de R " ). On continuera dans ce corrigé a utiliser plus simplement la notation ( O, @, ) .

21.

22,

L’énoncé semble également confondre Q, ; et Q, , . On suppose qu’il s’agit de montrer que :

d K
{{L(ln),...,L(d")} non k—universel} c U U N u {Mi,jm # mm}.
(Jiowii) € flin}t 0@ i=lm=1
J1 << Jjg

On va prouver qu’il y a en fait égalité. En passant a la négation de la définition d’un ensemble & — universel :

le sous-ensemble V de Q, , estnon k— universel si et seulement si il existe un k—uplet 1 < j, < j, <..< j; < n,

etilexiste 6 € Q ,, tels quepourtout v e V :ilexiste m € {1,...k} telque v, #86, .

Autrement dit, en posant ® = (6 jpoees 0 i ) €Q

V estnon k— universel si et seulement si il existe un k—uplet 1 < j; < j, <..< j;, < n,etilexiste ® € Q, ,,tels

quepourtout v e V :ilexiste m € {1,..,k} telquev; # o,.

Onprend V = L( ") y s L(") . La traduction ensembliste de « pour tout » est une intersection, celle de « il existe » une
p 1 d p

réunion, et I’on obtient :

d k
{{L(ln),...,L(d")} non k—universel} = U ﬂ U {Mi,j,,, # (om}
(_/1,...,jk)e{1,“.,n}k 0eQ i=1m=1
J1<<Jk

Par propriété de sous-additivité, d’apreés le résultat de la question précédente :

P({LE"),...,L(dn)} non k—universel) < > > P[{ﬁ

(jl,.'“,_/k)e{l,.“,n}k 0eQ

d Kk 4 £ )
P(Mi,jm _O)m)vaut—,ainsiP ﬂ U { i i(’om} :H | - H ! 2(1_27]() .
i=1 m=1 i=1 m =1
P({LE”)’ ,L(d)} non k—universel)g(l—sz) z Z 1
(J1 ]/g)e{l,“.,n}k oeQ
J1 << Jjg



23.

Ona > > 1:‘<j1’""jk)e{l""’”}k,j1<...<jk
(j1,..<,jk)e{1,...,n}k 0eQ
J1 << Ji

x|Q) ] Or Q| =2";

d’autre part, choisir ( s Jk ) € {1, vy n} * tel que j, <..< j, revienta choisir k£ éléments distincts parmi

{ I,..,n } (il y a ensuite une seule fagon de les ranger dans 1’ordre croissant) :

‘(jl,...,jk) € {1,...,n}k, Ji <..< jk‘ = [nJ,

k

d
et ’on en conclut que P({L(l"),...,L(d")} non k—universel) < Enjzk (1 - 2_1‘) )
k

Une question technique comme on les aime...

d
D'aprés (4) : P({{L(I"),...,L(d")} non k—universel}) < ("jzk (1-27%)" sironchoisitd > 2 et
k

n

2

i<l () () , ny ok T () N3 e .
< Inn,onadonc P Ly, .., L, non k —universel < i 2511 -2 (les inégalités sont bien

1
F<opk<on

dans le bons sens). La majoration ( Z J 2 n(n) (obtenue en utilisant Q3.), donne déja :

IA

P({{LE”),...,L(J’)} non k—universel}) 2™ () (1 _ () )%

On va montrer que P ({ {Lgn), " L(d") } non k—universel} j 0 (lj (on aura alors

n

P ({ { Lg"), s L(d") } non k—universel} j < 1 pour n assez grand). Pour cela, il suffit de prouver que :
n

n — +©

lim n[nl“(”) () (1 - 2‘1“(”))2] ey

n

On pose donc a, = n[nln(") 2 () (1 — 2 7n(n) )2},etl’onétudielalimitede 1n<an) ona

-0

2 n —In(n
Ina, =In(n)+In (n)+ln(2)1n(n)+51n{l—2 )]

= ln(n) + lnz(n) + ln(Z)ln(n) _%27111(”) N O(nzfln("))_

Or 2—ln(n) _ e—ln(Z)ln(n) -In(2)

=n . Par conséquent,
1-1n(2)
Ina, =In(n)+mh?(n)+mI(2)n(n)- > +0(n1—1n(2)),
1-1n(2)
et 1 — 1n(2) > 0, d’ou, par croissances comparées, In a, ~ ——2 ,et lim Ina, = —o.
n— +ow

n— +w n— +©

Onadoncbien lim a, = lim n{nln(") 2 Inln) (1 - Zln(n))zj = 0, et ’on peut conclure :

Sid > g et k < In n,alors, pour n assez grand, P ({{L(ln), e L(dn)} non k—universel}) <

S |-




24,

25.

26.

Raisonnons par I’absurde : on suppose que v admet au plus k& coordonnées non nulles ; il existe donc

1 <i; <..<iy < ntelsquepourtouti € {1,..,n},i¢ {il,...,ik}: v, =0.

. . lsiv, 20
Son(o:(ml,...,mn)tendéﬁmpar:Vje{l,...,k},(oi_ = ! , et par exemple pour tout
' ! —1 sinon

i¢ {il,..., i }, ®,; = 1. Parpropriété de k— universalité, il existe u = (ul,..., un) € V tel que pour tout

k
jed{l, .k}, u; ; = (nij.Alors (u, v> = Z w;, v ,puisque les autres coordonnées de v sont nulles. Dans
Jj=1

cette somme, tous les termes sont positifs ; 1’un au moins est non nul (car v est non nul, et car toutes les coordonnées de u

sont non nulles). Ainsi < u,v ) > 0, ce qui est absurde puisque v est orthogonal & u .

Par conséquent,

v posséde au moins £ + 1 coordonnées non nulles|.

Si Lg " e Veet (V), alors L(1 ") est orthogonal 4 tout élément de V *, donc en particulier & v ; ceci prouve déja que
P(Ll") e Veet (V)] < P(<L§”),v> - 0).

Notons v; ..., v les coordonnées non nullesde v(avec 1 < i, <..<i, < mn,et,d’aprés Q24., p =2 k + 1)

i p

Posons L = (Ml,il""7M1,ip ) €Q ,,etws= (v,-l,...,v,-p ).Alors {<L(1"),v> = 0} = {(L,w) = O},d’oﬁ
P(<L(1"),v> = 0) = P((L,w) = 0).Onp0se J = ]—1,1[,intervalleouvertdelongueur 2;L et w étanta
coordonnées entic¢res, P ((L, w) = 0) = P((L, w) eJ ).Or d’aprés Q24. (les hypothéses nécessaires sont bien

réunies) : pour p assez grand, P ((L, w> eJ ) . On a fait le tour : si k& est assez grand, p 1’est aussi, et :

< L
Jr

1
P(L(I") e Vect(v)) < P(<L(1"),v> - o) =P((L,wyeJ)<p 2 <k 2| (5)
t, x Ly
e Parhypoth¢se, — — O,donc: Ve >0,3n,eN ,Vn2n,, —<c¢
n n
A 1 * Ly 1
En particulier, avec & = E: dnyeN ,Vnzn,, —< E.Alors,pourtout nxmng:
n
n 1 . . . P
n—t,= n(l - —j >n [1 - EJ = % . On suppose désormais n assez grand pour que cette condition soit réalisée.
n

L’indication proposée n’est pas tout a fait correcte, la notion de k& — universalité n’ayant été définie que pour un sous —

ensemble de Q.

On prend, comme conseillé, k£ = | In n |. Notons, pour j € {1,..,n —1}, E ; I'événement « {L(1 ") s L(j") }

est k—universel », et E j son événement contraire. ( E, E; ) est évidemment un systéme complet d’événements, donc :

J +

P(L(j"+)1 e Vect(L(l”),...,L(.”))) =P, (L(j e Vect(L(I"),...,L(-")))P(Ej)

+ Py (L(j”j1 e Vect(L(l"),...,L(”)))P(F) :
+ J +

doi a fortiori P(L(j”)1 e Veet (4", ., L1 )) <P, (L_(/." e Veer (L{7, ., 1Y )) +P(E,).
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Supposons maintenant que j € {n -t, +1,..,n - 1}.

e Ona j > etk <In(n ) ; on peut donc utiliser le résultat de Q23., qui assure que, pour #n suffisamment

n

2’

grand, P(E_/) < l
: n

L
e Remarquons que Vect (L(1 ") s e AR ) # R" (car j < n): {Lg "), vy JAR } contient donc un vecteur non nul.

J J

On peut donc utiliser le résultat de Q25. : en choisissant # suffisamment grand, % est lui aussi suffisamment grand, et

Pona P, (L(j"Jrl € Vect(L(ln),...,L(j") )) < ﬁ Ainsi (pour n assez grand) :
nil (1) (n) (7) nil 1 1
P(LfleVect(Ll AL ))s SR
JEn—t, +1 o ’ j=n—t, +1 \/7 n

n-1 2 2(t, - 1) 21,

S_,:,,,z,nﬂﬁz Jlnn] S\/ln(n)—l

Cela suffirait pour établir le théoréme de Komlds, mais n’est pas tout a fait ce qui était demandé. Si I’on tient absolument a

n

JInn

ol Pt -1
P(L(jn)l € Vect(L(ln),...,L(ﬂ))) < Z (L + l} = — + — , d’ou
—-t, +1 n

la majoration par , 11 faut affiner, et écrire par exemple que

n—1

+ J

jEn—t, +1 j=n k ﬁ n
S () () (n) ! !
z P(L/He\/ect(L1 s Ly ))Stn ————— + — |. Comme
j=n—t,+1 . 11’1(7’!)—1 n
; + l = ! + 0 ! :pour n assez grand ; + l < 2 et
]n(n)—] non—+o In n In n ‘ ’ Hn(n)—] n_.llnn’
n—-1 2t
P(L(,") e Veet (L"), ,L(A”)))g d 6)|. Ouf.
j:n§n+1 j+1 1 J ,_hll’l ( )

F Théoreme de Komlos

n—-1
27. Daprés (2),0 < P(det(M(")) = O) < Z P(LS"EI € Vect(LE"),...,L(j") )).Doncd’aprés (6), pour toute
=1

t
suite croissante d’entiers ( t, ) . telle que — — 0, ona pour n assez grand :
nz n

OSP(det(M(”)):O)S > P(L_(,”)leVect(L(l"),...,L(<")))+

+ bi ] >
j=1 nn

d’ou, en utilisant 'inégalité (3) :

n—-t, ) 2t -
OSP(det(M(n))ZO)S z 2]_n+ n 1 tn_21—n_

iz JInn Jinn

On choisit la suite (tn ) 1 telleque ¢, — +oo et — 0 :parexemple, 1, = ¢, = 0 etpourtout n > 3,

nz

tn
JInn

t
t, = L In ( In ( n ) ) J (c’est bien une suite croissante d’entiers, vérifiant aussi — — 0).
n
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Alors lim 2'~

t

n— +o

n_zlfn_ 2t”l

JInn

Im P

n— +w

(det(M("))

o)=0.

= 0. Par encadrement, on en déduit le théoréme de Komlos :
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